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ETUDE DU RENOUVELLEMENT SUR LE GROUPE AFFINE DE LA DROITE REELLE

Laure ELIE

Université Paris VII

Le groupe affine connexe de la droite réelle est le groupe, que nous

noterons G , des transformations réelles x -· ax+b, où (a,b) E Ce

groupe peut être représenta par le produit semi-direct muni du produit

(a,b~(a’,b’~ _ (aa’.ab’+b). Le sous-groupe des translations de G 1 est alors

isomorphe à R et le sous-groupe des homothéties à 1;B . Nous désignerons par
a et b les projections respectives de G 1 sur R+* et R et tout élément g de

G 1 sera donc noté L’ensemble R pourra être muni d’une structure

. 

de G-espace par l’application qui à (g,x) E associe 

Soit 1J une mesure de probabilité sur G, que nous supposerons toujours
adaptée. La marche aléatoire droite sur Gi de loi p est la chaîne de Markov

canonique d’ espace d’états G. dont la probabilité de trans it ion est
égale à p(g,.) = E * u . Comme G1 est un groupe non unimodulaire, cette mar-
che est transiente (4) et son noyau potentiel U = E n&#x3E;0 03BC*n est une mesure de
Radon. Quant à la suite (a(xn))nEN

, 
c’est une marche aléatoire sur R de

loi a(u), et nous serons amenés à distinguer le cas où cette marche est
transiente de celui où elle est récurrente.

Comme la marche est transiente, l’ensemble fe 
9 

* U, g e G )
est vaguement relativement compact et l’étude du renouvellement consiste en

la détermination de 1’ensemble 1 des valeurs d’adhérence, pour la topologie
de la convergence vague, de l’ensemble * U, g E lorsque g tend vers

6 le point à l’infini du groupe dans la compactification d’Alexandrov. Si

le cardinal de est égal à 1, auquel cas l’ensemble I~ est réduit à la me-
sure nulle (12), la marche de loi p sera dite de type I ; si le cardinal de

1 est strictement supérieur à 1, cette marche sera dite de type II.

Ce groupe affine G 1 est particulièrement intéressant car c’est l’exemple
le plus simple de groupe portant une marche de type II telle que l’ensemble

l 1..1 ait une infinité d’éléments. De plus, il permettait de prouver que les
résultats obtenus sur les groupes abéliens ne se généralisaient pas, â sa-

voir qu’un groupe LCD abélien porte une marche de type II si et seulement

si il est extension d’un sous-groupe comapct par P ou z.
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A présent, nous savons déterminer les groupes G (LCD) extension de leur

composante connexe par un groupe compact, qui portent des marches de type II

( 8), mais les idées fondamentales se trouvent dans l’étude du groupe affine.

Définition 1 :

Nous dirons qu’une mesure de problabilité J.1 sur G1 admet un moment d’ordre S
si et seulement si les fonctions |Log a|B et [Log+lblle sont y-intégrables.

Cette définition coincide avec la notion de moment introduite par Y. Guivarc’h

dans (11), car la fonction sup~c ~Log est une distance prin-

cipale si le réel c est bien choisi. Nous pouvons remarquer que si u admet

un moment d’ordre $, il en est de même de la mesure û, image par l’ap-

plication qui à g associe g-’. ‘

Le but de cet exposé est de prouver le théorème suivant :

. Théorème 1 : 
.

Soit u une mesure de probabilité étalée sur Gt (c’est à dire telle que la me-

sure de Radon U = E 1..1 ne soit pas étrangère à une mesure de Haar sur G ).
n&#x3E;o 1

Si Log a n’est pas u-intégrable, la marche aléatoire droite de loi p est de

type I.

Si Log a est u-intégrable, il y a trois possibilités suivant le signe de

a = 1 Log a(g) du(8) 
~

1) a  0 ; alors la marche de loi J.1 est de type I,

2) a &#x3E; 0 ; alors la marche de loi J.1 est de type II si et seulement si

la mesure J.1 admet un moment d’ordre 1 .

3) a = 0 ; alors si u admet un moment d’ordre 2+E , où E est un nombre

arbitrairement petit, la marche de loi J.1 est de type II.

A - PERIODES DES MESURES LIMITES

Définition 2 :

Un élément h de G1 sera dit période d’une mesure de Radon 

Proposition 1 :

Soit p une mesure de probabilité étalée sur G1. Considérons un élément u de

I et une suite d’éléments de G, telle que converge vaguement

vers u .
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Alors, si lim a(2) =.~ ou si lim Ib(g )1 1 = ~ , la mesure v admet pour période
~ ~ 

n ~ n n

tout élément du sous-groupe des translations de Gi
Dans le cas contraire, il existe une sous-suite de la suite (g n nEN
telle que a(g’ ) tende vers 0 dans et b(g’) vers un élément b de R. Alors

n n

la * v admet pour période tout élément du sous-groupe des

homothéties de Gi 
.

La démonstration de cette proposition se base sur le lemme technique suivant’ :

Lemme 1 :

Soit u une mesure de probabilité étalée sur un groupe G(LCD) : De toute suite

d’éléments de G tendant vers ô, on peut extraire une sous-suite telle
-n n£

que pour tout élément g de G et toute fonction f continue à support compact,

la suite Cg g * U(f) converge et cette convergence est. uniforme pour tout g ~

~ 

appartenant à un compact de G .

La preuve de ce lemme repose de manière fondamentale sur l’ étalement de u

bien que pour des raisons qui semblent purement techniques. Nous ne la don-

nerons pas ici Cet (8)*! .

Démonstration de la Proposition 1 :

1j On peut extraire de la suite (IZ_) -r une sous-suite (g’n)nEN obéissant aux
, 

conclusions du lemme 1 et telle que a(g§) + oo (respectivement + oo)
_ 

n gn
si lim (resp. ib(gn)l 1 = oo ).

n n n

. Supposons que a{g’) lorsque n + oo. Pour tout y E R, nous avons
n

et lorsque n -&#x3E; co , la suite h converge vers l’élément neutre e de G..
Comme pour tout f e continue à support compact), la suite

. 

£g~ 9 * U(f) converge uniformément pour g appartenant à un compact, la suite

Egnhn * U(f) converge vers v(f). Or, la suite (1,Y)g,n * U converge vague-
n n ,y gn

ment vers £(1,y) * v . Par suite, * = v(f). D’où l’assertion.

. Supposons que -&#x3E; 00 lorsque n -~ oo . Pour tout y e R, nous pouvons écrire

si f est suffisamment grand "
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. où la suite k converge vers e lorsque n ~ oo . Si f ~ C KIG11, la fonction
Uf(g) = e 

9 
* U(f) est uniformément continue à gauche (cf. Ch.5 Prop.2.1 de

(12)). De ce fait, les suites et Uf(2’k ) ont même limite etng’nkn -nn

il résulte encore du lemme 1 que la suite Uf(g’nk-1n) converge vers v(f). La
mesure V admet donc y pour période.

2) Supposons que ni lim a(g ) = 00, ni lim lb(gn)l = oo. "

n n n n

Nous pouvons alors extraire de cette suite (gn)nEN une sous-suite (g’n)nEN
obéissant aux conclusions du lemme 1 et telle que a(g’n) tende vers 0 dans
R+* et b(g’n) converge vers un élément b de R. Considérons la suite

g" = (a.(g’n),0). Par uniforme continuité à gauche de la fonction Uf, si f ap-

partient à CK[G1] la suite Uf[(1,b)g’n] a même limite que la suite Uf[g’n]

Par suite, * U converge vaguement vers v mesure que nous

noterons v Il découle du lemme 1 que la suite = cg" * U(f). convergen n’O
vers une fonction continue bornée Cette fonction est de plus u-harmonique.

. En effet;

Lorsque n + ~ , le premier terme tend vers ~(g) et le deuxième vers
!’Q(gt)u(dt) d’après le théorème de Lebesgue .
De plus

puisque a(g" n)b(g) tend vers 0 dans R et que Uf est uniformément continue à
gauche.. Par suite, la fonction P définie surlr+* par f 1 Ca) est

une fonction harmonique bornée sur E +* relativement à la mesure a(p) . . Elle

est donc constante d’après le théorème de Choquet-Deny.
Or, comme le groupe R est abélien, nous avons

De ce fait, c( x@0) * = T(x,0; = f(0,0) = V1 et par suite, la
mesure E: (0 -b v admet pour période tout élément du sous-groupe des trans-
lations de G 1 -

Proposition 2 :

Soit p une mesure de probabilité sur Gi et v un élément de Iy.
Si v admet pour période ’tout élément du sous-groupe des translations de G1’
alors v est une mesure de Haar à droite sur G 1*
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Si v admet pour période tout élément du sous-groupe des homothéties de G~,
alors v s’écrit m,8m où m1 est la mesure de Lebesgue sur R+* et m une mesure
sur R telle * m  m ~R étant considéré comme un G,-espace).

Démonstration : .

Tout élément v de I 
il 

est une mesure de Radon V--exces sive (c’est a dire telle

que v * u  V). En effet, pour tout f E C+K[G], nous avons 
’

et d’après le lemme de Fatou, nous obtenons V * v(f).

Si nous supposons de plus que la marche projection sur R de loi
a(¡.1) est transiente, tout élément de l 1.1 est 1J-invariant. En effet, dans ce
cas, l’ensemble îe 9 * u - * est vaguement relativement com-

pact car, pour tout compact K de Gl 9 
°

. 
Le théorème de Lebesgue appliqué à. (*) permet alors de montrer que v * p = B~ .

Lorsque la marche sur E+* est récurrente, on peut montrer par
contre que l’ensemble (e * U * n’est pas vaguement re-

lativement compact ~cf. i3~~. -

. Supposons que v est un élément de admettant pour périodes les translations

de Gi Alors, nous avons

où désigne la translatée de f2 par y .
Par suite, si la fonction f 1 est fixée, nous obtenons une mesure sur R inva-

riante par translation. En conséquence, si m2 désigne la mesure de Lebesgue
sur R, il existe pour tout f 1 e un réel positif X (f1) tel que

L’application de Cée 1 dans P qui à f’1 associe est en fait une mesure

de Radon et il est facile de voir que X * a(p) ~ 1[resp. X * a(p) = XI si

v * v = V) .

Si la marche a (Xn) de loi a (03BC) est transiente, la mesure X est donc a (03BC) -in-

variante. Comme de plus l’ensemble {Ex * À, x e R +*} est vaguement relative-
ment compact, la mesure X est une mesure de Haar (cf. ch.5, Cor. 1-4

de (12)). De ce fait, la mesure v est une mesure de Haar à droite sur G..
Si la marche a(X ) est récurrente, nous savons seulement que X est a(p)-exces-
sive ; mais comme la récurrence de entraîne que les seules mesures
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a(u)-excessives sont les mesures de Haar sur R+*, il est aisé de conclure.
. Supposons que v est un élément de admettant pour périodes les homothéties

de Gi. Alors, nous obtenons

où Txf1 désigne la translatée de f1par x.
En raisonnant comme précédemment, nous en déduisons qu’il existe une mesure

de Radon m sur R telle que si m1 désigne la mesure de Lebesgue sur R+*,
v = m1 x m

Il découle de plus de l’excessivité de v que û * m e m.
En effet, .

Si la marche a(X ) est transiente, la mesure p * m est en fait égale à m,
et de plus, la mesure m est de masse finie car pour tout compact K de 

Corollaire 1 :

Soit p une mesure de probabilité "étalée sur G.. Si g tend vers 5 dans G1 de
manière à ce que a(g) ou 16(g) ( tende vers l’infini, alors E g * U converge
vaguement vers la mesure nulle.

Démonstration : 
’

Elle est immédiate à partir des propositions 1 et 2 , si on remarque que pour

tout élément v de 1., l’ensemble f e9* v, g. E G11 doit être vaguement relati-
vement compact, propriété non vérifiée pour une mesure de Haar à droite non
nulle sur un groupe non unimodulaire.

Il va donc s’agir dorénavant d’étudier les valeurs d’adhérence de

* U,x E R +*} lorsque x tend vers 0.

Proposition 3 :

Soit u une mesure de probabilité étalée sur G1. L’ensemble de mesures
admet au plus une valeur d’adhérence vague lorsque x

tend vers 0 dans R+* .
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Démonstrat ion : -

Elle est peu différente de la démonstration du théorème du renouvellement

dans le cas abélien car la commutativité du sous-groupe ~~x,0~,x E P }
va intervenir de manière fondamentale.

Remarquons tout d’abord que pour tout f E C K [G],

uniformément pour g appartenant à un compact de G1 *
En effet, de toute suite de R+* tendant vers 0, nous pouvons extraire une
sous-suite (x) 8T telle * ~ converge vaguement pour tout

g e G~ et nous savons (cf. Proposition 1) que la fonction

BÇ(g) = lim est u-harmonique constante.

Il en résulte que lim Uf[(x,0)g] - Uf[(x,0)] = 0
x;o 

, 

"

Lorsque x - oo, il découle du corollaire 1 que lim = 0 pour tout

g e G. La convergence uniforme de (**) est alors assurée par le lemme 1.

Supposons donc que l’ensemble (e(x,0) * U,x E R+* ) ait au moins deux valeurs
d’adhérence lorsque x -~ 0. Il existe alors une fonction f e telle que

la fonction ait au moins deux valeurs d’adhérence lorsque x -~ 0.

Soit 0 la plus petite de ces deux valeurs. Notons K le support de f.

Fixons e &#x3E; 0 et considérons la suite (xn)nEN de R+* construite par récurrence
de la façon suivante: 

x n = 1 et pour tout n &#x3E; 0

L~ relation (**) permet d’assurer l’existence d’une telle suite.
Soit hn = f + +...+ T(xn,0)f , où Tgf désigne la translatée à gauche
de f par g [Tgf(g’) = f(gg’).Vg’ £ G1]. 
Le support de hn est contenu dans .U (2013 ,0)K .n 1=0 xi
Nous allons majorer Glisur le support de % et le princ ipe du maximum nous
donnera une majoration sur G. entier.

n 1 
- 

i
Soit donc g E ,U (i xi,0)K. Il existe p tel que g e (1- O)K1=0 . P

Nous avons 1°) Uf[(xp,0)]  ll Uf ll = sup Uf(g’) . .
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par commutativité du sous-groupe . Par suite

et nous avons

Nous en déduisons que

et cette. inégalité est vraie partout.
En particulier nous avons, pour tout x 

et grâce à la commutativité de {(x,Oj,x E RT*}, il en découle que

En faisant tendre n vers l’infini, nous obtenons lim w-0 Uf[(x,0)]  l,

ce qui est contradictoire avec la définition de l

Proposition 4 :
Soit u une mesure de probabilité étalée sur G1. Si l’unique valeur d’adhé-
rence de l’ensemble {e(x@0) * U, x e R+*} est non nulle (ou, ce qui est équi-
valent, si la marche de loi u est de type II ) , il existe une mesure positive m s

R telle que G*1n = m et c’ est de plus la seule mesure à une constante multi-
plicative près telle que u * m s m.

Démonstrat ion :

Comme l’unique valeur d’ adhérence de £(x,o) * U,x E R+*} est du type 
où m est une mesure telle que 03BC * m  m, il existe si I03BC = {0} une telle

mesure m non nulle . Soit (S ) M la marche aléatoire gauche de loi û ;
alors est la chaîne induite sur R de loi D, c’est à dire la chaîne
de Markov d’espace d’états R et de probabilité de transition z(x, . ) = û * Ex,
x E R. Nous allons montrer que cette chaîne b(S ) est récurrente Harris sur
un ensemble absorbant m.;.Plein.
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1

Soit K un compact de E tel que m(K) soit &#x3E; 0. Pour tout compact K 1 de E +*$
nous avons, si y e R,

Or, lorsque

converge vers Par suite, pour tout compact K 1 de R~A , nous
obtenons 

,

Û * e (K) (Produit au sens de G1-espace)
et nous en déduisons en faisant croître K 1 vers . R 

* 

que Û * £ y est infi-
ni pour tout y E R. La chaîne induite .b(S ) est donc m-irréductible et r"-

currente Harris sur un ensemble absorbant F m-plein (cf. Ch.3 cle (12)). Il

en résulte que la mesure m est Û-invariante et que c’est l’unique mesure (à
une constante multiplicative près) portée par F telle que 03BC * m  m. Mais,
il découle de plus de la m-irréductibilité de b(S ) que c’est l’unique mesure

~ 

portée par R ayant cette propriété. 
’

Corollaire 2 : 
_

Soit 1J une loi de probabilité étalée sur G 1 . Tout élément de I03BC est 03BC-invariant.

B) Cas où la marche projection sur R+* est transiente : _

Théorème 2 :

Soit 1.1 une mesure de probabilité étalée sur G 1telle que la marche sur R
de loi a(p) soit transiente.

Alors, si 11 n’admet pas de moment d’ordre 1, la marche droite de loi 1J sur

G1 est de type I.
Supposons que li admette un moment d’ordre 1. Alors, si a est  0, la marche

de loi 1J est de type 1 ; si a est &#x3E; 0, la marche de loi p est de type II.
Dans ce cas, il existe une probabilité m sur fi unique telle que 03BC * m = m
et l’ensemble des valeurs d’adhérences non nulles de {Eg * U, g E G est
la famille de mesures distinctes {1/a E(1,y) * m1xm, y E R} ou m1 désigne
la mesure de Lebesgue sur R

Plus précisément, lorsque g tend vers S de manière à ce que a(g) tende vers
co ou que 1 b (g) 1 tende vers 00, alors E g * U converge vaguement vers 0. Par
contre, si a(g) tend vers 0 et si b(g) reste fixé en y e R, alors

Eg * U converge vaguement vers 1 a £( 1,y) * m1xm. 
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Remarque: 

La connaissance du renouvellement pour la marche transiente sur R+*
de loi a(P) va nous apporter certains renseignements. En particulier si

Log a n’est pas P-intégrable, ou si Log a est V-intégrable avec a  0,

nous savons (cf. Ch.5 Th.3.9 de (12)) que e 
x 

* a(U) converge vaguement vers

0 lorsque x 
. 

~+ 0. Par suite, t g * U converge vaguement vers 0 lorsque a(g) 
-~ 0

Il découle alors du corollaire 1 que dans ce cas la maréhe droite de loi li

est de type I.

Il va donc s’agir d’étudier le cas où Log a est V-intégrable avec
a &#x3E; 0 (le cas a = 0 ne pouvant se produire vu la transience de la marche de

loi a(p) (cf. Ch.3 ex.4.16 de (12)) et de montrer qu’alors l’unique valeur

d’adhérence de l’ensemble * U, x e a+*} est non nulle si et seulement
si Log+b est 03BC-intégrable. Il revient en fait, vu que Log a est 03BC (et 03BC)

intégrable, au même d’étudier la p-intégrabilité de Log+b . 
’

~ 

Lemme 2 : 

Soit p une mesure de probabilité sur Gi « Nous supposons que Log a est
4-intégrable et que a = flog a(g) du(g) est &#x3E; 0. Il existe une mesure de

probabilité m sur R telle que il * m = m si et seulement si Log+b est u-inté-
grable et cette mesure de probabilité est alors unique.

Démonstrat ion :

Si (X’n)nEN désigne la marche aléatoire droite de loi 03BC sur G1, alors
X’n peut s’écrire X’o Y1...Yn oû les variables (Yn)nEN sont indépendantes et
de loi 03BC . Par suite

D’aprés la loi des grands nombres, nous obtenons

et a(X’n) tend Pe p.s. vers 0, puisque a est &#x3E; 0.
n e

De plus, la série de terme général a(X’n-1)b(Yn) est convergente Pe p.s. 
si et seulement si Log+b(g) est 03BC-intégrable. En effet on peut vérifier que

Et de ce fait :
- 1 1- 1 1- -... .


