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MARCHES ALEATOIRES SUR LES GROUPES NON ABELIENS

P. CREPEL , Université de Rennes

L'exposé qui suit a pour but de situer certains résultats récents
relatifs aux marches aléatoires sur les groupes (non abéliens). Nous donne-

rons surtout des références, qui ne prétendent pas &tre complétes.

Notations et Définitions

- G est un groupe localement compact & base dénombrable

- u est une probabilité apériodique sur G (c'est-d-dire telle
que le sous-groupe fermé engendré par le support de u soit
G tout entier)

- On dit qu'une prcbabilité apériodique u sur G est récurrente

13

(resp. transitoire) ssi son potentiel U= 3z "° est infini

nzo
sur tout ouvert (sinon)

- On appelle fonction p-hai .onique toute fonction f telle que

pnxf existe et uxf =7~

Dans ce qui suit, on s'intéresse aux problémes de récurrence, de

renouvellement, aux fonctions harmoniques, selon les définitions suivantes :

Récurrence : G est dit récurrent s'il porte une probabilité apériodique
récurrente
Fonctions G vérifie la propriété de Choquet-Deny si pour toute proba-
harmoniques : bilité apériodique u , les fonctions u-harmoniques bornées

sont constantes (Haar p.s.)

Renouvellement : On dira que G est de type I , si pour toute u transitoire,

(comportement 3a ?la mesure O est le seul point limite de la suite de mesures
i

1'infini du po- ; de Radon Eg ¥ U quand g —A (point & 1'infini du
tentiel dans le compactifié d'Alexandrov)
cas transitoire) On dira que G est de type II, si

1) pour toute probabilité apériodique transitoire,



€g » U a au plus deux points limites dont 1l'un
est O et l'autre est une mesure de Haar
2) il existe une probabilité apériodique telle que

eg#(U ait effectivement deux points limites distincts.

Rappels
Rappelons les résultats classiques suivants : [2é]
Récurrence : md est récurrent ssi d g 2
Fonctions harmonigues : RY vérifie la propriété de Choquet-Deny, pour tout d

Renouvellement : R% (d > 2) est de type I , R est de type II.

En fait ces types de résultats sont &tendus aux groupes abéliens.

Probléme

On se propose d'examiner comment ces résultats s'étendent au cas

des groupes non abéliens.

Pour cela, il est nécessaire d'introduire la notion de croissance
d'un groupe : G est & croissance polyndmiale de degré[ﬁnférieur ou égal é]
d si pour un voisinage V de 1'élément neutre, la suite numérique m(V?)
croit [au plus] comme nd . on dira que G est 3 croissance polyndmiale
s'il existe un d tel que G soit & croissance polyndmiale de degré g 4 .
(m désigne une mesure Haar sur G).
On démontre que cette notion est indépendante du voisinage choisi

et de la mesure de Haar (& gauche ou 3 droite) [16]

Tous les résultats connus confirment les conjectures suivantes

Récurrence : G est récurrent ssi il est 8 croissance polyndmiale de degré g 2
Fonctions harmoniques : G vérifie la propriété de Choquet-Deny ssi il est &

croissance polyndmiale

Renouvellement : G é&tant quelconque et y transitoire, eg % U (quand g>h)

ne peut avoir que 1, 2 ou une infinité de points limites.
Si G est 3 croissance polyndmiale, il est de type I ou II
(de type II si c'est une extension d’un groupe compact

par R ou Z).



Référence des principaux résultats (1iés aux conjectures précédentes)

Récurrence : Nous renvoyons & [9] et [17] ol le point est fait avec
bibliographies (incompldtes)

Fonctions harmoniques :. (1) Les pfincipaux travaux récents sont dus &

H. Furstenberg, R. Azencott [3] Y. Guivarc'h [16]

ol se trouvent des bibliographies ne tenant pas

compte de quelques travaux plus récents : [5]
=, [2]
Renouvellement : Il semble que sur ce sujet les travaux soient moins avancés.

Des résultats sont néanmoins connus sur différents groupes
(non moyennables Di] y groupe affine de R [33]‘ , groupes
nilpotents [}8} et [24] , déplacements de Bd(d;3) [éj] s

groupes unimodulaires vérifiant la propriété de Choquet-

Deny [6] )

Signalons enfin quelques autres références sur des problémes voisins

pour des groupes abéliens ou non :
- fonctions harmoniques positives (non hornées) [10] , [}é} ,[2@] ,[B]
[21], [15]
potentiel récurrent (7]
théordmes quotients [19] ,[1]
- théorémes limites (théorémes centraux limites, lois des grands

nombres...) On trouvera des références par exemple dans

[25] . [26] / E9] /DS]

(1) La plupart des résultats utilisent une hypoth8se d'étalement sur y :
. I1 existe n tel que u‘n soit non singulier par rapport a

une mesure de Haar sur G .
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