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ANALYSE ALGEBRIQUE. 3~

ANALYSE ALGEBRIQUE.

Nouveaux développemens sur les procédés élé-
mentaires qui peuyent servir & déterminer les
valeurs maxicums e minitnums des fonctions

algébriques ;

Par M. Emile Bary, professeur de physique au Collége
royal de Charlemagne.

AN TRV R YA

ON sait que , dans beaucoup de circonstances, il n'est pas né-
cessaire , pour déierminer un maexrimum ou un minimum , de re-
courir 4 la méthode générale que fournit le calcul différentiel pour
traiter ces sories de questions. On trouve dans les Elémens d’al-
gébre el de géoméirie analytique de nombreux exemples de maxi-
mums et de minimums obtenus par des considérations fort sim-
ples qui se résolvent presque toujours dans la proposition suivante :
Une grandeur est reelle ou imaginaire , suicant que de deux autres gran-
deurs dont elle depend, l'une surpasse I'autre ou en est surpassee ; et
lorsque ces deux derniéres sont égales , la premiére est un maximum
ou un minimum. L’application de cette régle , outre que le plus
souvent elle conduit au but d'une maniére fort simple, jouit en-
core du précieux avantage de faire facilement distinguer , dans
le plus grand nombre des cas, le maximum du minimum ; ce a
quoi on ne peut communément parvenir par l'application des mé-
thodes différentielles qu'a l'aide d’un nouveau calcul.

Il me semble , toutefois, qu’on pourrait rendre encore plus

Tom. XXII, n° II, 1.°F qoiit 1831, 6



38 ANALYSE

fréquent 1'emploi des procédés purement algébriques, dans la re-
cherche des maximums et minimums. On metirait ainsi i la por-
tée d'un plus grand nombre de personnes la solution de beau-
coup de problémes curieux de physique et de mécanique. Pour
donner des exemples de cette utile exiension , que réclament les
mathématiques élémentaires , je me propose , dans ce qui va sui-
vre , de traiter diverses questions de maximums et de minimums ,
par de simples considérations d'algébre et de géométrie analytique.

§. L

Maximums e! minimums dans les fonctions dune
seule variable.

1. Je commencerai par les fonctions d’une seule variable x qui,
aprés avoir été multipliées ou divisées par un facteur numérique
connu, peuvent .se présenter sous la forme pat—x" , p élant po-
sitif , m et n entiers et positifs et n<m.

Ecrivons

pr—at=q ;

supposons de plus que la variable 2 et la quaniité ¢ qui en dé-
pend doivent étre positives , et cherchons le mazrimum ou le mi-
nimum dont la fonction ¢ est susceptible, Pour le moment, re-
gardons ¢ comme une quantité connue ; nous aurons 1'équation
trindme du m.*" degré ,

" —pattg=o . @)
Elle pourra étre remplacée par le systéme des deux équations
y=2a" , () y—=pax'"—q . (2)

Imaginons que x et y représentent les distances de points in-
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connus , situés sur un plan, i deux axes rectangulaires tracés sur
ce méme plan ; les équations (1) et (2) caraclériseront respec-
tivement deux paraboles des degrés m et n; et les points d'in-
tersection de ces deux courbes auropt pour abscisses les valeurs
de z qui satisfont & I'équation (A). Il faudrait donc , pour trou-
ver , par une approximation graphique, les racines réelles de 1'é-
quation (A), constraire les courbes (1) et (2); mais, pour al-
teindre notre but, il nous suffit d’avoir une idée de la forme et
de la position de chacune d'elles. D’abord nous pouvons suppo-
ser les nombres m et n premiers entre eux , car, s'ils avaient
un facteur commun , 'équation (A) serait susceplible d’abaisse-
ment , et a I'équation proposée nous subsiituerions une transfor-
mée ou m serait premier avec n, Examinons les trois cas qui
peuvent s’offrir.

Premier cas : m pair et n impair,

La courbe (1) est alors une parabole symélrique par rapport
a 1'axe des y, et située tout entiére au-dessus de l'axe des z ,
comme la parabole quarrée (y=x7). La courbe (2) a une forme
analogue a celle de la parabole cubique (y=px?) ; mais le point
d'inflexion de la parabole (2), au lieu de se confondre avec I'o-
rigine’, est situé sur I'axe des y, au-dessus de 'axe des x, eta
une distance ¢ de ce dernier axe. Toutes les fois qu'on donnera
g , cette cource sera facile a construire, On voit aisément, sans
avoir besoin de tracer une figure , que les portions des deux cour-
bes qui s'élévent dans l'angle des coordonnées positives pourront
se couper en deux points ou se toucher en un seul ou enfin ne
pas se rencontre. La courbe (1) est constante de figure et de
situation ; la figure de la courbe (2) ne dépend que de la quan-
tité connue p ; mais son point d'inflexion s’abaissera, et par con-
séquent sa situation changera 4 mesure qu'on fera croitre ¢. Si,
pour une valeur altribuée a3 ¢, les deux courbes ont deux points
communs, on rapprochera ces deux pointsl'un de I'autre, en aug-
mentant la valeur de ¢. Pour une certaine valeur de ¢ ils coin-
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cideront. Enfin , pour toute valeur plas grande, assignée a ¢, il
n'y aurait plus de rencontre , et x n’aurait aucune valeur réelle.
Donc , pour que l'équation (A) admette deux racines réelles et
positives , ¢ doit &re susceptible d'un maximum , répondant au .
contact des courbes (1) et (2).

Deuxieme cas : m impair et n pair.

La courbe (1) ressemblera a la parabole cubique (y=a?%), et
la courbe (2) a la parabole quarrée (y=px’); seulement le som-
met de la parabole (2) sera situé sur l'axe des y, au-dessous de
I'origine et a une distance ¢ de l'axe des 2. Pour une valeur
convenable de ¢ , les courbes (1) et (2) ( qui se coupent né-
cessairement en un point situé dans l'angle ot les deux coor-
données sont négalives ) se rencontrent en deux points dans I'an-
gle des coordonnées positives. ¢ augmentant , le sommet de la
courbe (2) s'abaissera , et les deux poinis deviendront plus voi-
sins ; enfin il y aura, comme dans le premier cas , coincidence
des deux points, et par conséquent contact des deux courbes ,
lorsque ¢ atteindra sa valeur maximum.

Troisicme cas: m et n tous deux impairs.

On pourrait traiter directement ce troisiéme cas, et arriver a

s

la méme conclusion que pour les deux premiers ; mais il est aisé
sy g !
de ramener le cas dont il s’agit au précédent , en posant r—— ,
zZ
ce qui donne successivement pour l'équation (A)
I

———5——[—(]:0 ,

zm

I
Z"— —Z—z""’"-{- — =0 ;

et I'on voit -que cette dernitre équation ol m est impair et m—n
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pair , est de méme forme que celle qui vient d'étre examinée. (*)
Tout se réduit donc, pour oblenir le maxrimum de la fonction
g, 4 exprimer les conditions analyliques du coutact des courbes
(1) et (2). Les abscisses des points communs & ces deux courbes
doivent évidemment satisfaire i I'équation (A). Pour que ces deux
points se réunissent en un seul, il suffira que leurs abscisses soient
égales , puisque, dans chacune des deux courbes , 3 une abscisse
correspond une seule ordonnée. Ainsi il faut que I'équation (A)
ait deux racines égales. D’aprés les principes connus , sa dérivée

mxmcl_npxn— x=o ,

devra avoir pour plus grand commun diviseur commun avec elle
le facteur du premier degré

mepn 7
x—/;p .
Remplagant donc x dans (A) par sa valeur V %p , on trouvera
. S men ~ )g— m-n _,l_\mg m-n —”,
=l (& (%) P
Tel est le maxrimum de la fonction ¢, et ,m/"—:;p est la valeur

correspondante de la variable 2 (**).

(*) Ces considérations géométriques se simplifieraient si I'on se bornait
aux deux cas de n=1 et de n=m==1, ce qui suffirait pour la plupart des
applications proposees ci-aprés. Si n=1, la courbe (2) se réduit 4 une ligne
droite de direction constante et dont l'ordonnée a lorigine varie avec ¢,
et l'on fera rentrer le cas de n=m=—1 dans celui de n=1, en posant
= —

z B
(*¥) Je n’ai point & discuter iciles équations trindmes de la forme a™ ==
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Observons que la cendition de réalité

& ) 1O 461

peut se transformer en celle-ci
P r
>— 7 ;
-_ . TT *fl—:"_ m-n
|47 40 Z6)

et que si, ¢ élant une quantité donnée , p était une fonction de z

14

™ IRy ., .« o,
de la forme .: , le second membre de cette derniére inégalité
&€

ou égalité serait la valeur minimum de p.
2. Voici les énoncés d'un certain nombre de problémes qui ne
sont que des cas particuliers de celui que je viens de résoudre.

Quel est le maximum de V'ordonnée y, 1.° pour la courbede
X
2423
la courbe ax’—3axy*+y*=0 ; 4.° pour la courbe Tt—axy'+yt=o;

2% 5
14223
De tous les cones droits , a base circulaire , dont la surface

convexe est la méme , quel est celui qui a le plus grand vo-

Descartes x*—3axy +y3=o ; 2.° pourla courbe y = ; 3.° pour

5.° pour la courbe y=

lume ?
De tous les cylindres droits, i base circulaire , qui ont le mé-

pa"—g=o0 ; car, puisqu'elles admettent toujours une racine positive , la va-
leur de leur dernier terme ¢ m’est susceptible ni de mazimum ni de mi-
nimum. :
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me volume , quel est celui dont la surface totale est un maxi-
mum ?

Parmi tous les cylindres droits . & base circulaire , inscripti-
bles 2 un céne droit donné , également & base circulaire , quel
est celui qui a le plus grand volume?

De tous les cOnes ou cylindres droits , & base circulaire , ins-
criptibles 3 une sphére donnée, 1.° quel est celui qui ale plus
grand volume ; 2.° quel est celui qui a la plus grande surface
convexe?

Quel est le maximum des triangles isocéles inscriptibles & un
cercle donné?

Quel est le marimum des segmens paraboliques qu'on obtient
en coupant par des plans un cdne droit limité , a base circulaire ?

Quelle est la fraction dont la puissance n différe le plus de
sa puissance m?

Un point matériel , dont on connait la position sur une droite
donnée , et qui ne peut se mouvoir que sur cette droite, est at-
tiré vers un centre sitaé sur une autre droite donnée, paralléle
a la premiére. En quel point de la second droite ce centre doit-
il étre placé pour que la composante de la force attractive , diri-
gée suivant la premiére droite, soit la plus grande possible ? On
suppose que l'attraction s’exerce, entre les deux points , en rai-
son inverse de la puissance entiére m de la distance qui les sépare.

Ce probléme est applicable a la théorie de 'aimantation quand
on y fait m=2 (¥*).

La question suivante s'offre au physicien , lorsqu’il veut véri-
fier , a I'aide de la balance de torsion, la loi des attractions élec-
trigues (*¥).

(*) Voy. le tome second de la Physigue d’Haiiy.
(**) Voy. le Précis de physique de M. Biot, tom, 1.°", pag. 48/ et 485 ,
su mieux son Traité geénéral | tom. II.
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m étant la force de torsion du fil , pour un angle d'un degré,
¢ Varc initial qui sépare les deux boules, avant qu'on leur ait
communiqué des électricités contraires, are que l'on peut confon-
dre avec sa corde; F étant, pour l'unité de distance, 'attrac-
tion mutuelle des decux boales électrisées ; enfin ¢—a érant arc
que la boule mo'ile a décrit quand 1'équilibre a eu lieu , quelle
est la valeur maximum de F qui peut amener cet équilibre ; et
quelle est la valeur de x qui correspond a cette limite?

On suppose que les distances se comptent suivant les arcs, que
la force de torsion est proportionnelle & I'arc de torsion , et que
les attractions €leciriques sont en raison inverse des quarrés des
distances (¥*).

3. Je vais maintenant résoudre une question de minimum, en
me servant encore de la considération du contact des courbes.

Sur la droite qui joint deux points lumineux, quel est le point
ol la somme des quantités de lumiéres qui en émanent est la
plus petite ? On suppose qu'a I'unité de distance les intensiiés
des deux lumiéres sont & et ¢, et qu'en général ces iuntensités
suivent la raison inverse des quarrés des distances.

Soit a la distance mutuelle des deux points donnés; soit x la
distance du point cherché & l'un d’eux, et soit s la somme des
quantités de lumiére qui doit étre un minimum, et qu'on regar-
dera d'abord comme connue. On a l'équation

@2 (@=—a)?

=s. (A)

(*) Jaurais pu encore placer ici les quesiions qui ont pour objet la di-~
rection la plus avantageuse a4 donner aux ailes d’'un moulin 2 vent ou aux
aubes d’une roue hydraulique. Voyez, a ce sujet , le chapitre des gaz , consi-
sidérés comme moteurs , dans le Traité des machines , de M. Hachette, et P'ar-
ticle aubes, dans la partie mathematique de I'Encyclopédie méthodique.
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on peut lui substituer 'ensemble des équations

b
r=— (1)
.7-:_—5— (a-—cx)3 - (2)

L’équation (1) caractérise une Ayperbole cubique qui a pour asymp-
totes les deux axes , et dont les deux branches sont situées au-
dessus de l'axe des x , 'une i la droite de I'axe des y et l'au-
tre 4 la gauche de cet axe. L'équation (2) appartient 2 une courbe
de méme nature, qui a pour asymptoles une paralléle i 1'axe des
» menée a la droite de l'origine, a une distance @ de cet axe ,
et une paralléle a I'axe des 2, élevée au-dessus de ce dernier axe
d’une quantité s. Les deux branches de cette courbe s'élendent
au-dessous de leur asymptote horizontale, et s'abaissent symé-
triquement par rapport a leur asymptote verticale. Il est évident
que les branches droites des deux courbes se couperont toujours
en un point, et qu'il en sera de méme de leurs branches gauches.
Les abscisses de ces points d’'intersection étant I'une >a et l'au-
tre négative , répondront a des points situés sur les prolongemens
de la ligne qui joint les deux lumiéres. Ainsi, quelle que soit
la somme s, il y aura toujours deux points placés I'un 4 la droite
des deux points lumineux , l'autre & leur gauche, qui recevront
la quantité de lumiére donnée.

Quant a la branche droite de la courbe (1) et a la bran-
che gauche de la courbe (2) , elles se rencontreront en deux
points, si I'ordonnée de la courbe.(2) & l'origine , qui est égale

[ se o . .
3 , a une valeur assez grande pour qu’il y ait intersection.

as——r

a
Si donc cette condition est remplie , il y aura, entre les deux

lumiéres , deux points qui satisferont encore & la question, Mais

- . c . .

si I'on fait décroitre s, et par conséquent s— —, l'intersection
a

Tom. XXII, 7
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pourra se changel‘ en conlact; et, pour toute valeur de s ph}s pe-
tite que celle qui donue naissance a ce contact , les deux kran-
ches dont il s’agit ne se rencontrant plus, il n’existerait , entre
les deux points lumineux , sur la ligne qui les joint, aucun point
qui reguit de leur ensemble uune si faible quantité de lumi¢re. D'on
il suit que , si les deux hyperboles se touchent, la projection de
leur point de contact sur 1'axe des x est le point ou la somme
des intensités des deux lumiéres atleint son minimum.

En désignant par X et ¥ les coordonnées courantes, on trou-
vera facilement pour les équations des tangentes aux deux cour-

bes (1) et (2), au point (x,y),

(a=us)3

2b
Y_‘}’:_},T(X_x) ; Y—y=— (X—x) .
Si les deux courbes se touchent, les équations des langenles qui
leur sont menées par leur point de contact (z,y) doivent étre
indentiques. 1l faut donc que l'on ait

26 2c
ad  (a=—ap ]
ou bicen
( x  \3 b
) =—
a~—x ¢
d'ou

et , par suiic,

Celte valeur est celie de l'abscisse cherchée; et, pour le mini-
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mum de la somme des quantités de lamiéres recues , il vient,

b , .
aprés les réductions ,

3= N3
— (Vo+vy'e)

az

4. Je vais indiquer ici 1'énoncé d'un probléme connu qu'on
pourra traiter par la méthode précédente.

On a deux milieux séparés I'un de l'autre par une surface
plane. La vitesse de la lumiére dans le premier est a sa vitesse
dans le second comme 1 est 4 n. Quelle est la ligne brisée que
la lumiére doit suivre pour se propager dans le temps le plus
court d'un point donné dans le premier milieu 3 un point donné
dans le second? .

On reconnait d’abord , sans calcul, que les rayons incident et
refracte dvivent &ire situés dans le plan mené, par les deux points
donnés , perpendiculairement & la surfice de séparation des deux
milieux. COn trouve ensuite que le temps le plus court corres-
pond au contact de deux hyperboles du second degré, et que la
condition analytique de ce contact peut étre traduite ainsi: Le
sinus de l'angle de refraction doit étre au sinus de langle d'inci-
dence comme n esta 1.C'est la loi fondamentale de la dioptrique.

5. Je choisirai encore, pour exemple , la recherche de la direc-
tion que 'homme doit donner a ses pieds ( supposés réduits a
leurs axes ) pour que laire du trapéze de sustentation soit un
maximum (*).

Soit p la longueur du pied, ou, en d’aulres termes, la longueur
commune des deux c6tés non paralléles du trapéze. Prenons pour
axe des x la droite qui joint les talons , et pour origine des coor-

(*) Voy. la pag. 86 du tom. XXI da présent recueil.
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données rectangulaires l'une des extrémités de cette ligne , sa-
voir : l'extrémité située vers la gauche. Nommons & la distance
connue et constante qui sépare les talons. Pour que le quadrila-
iére de sustentation soit un trapéze , les axes des pieds devront for-
mer des angles égaux avec la ligne a. Il suffit donc de dérermi-
ner la direction de 1'un de ces axes, de I'axe du pied droit,
par exemple , ou, ce qui revient au méme , la position de son
extrémité antérieure M , c'est-a-dire , de la poinfe du pied droit.
Or, ce point M doit se trouver sur une circonférence de cer-
cle dont l'équation est

(—ay4r'=p" ; (1)

cherchons I'équation d'une seconde courbe sur laquelle le point
M doive aussi étre situé, pour que le trapéze soit équivalent a
un carré b’ , que nous supposerons connu. Cette derniére condi-
tion est exprimée par l'équation

xy=>0" ; (2)

donc le point M cherché doit aussi se troaver sur une hyperbole
équilatére , ayant les axes des coordonnées pour asymplotes, et
dont le demi-axe est la diagonale /2 du quarré donné 4°. x et
y devant étre positifs , bornons-nous a considérer celle des deux
branches hyperboliques qui s’étend dans 1’angle des coordonnées
positives. Cette branche pourra successivement couper le cercle
en deux points, le toucher, et enfin ne plus le rencontrer , si,
en partant d'une valeur trés-petite assignée a by », on fait croi-
tre cette diagonale ou 4* de plus en plus, Or, le point M ne
pouvant étre construit qu'autant qu’il est commun au cercle et
a I'hyperbole , on voit que le maximum de b* ou de laire du
trapéze correspond au contact des deux courbes. Les équations
de leurs tangentes sont
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Oy

Y—y——
¥

(X—2) , Fp=—2I(X—2);

pour le point (x, y) de contact des deux courbes, on a

[t —

=g ¥
>

=
ou
Y=z maz . )

eelte équatioon , combinée avec 1’équation (1), donne

2*—ar=p*—(r—a)’ ,

dot l'on tire

ee qui donne

Celle des deux valeurs de x qui répond au signe — du radical

doit é&tre rejetée , si elle est positive , parce qu'elle est plus pe-

tite que @, ce qui, d'aprés l'équation (3), rendrait y imagi-

naire ; et si elle est négative , ce qui a lieu pour a>p, il est

évident qu’'elle doit pareillement étre exclue. Je ne m’arréterai

pas i calculer la valeur de y non plus que celle de I'aire maximum.
Je remarquerai seulement que la forme

3a a 8,2
._.+._V ld
A 4 14 pragit

sous laquelle on peut érrire la valeur convenable de x, indi-
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que visiblement qu'a mesure que la distance @ augmente , = con-
verge vers a; cest-i-dire que, plus les pieds sont éloignés I'un
de l'autre et plus aussi ils doivent s’approcher du parallélisme
pour que l'aire de sustentation soit un maximum. Si a est nul,
on a

r= —\% ;
ce qui prouve qu'alors I'angle des deux pieds doit éire droit.

6. D’aprés ce qui précéde on résoudra , sans difficalié , la
question suivante : _ .

Diviser un nombre @ en deux parlies telles que le produit de
la m*™ puissance de la premiére z par la n.*™ puissance dela
seconde a—x soit un maeximum ?

On trouvera, par la considération du contact d’'une parabole
du m.*" degré avec une hyperbole du n.*™ degré, qu’il faut di-
viser le nombre @ en parties proportionnelles aux exposans des
puissances dont se compose le produit dont il s’agit.

La méthode qui vient d'étre exposée s’applique aussi a la re-
cherche des valeurs maximums ou minimums d’une fonction trans-
cendante d'une seule variable, pourvu qu'op sache meuer des tan-
gentes aux courbes transcendantes dont le contact donne la so-
lution demandée. Je citerai pour exemple cette question :

Quel est le nombre x dont la racine du z.*™ degré est un
maximum ?

On dédait aisément des conditions du contact d’'une logarithmi-
que avec une droite , que le nombre ¢, base du systéme népé-
rien , est celui dont la racine d'un degré égal & ce méme nom-
bre est un maximum.

7. Il me reste a2 montrer , par un exemple , comment on pour-
rait opérer sur une fonction qui serait a la fois susceptible d'un
maximum et d'un minimum.

Je prendrai I'expression
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1—ar—bx*—cx? ,

que je regarderai comme l'ordonnée y d'une courbe rapportée i
des axes recltangulaires, Soit donc

y=1—ax--ba’—cx? . )

Je supposerai que l'on sache trouver 1'équation d'une tangente &
cetie courbe. Cette équation est

Y—y=(=a+2br—3cz’)(X—x) . (B)

, .dans I'équation (A), l'on fait décroitre x depuis 0 jusqu'a
—o , y augmentera progressivement depuis 1 jusqu’a -0, Si
I'on donne ensuite 3 z des valeurs positives toujours croissantes
a partir de 0, y diminuera d’abord , et pourra devenir nul pour
une seule valeur ou pour trois valeurs différentes attribuées a x,
suivant que l’équation :

1—axr+bx*—cr’=0 , ©

qui ne peut avoir de racines négatives , aura une seule racine
réelle ou en aura trois. Enfin, pour des valeurs de = plus gran-

. T b . N . LY
des, i la fois , que™ et que —, et qui croitront jusqu'a o,
a Cc

_y sera tou)ours ncg'mve et décroitra ]usqua —0 . On voit qu il
arrivera de deux choses 1'une, lorsqu’on fera passer x par tous
les états de grandeur compris enire —x et +-2 ; ou y décroi-
tra continuellement de 4+« a —w , auquel cas il n'admettrait
ni maximum ni minimum , ou y, aprés avoir diminué de plus en
plus, depuis -0 jusqu'a une certaine limite y, , augmentera de-
puis . jusqu'a une seconde limite y,, a partir de laquelle il di-
minuera indéfiniment; ce qui donnera lieu & un mimmum y, ,
et a un maximum y,. Dans le premier cas, la courbe (A) ne
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couperait qu'en un point l'axe des z et toute droite paralldle 3
cet axe. Dans le second cas , elle pourrait rencontrer , ea trois
points, un certain nombre de droites paralléles a4 cet axe; er,
parmi ces droites , il y en aurait deux pour chacune desquelles
deux des trois points d'intersection avec la courbe se confondraient
en un seul. Ces deux sécanies limites toucheraient évidemment la
courbe , 'une au point dont l'ordounée serait y,, et I'auire au
point dont l'ordonnée serait y, (*). Par conséquent, si, i 'aide
de l'équation (B), l'on obtient les abscisses x,, x, des deux
points de la courbe pour lesquels la tangente est paralléle a I'axe
des x, il est clair que les ordonnées y, et y, de ces poinis se-
ront 'une minimum et 'avtre marimum , entre les ordonnées voi-
sines ; et de plus que l'ordonnée minimun y, répondra i la plus
petite des deux abscisses trouvées,

"Posons donc

—a+2bxr—3cx*=0 ,

ou
3ecx*—2bxr+a—=o ;

11 en résultera

b—yp =3
= ______30‘_& .

b4V bo—m3ac .
LI A
3¢

xI:

(*) Cette derniére condition ne serait pas rigoureuse si les points , dont
les coordonnées sont des maximums ou des minimums, pouvaient &tre , pour
la courbe, des points de rebroussemens; mais on reconnait que cette circons-
tance ne saurait se présenter ici, en ce que la quantité —g--202—3cx?,
c’est-dire , la tangente tabulaire de Tangle que fait avec l'axe des x une
droite qui touche la courbe (A) ne peut devenir infinie pour dcs valeurs
finies données a . ;
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si 'on a 6°>3ac, les quantités x, et x, seront réclles et posi-
tives. Substituées successivement a x , dans 'équation (A), elles
donuneroat le minimum y, et le maximum y,. Remarquons, en
passant, que la courbe (A) s'abaissant d’abord a la droite de I'axe
des y, et se relevantensuite pour s'abaisser encore, et cette fois
jusqu’a l'infini , il résulte de cette ondulation que 12 courbe cou-
pera l'axe des x en trois points, si y, est négatif et », posilif ,
et ne le coupera qu'en un point, si y, et y, sont de méme
signe. Ayant donc calculé les expressions de y, et y, , si l'on
écrit y, <o et ¥, >0, on aura ainsi les conditions nécessaires
pour que l'équation (C) ait ses trois racines réelles.

Si l'on a b*<3ac, les valeurs de x, et de x, seront imaginai-
res ; aucune langenie ne sera paralléle 3 I'axe des z, et, par
conséquent , Ja fonction ue sera susceptible ni de maximum ni
de minimum. Ou peut observer que, dans celte hypothése , la
courbe n'ondu/ant pas , ne rencontrera I'axe des 2 qu'en un point,
d’ou il suit que 'équation (C) aura nécessairement deux racines
1maginaires,

Dans le cas trés-particulier de *=3cc , il vient

L3

2702

ry=r,— — , V=), =1—

3¢

Le calcul nous apprend qu'alors 1'ordonnée minimum et l'ordon-

née maximum se confondent. Il est aisé de voir que l'ordonnée
b3

est plus petite que celles qui s'élévent a sa gauche, et

1—-
27c?
plus grande que celles qui sont situées & sa droite. Ainsi, &
proprement parler , cette ordonnée n’est ni un meaeximum ni un
minimum  Seulement le point (x,)) est, pour la courbe (A),
un point d'inflexion. Silon prend ce point pour origine , c’est-a-
dire , si l'on pose dauns l'équation (A)
Tom. XXII, 8
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1A

2 753

b
an::221+--§;- v y=Y41—

la transformée se réduit a )
Y=—cX? H

équation qui appartient & la plus simple de toutes les paraboles
cubiques. Quant a l'équation (C) elle a, dans ce cas, deux ra-
cines imaginaires, a moins quon ait, en méme temps,

b3
I— =0 ;

27c2

ce qui rendrait les trois racines égales entre elles, comme on
peut d’ailleurs le constater par la forme

(I—‘x‘},;)3=0 3

sous laquelle on peut alors présenter cette équation,
- On étendrait aisément le méme mode de discussion a la fone-
tion :

14+ar4-ba*+cxd .

Elle admet aussi un minimum et un maximum si 'on a b*>3ac;
seulement les valeurs de &, qui leur correspondent, sont toutes
deux négatives.

8. On peut appliquer les solutions du précédent numéro aux
formules que M. Biot a construites pour les dilatations absolues
de l'eau et de l'alcohol , d'aprés les expériences de Decluc , de
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Gilpius et de Blagden. M. Biot a trouvé , pour I'eau distillée (¥) ,

y=1==0,000054878x}0,000010139522=0,000000027823 ;

1 étant le volume d'une masse constante d'eau distillée a o°,
c’est-a-dire, a la température de la fusion de la glace , et » dé-
signant son volume a 2° de Réaumur. Cette formule n’est exacte
que pour des valeurs de x comprises entre o et 8o. On Irouvera
pour les valeurs de x, et de x, , correspondant l'un au mimimum

de y, l'autre & son maximum ,
x,=2°736 , r,=246°882 .

La valeur de x, dépassant de beaucoup les limites entre lesquelles
il est permis de compter sur I'exactitude de la formule, on n'en
saurait conclure l'existence d'un maximum effeciif pour le vo-
lume de I'eau ; de sorte que cetle valeur est étrangére a la ques-
tion de physique qui nous occupe; mais il n'en est pas de méme
de la valeur de x, qui, réduite en degrés centésimaux, revient a
3°.42 température i laquelle répond un minimum effectif de vo-
lume et conséquemment un maximum de densite. -

Pour une masse donnée d'alcohol , I'expression du volume a z°
est de la forme

=1 tar+bri+cx? ,

du moins entre o et 80°, Mais ici le maximum et le minimum
de y ne pouvant avoir lieu que pour des valeurs négatives de =,
il s’ensuit qu’entre les limites o et 80°, la densité de 1'alcohol
n'a point de maximum.

“(*) VYoy. son Traité de physique , tom. I , pag. 234.
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9. La méthode suivie dans le numéro 7 peut étre aisément
généralisée (*). Quelle que soit la fonction proposée dune va-
riable x, on regardera cette fonction comme l'ordonnée » d’une
courbe. On cherchera les abscisses x, , =, , x,, ..... des points
de cette courbe pour lesquels la tangente est paralléle a Paxe
des z. Chacune de ces abscisses x, , x,, #;, +...... répondra
generalement & un maximum ou A un minimum Pis Vs Yyraenns
de l'ordonnée 5, et, pour distinguer le maximum da minimum , -
on discutera la forme de la courbe , principalement dansle voi-
sinage des points (2,,72,) , (X, ,7:) 5 (T;,0,) s ceeeee

Mais , si la fonction proposée est un peu compliquée , 1l sera
souvent plus simple de considérer d'abord sa valeur comme une
quantité counnue ¢, ainsi que je l'ai fait précédemment, d’éga-
ler ensuite & une ordonnée y soit une partie soit un facteur de
cette fonction, et enfin de chercher les conditions analytiques du
contact des deux courbes dont on aura formé les équations.

10. On peut encore , dans un grand nombre de cas, déter-
miner des maximums ou des minimums en se renferman! dans des
coensidérations purement algébrique. Soit demandé, par exemple ,
le maximum d’une fonction ¢ de la forme px— x%, ce qui con-

duit 3 l'équation
LbmepX+qg=0 ; (A)

voici comment cn parviendra a la condition de réalité pour deux
de ses racines, condition qui fourvira le marimum de q.

“(*) Cette méthode n'est que la traduction géométrique du procédé que le
calcal différentiel prescrit pour la recherche des maximums et des minimums.
Eun effet , elle conduit immédiatement a égaler a zéro la dérivée de la fonc~
tion proposée , puisque ceclte fonction , dtant I'ordonnée d'une couarbe rap-
portée a dcux axes rectangulaires , a pour dérivée la tangente tabulaire de
angle que fait avec l'axe des » une droite qai toache cettc courbe.
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Si, dans (A), on change x en —x , la transformée
xt+pr+g=o0 ,
n'aura pas de racines positives ; donc la proposée (A) ne peut
admetire de racines négatives, De plus , I'équation (A) étant pri-
vée de second terme, la somme de ses racines est nulle. Il faut
donc que (A) ait tout au moins deux racines imaginaires, et que
celles-ci soient de la forme —a+bp =1 , —a—by/ ;. D'ou il

résulte que le premier membre de (A) doit étre divisible par un
facteur du second degré de la forme

2 2arfa’+b* .
En effectuant la division , on trouve pour quotient
2*—20x-+38°—b" ,

et pour reste

{4a(b’—a*)—pla+ (g—3a¢+b*(b*—2a*)}

Ce reste devant étre nul, quelque valeur qu'on donne a x , ona
4a(b>—a")—p=o0 ,
g—3at+-b*(b’—2a*)=0 ;

ou
p=Aha(b’—a*) , g=3ai—b*(b’—2a’) ;
et , pour obtenir les deux autres raéines de (A), il faut poser

r—2ar—+3a’—b’=0 .
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Ecrivons la condition nécessaire pour que ces deux racines soient’

réelles. Cette condition est
az_z-_3“’—b' . ou b’zza’ . (1)

Si I'une ou l'autre relation a lieu, nous en conclurons , d’aprés
les valeurs obtenues pour P etg,

plhaza—at), ow  pZiat,  (3)
:3a‘ . ‘ 3)

Réciproquement , si les relations (2) et (3) existent, elles en-
traineront la relation (1). Or, a, p, ¢ étant des quantilés posi-
tives , nous pouvons tirer de (2) et (3) les inégalilés ou égalités

4
QE
3
a" ; (%) H
multiplions-les , membre 4 membre, et il vicndra

(57230

4
<arr\*
"=3\4) ’

ce qu'il fallait trouver, et ce qu'on peut d'ailleurs déduire de la

ou
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limite générale trouvée pour ¢ dans le numéro 1.7, eny faisant

m=4 et n=1.

§. 1L

Maximums e/ minimums dans les fonctions de plusieurs
variables.

11. Dans la recherche des maximums et minimums des fonc-
tions de deux variables , on peut aussi s’appayer sur des consi-
dérations géoméiriques. Les marimums et les minimums de ces
fonctions correspondent au contact de deux surfaces, dont l'une
est constante de forme et de position , tandis que l'autre varie
sous I'un ou sous l'autre de ces deux rapports , ou méme sous
les deux a la fois. Je choisirai pour exemple cette question: )

Diviser un nombre en trois parties , telles que la somme de leurs
racines quarrées soit un maximum ?

Représentons le nombre donné par 34*, et deux de ses par-
ties par z’ et »*, la troisi¢tme partie sera 3a°—z*—»*. Nommons
m la somme qui doit éire an maximum , et que d'abord nous
supposons donnée. L’'équation du probléme est

spby T TREm . (8)
Elle pourra étre remplacée par ces deux-ci |
=2ty (0
24y +(z—m)'=3a" . (2)
Regardons x, y, z comme les distances de points inconnus a

trois axes rectangulaires. L'équation (1) est celle d'un plan qui
passe par l'origine , et dont les 1traces sur les plans des a3 et des
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2z divisent en-deux parties égales les angles des axes qui déter-
minent ces plans. L’équation (2) caraciérise une sphére dont le
rayon est ay/3 , et doat le centre est situé sur 'axe des z, au-
dessus de lorigine, et i unec distance m du plan des xy. Tant
que m aura une valeur assez petite pour que le plan coupe la
sphére , la question sera résolue par les x et les y de tous les
points de la circonférence d’intersection. Si l'on augmente m de
plus en plus, ce qui revient & élever progressivement le cen-
tre de la sphére , le cercle, d'intersection diminuera de plus en
plus et finira par se réduire a un seul point, c'est-a-dire que
le plan deviendra tangent & la sphére ; le contact aura evidem-
ment lieu pour la valeur maximum de m. Il nous reste donc a
déterminer m de telle sorte que le plan (1) touche la sphére (2).
L’équation du plan tangent & la sphére au point (x,y, 2)
est

2 X+ y¥V+(Z—m)(z—m)=3a" ;

ou bien

Z=—" x4+ L ¥vim— St .

me=z m=z m==:z

Pour le point (r,y, z) cette équation doit éire identique avee
I'équation

Z=X4-Y ;

il faut donc que I'on ait

-
équations qui, réunies a l'équation (2) , nous font connaitre =,
7, & et m. Il vient
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y=a , T=a , m=23a ;

ainsi le nombre 3a4® doit étre divisé en trois parties égales pour
que la somme des racines quarrées de ses parlies soit un maxi-
mum , lequel est égal i 3a.

12. Il serait facile de généraliser 'exposition de cette méthode ,
mais la discussion des surfaces étant plus difficile que celle des
courbes, on congoit que, pour trouver le maximum ou le mi-
nimum d'une fonction de deux variables indépendantes , 'em-
ploi des considérations purement algébriques est souvent plus avan-
tageux; il est d'ailleurs évidemment nécessaire 3 1'égard des fonc-
tions de plus de deux variables. Des principes trés-simples d’al-
geébre vont nous fournir une seconde solution da précédent pro-
blé¢me.

Résolvons I'équation (A) par rapport 3 x, comme si nous
connaissions » et m. Nous trouverons

me=y

"’_“—: V —mit2ym=—3y:4-64a° ;

2

ou , en décomposant le polynome soumis au radical en deux fac-
teurs du premier degré, par rapport a m, ,

r=""Tt1 V (r—m+¥ ba—ay’)(m—y+V/ ba*—25") -

2

Le second factear du produit qui est sous le radical est toujours
positif , puisque m est nécessairement plus grand que y; donc,
pour que la valeur de & soit réelle, il est nécessaire et il suffit
que nous ayons

Tom. XXII. 9
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m<

—

I+ 6ar—zy ;

donc aussi le second membre de cette relation est la valeur maxi-
mum de m exprimée en fonction de y ; et si nous posons

m=y— } bag:=2y* , (B)
il reste, pour la valeur correspondante de z,

m—y
P .

2

Regardons maintenant , dans 'équation (B), » comme fonction
de m , et, résolvant cette équation par rapport 3 », cherchons
la limite que m ne doit pas dépasser pour que y soit réel. 1l

vient

m
]’:-‘?T"i'% ‘/2(9az—m:) .
NO“S VOYOHS que ]' sera réel tant qllﬁ nous aurons
mi3a =

par conséquent 3@ est le maximum de m; ce qui réduit I'équa-
tion résolue a

y=a .
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La substitution des valeurs de m et de », dans celle dex, donne
ensuile

T—=a .

Ce qui est exactement conforme a ce que nous avions obtenu plus
haut.

13. Ce procédé s’applique aisément a toule fonction de plusicurs
variables , lorsqu’elle est du second degré. Il se simplifie toutes
les fois que la fonction n’entre qu'd une seule puissance sous le
radical qui fait partie de la valeur de la variable par rapport a
laquelle on a résolu 1'équation du probléme. Cetle particularité
se rencontre dans la question qui suit :

Trouver un point M, tel que la somme des quarrés de ses dis-
tances a trois points donnés A, B, C, soit la moindre pos-
sible?

" On voit d'abord, sans calcul , que, si l'on congoit un point
quelconque situé hors du plan des trois points A, B, C, et
qu'on projette ce point sur ce plan, les distances respectives du
point pris dans I'espace aux trois points donnés seront plus gran-
des que les distances correspondantes de sa projection aux trois
mémes points. C'est donc sur le plan déterminé par ces trois
points qu'il faut chercher le point demandé.

Plagons au point A Torigine des coordonnées rectangulaires ,
et faisons passer I'axe des z par le point B. Les ecoordonnées
du point A seront o, o; celles du point B seront 2/, o ; celles
-du point C seront 2/, y”/ , et nous désignerons par z, y celles
du point m. Soit s° la somme dont le minimum est inconnu;
nous avons a traiter l'équation



64 ANALYSE
&)+ (2=2) )+ (=2 )+ (=) =5,
ou bien
3yt 2y /Y4300 — 2(X A T YA B - T ey =5 (A)
Cette équation , résolue par rapport i y , devient

4y”
y= T -+ -;- Vv 3[s?m3 a2 42(a/F 2" )z 2/ ] —2 112

L’inconnue s® n'entrant qu'a la premiére puissance sous le radical,
la condition de réalité de y nous donne immédiatement, pour le
minimum de s*, sans qu'il y ait de transformation a opérer,

s=32"—2(2' + 2 )x+ 2?2/ =}y . (B)

Dans le cas de ce minimum , les deux valeurs de y se réduisent

a “%l- Tirant ensuite de (B) la valeur de z, il vient

-zt '
T = 3V 3s—maimayiaalali—aylt .

3

En raisonnant comme plus haut (12), nous trouverons, pour le
minimum définitif de s*,

P _;_ (x/’ -z _x/x//_l_)f//i) ;

P . ,
et la valeur correspondante de z est -,:x . Le point trouvé
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!/ N . .. ..
( -;-x ; —;—) est évidemment le centre de grayité de l'aire du

triangle ABC. Donc , etc.

Pour vérifier ce résultat , soient x, » les coordonnées d'un
point quelconque M’ , pris dans le plan des irois points A, B,
C. Soit s* la somme des quarrés des distances du point M’ a ces
trois points. Si, de la valear s”, donnée par le premier membre
de l'équation (A) , nous retranchons la valeur finale obtenue pour
s* , nous aurons, toutes réduclions faites ,

2

WA "
n_ g3 (e ® ) N
§t=s ( 3 -+3 (f 3 ‘

Cette différence, qui est égale au triple quarré de la distance du
point M’ au centre de gravité M du triangle ABC, est toujours
positive ; donc la sommme des quarrés des distances de ce dernier
point aux lrois sommets du triangle est moindre que la somme
des quarrés des distances de tout autre point aux mémes som-
mels.

14. On pourra chercher pareillement un point tel que la somme
des quarrés de ses distances & quatre points donnés dans I'espace
soit un minimum.

On trouvera , par la méthode précédente , que ce point est le
centre de gravité du tétraédre qui aurait pour sommels les qua-
tre points donnés ; et l'on constatera sans peine, que l'excés de
la somme des quarrés des distances d'un point quelconque aux
quatre sommets du tétraddre, sur la somme des quarrés des dis-
tances du cenire de gravité de ce tétradédre a ces mémes som-
mels , est égal & quatre fois le quarré de la distance du premier
point au second. ’

On résoudra avec la méme facilité plusieurs problémes que je
vais énoncer :
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Diviser un nombre en trois parties dont le produit soit un
maximum ?

Diviser un nombre en irois parties telles que la somme des pro-
duits de ces parties , deux a deux , soit un maximum ?

Diviser un nombre en trois parties telles que la somme de leurs
quarrés soit un minimum ?

Trouver le minimum de 'expression &’2*+b'y*4-cv+dy—+e?

Déterminer la position et la longueur de la plus courte dis-
tance entre deux droites non comprises dans un méme plan? Le
calcul est fort simple lorsqu'on prend une de ces droites pour
I'un des trois axes des coordonnées.

15. Dans les deux derniéres solutions que je viens de donner
(12) et (13), je n'ai fait qu'étendre , aux maximums et méinimums
des fonctions de plusieurs variables, les principes exposés dans les
Traités d'algébre , pour les fonctions d’une variable qui ne sor-
tent pas du second degré. Quand la nature de la question ou le
choix des inconnues conduit & une équation d'un degré supérieur
au second, il est possible, si cette équation est incompléte, que
les conditions de réalité , établies au commencement du présent
mémoire , deviennent applicables.

Soit proposée , par exemple , la question du maximum de sur-
face, parmi tous les triangles isopérimétres.

Le périmétre constant érant représenté par 2p , et les trois c6-
tés par @, b, ¢, on saiL que l'expression de l'aire du triangle est

V=== -

Nous serions entrainés dans des calculs trop compliqués, si nous
prenions pour inconnues deux des cdtés du triangle demandé. Ap-
pelons 22 la somme de ces cOtés , et 2y leur différeace; les lon-
gueurs des trois cOlés seront 4y, Xr—y et 2(p—x) ; et nous aurons
pour l'aire s* du triangle,



ALGEBRIQUE, 67

V i(p=a—y)p—atr)2z—p) =5

eu bien

V plp—ay—r(aa—p)=5" ; ()

d’ou nous tirerons

A

La quantiié écrite sous le radical devant éire positive ou au moins
nulle pour que y soit réel , nous en conclurons aisément, pour

le maximum de s*,
st=p(p—2z)* (22—p) ; (B)

d’ol il suit guey doit éire égal i zéro ; ce que nous aurions pu
d'ailleurs déduire de 1'équation (A) sans éire obligés de la ré-
soudre , d’aprés la maniére dont »* entre dans la valeur de 5.
Nous voyons donc déja que le triangle doit étre isocéle. Regar-
dons présentement p—x comme inconnue. L'équation (B) peut se
mettre sous la forme

$=p(p—2) lp—2(p—2)] ;
ou sous celle-ci
2 s sé
(p—z)*— —:— (p—x)*+ > —°"

La condition générale de réalité obtenue pour deux racines de
I'équation trinome considérée au commencement de ce mémoire
devient , dans le cas actuel ,

st & 4 ﬁ
ap =27 8
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Nous en tirons, pour le mazximum des*,

] ﬂ/_s._
9

et pour la valeur correspondante de p—z,

p—r=7%5 .

et conséquemment

donc enfin le maximum demandé est le triangle équilatéral.

16. Le probléme déja énoncé (14) , diviser un nombre en trois
parties dont le produit soit un maximum , admet une solution
semblable i celle qu'on vient de voir , lorsqu’on prend pour in-
connues la somme des deux parties et leur différence.

On suivra la méme marche pour arriver au maximum de la

fonction

ax’-——x‘-—_y‘—b’y’ -

Enfin j'indiquerai , pour dernier exemple, la détermination du
maximum de la fonction

syxt—axi-2ayi—18y° ,
on trouvera pour ce maximum

29 & -
55 !

et pour les valeurs correspondantes des variables,

4
r=ca, y==a .



