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Note sur quelques problémes proposés dans les
Annales;

Extraite d'une lettre au REDpACTEUR

2 33
Par M.
AR LVILVAMTVIYT VANV WARIANS

LA démonsiration donnée par M. Lenthéric, & la pag. 379 du
XX.m¢ yolume des Annales, de la divisibilité par soixante du pro-
duit des trois cdtés de tout triangle rectangle, en nombres entiers,
semble réclamer un léger complément au défaut duquel elle man-

querait de généralité. Il est trés-vrai que tout triangle dont les
trois cOlés sont

m’4-n* m'—n® amn

est rectangle , quels que puissent étre les deux nombres entiers m
et n; mais comme tout triangle semblable d un triangle rectangle est

rectangle lui-méme, il s'ensuit que le triangle dont les trois cbiés
sont

y(m'4n*) W(m*—n?) , 2 mn

sera également rectangle, quels que soient les trois nombres en-
tiers m, n, 4, qu'on peut bien prendre tels que le second rian-
gle ne puisse pas rentrer dans la premiére forme ; comme il ar-
rive, par exemple, en prenant m=2, n=1, A=3; d’ou résulte
un triangle dont les trois cdtés sont 15, 9, 12. Mais, comme le
produit des trois cdtés du second triangle n'esl autre que le pro-
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duit des trois cbiés du premier , maltiplié par le facteur 2*, il

A .

s'ensuit que, si le produit des treis cdiés du premier est divisi-
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ble par soirvante , le produit des irois c6iés du second le sera a
plus forte raison , de sorte que le raisonnement de M. Lenthéric
s'applique a celui-ci comme a lautre.

Du reste, dans un intéressant mémoire faisant partie du tom. V.®
des Anciens mémoires de I Academie royale des sciences ( 1666—1699g) ,
Frenicle s'était déja occupé de ce sujet. Il avait remarqué que,
lorsque les trois cdiés d'un triangle rectangle , en nombres entiers,
ne sont pas premiers entre eux , en les divisant par leur plus grand
commun diviseur, on obtient pour quoiiens les trois cdtés de ce qu'il
appelle le triangle reciangle primitif qui rentre nécessairement dans
la premidre des deux formes ci-dessus.

En classant les nombres, suivant leurs formes diverses, comme
le fait Euler , en plusieurs endroils, et notamment dans son A/-
gebre (tom. I, chap. 6 et tom. II, chap. 5) (*). Frenicle

(*) Ceci me rappelle que, dans les (Tuores de Leibnitz , que je w’ai pas
présentement sous la main , on rencontre une leitre de cet illustre géome-
tre w I'un de ses amis , od il s'exprime & peu prés en ces terines : « Je viens
» de découvrir une propriété fort singuliére des nombres premiers plas grands
» que freis. Elle consisie en ce gue ces nombres , augmentés ou diminués
» d’'une unité , deviennent ndécesszirement divisibles par siz. Bien que je
» n’ai pu me démontrer celie propriéié , je I'ai vérifide sur tant de nombres
» premiers, que je ne fais aucun doute de sa généralité. Il est sculement
» ficheux que des mombres qai ne sont pas premicrs la partagent avee ceax
» quile sont; car autrcment on aurait 14 un moyen bien simple de distin-
» guer les nombres qui sont premiers de ceux qui ne le sont pas » Il est
vraiment surprenant qa’un homme de la force de Leibnitz n'ait pas apercu ,
sur-le-champ , que tout nombre entier cst de l'une des qaatre forives 6n,
6=

sont nccessairement des nombres de la seconde forme , qui deviennent tous

, 6bndz2, 6,223 et que les nombres premiers plas grands que 3

divisibles par 6 en lear ajoatant ou en leur retranchant une unité.
J. D. G.
Tom. XXI. 13
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avait aussi reconnu que , dans tout triangle rectangle, en nombres
entiers , 1.° I'un des cdtésde 'angle droit doit éire divisible par 4 ;
2.° 'un des cdtés de l'angle droit doit étre aussi divisible par 3;
enfin , I'un des trois ¢6tés doit étre divisible par 5. Or, les trois
nombres 3, 4, 5 élant premiers entre eux , il en résulte évidem-
ment que le produit des trois c6tés doit étre diyisible par leur pro-
duit , c'est-a-dire, par 6o.

Peut-éire 3 I'heure qu'il est aurez-vous déjd recu, Monsieur ;
quelque solution directe, bien élégante , des deux premiers pro-
blémes de la page 315 de votre XX.™ volume (¥); et jarrive-
rai, sans doute, trop tard pour faire remarquer que ces deux pro-
bl¢mes se raménent fort simplement a un autre probléme traité
par Newlon , dans son Arithmetique universelle ( édit. de Leyde ,
1732, pag. 84 ) , probleme passé présentement dans les traités
élémentaires , notamment dans la Géomeétrie analytique de M, Le-
febure, et dont voici 'énoncé :

Connaissant les longueurs des cordes de trois arcs d'un méme cer-
cle qui réunis composent la morli¢ de sa circonference , determiner le
diamétre de ce cercle ?

Voici comment on en déduit la solution de ces deux problémes :

1.° Soient O le centre du cercle circonscrit a un triangle ABC
soient OA/, OB/, OC/ les perpendiculaires abaissées respectivement
de ce centre sur les directions BC, CA, AB, de ces trois cOtés ;
el supposons que ces perpendiculaires étant seules données , il soit
question d’assigner la grandeur du rayon du cercle circonscrit.

Concevons que , sur les rayons OA, OB, OC, pris tour a tour
pour diamétres, on décrive trois cercles ; ces cercles se couperont
évidemment deux i deux aux trois points A/, B/, C/. Alors OA/,
OB/, OC’' deviendront des cordes d'arcs de ces cercles, mesurant

(*) Voy. la pag. 65.
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des angles respectivement doubles des angles OBA/, OCB/, OAC/,
c’est-a-dire , mesurant respeclivement les angles B, C, A du trian-
gle dont il s’agit. Puis donc que ces trois angles sont mesurés par
une demi-circonférence , il s'ensuit que les trois droites OA’, OB/,
OC, portées consécutivement comme cordes sur 1'une de nos trois
circonférences , se trouveront en embrasser la moitié. Ainsi, le rayon
du cercle cherché est le diamétre d'un cercle dans la moitié duquel
peuvent étre inscrites les irois longueurs données. On pourra donc,
par le probléme de Newton, assigner la longueur du rayon du cer-
cle circonscrit au triangle dont il sagit ; et dés lors la détermi-
nation des longueurs de ses cbtés n'offrira plus aucune difficulté.

2.° Soit, en second lieu, O le centre du cercle inscrit 3 un
triangle ABC ; soient données les trois longueurs OA, OB, OC,
et qu’il soit question de déterminer le rayon du cercle.

Soient A/, B/, C/ les points de contact respectifs de ce cercle
avec les c6tés BC, CA, AB du triangle ; soient menées B/C/,
C’A’, A/B/, coupant respectivement OA, OB, OC, en A/, B”,
C/’. Si, sur OA/, OB/, OC/, pris tour i tour pour diamétres, on
décrit trois cercles, ces cercles se couperont deux a denx aux
points A/, B” , C”; et OA”, OB”, OC/ seront les longueurs
de trois cordes de l'un d’eux , dont les arcs composeront entre
eux la moitié de sa circonférence.

Cela posé , soient fails

OA=a , OB=b, OC=¢, OA'=0B'=0C'=r ;

,.

il en résultera

OA”— OB _

—_— 9

OA a ~ OB

or, puisque les trois cordes
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sont inscriptibles & un demi-cercle dont le diaméire est r, les
trois cordes

. r?
A— , A=, k=,
b c

doivent éire inscriptibles , quel que soit 4 , 3 un demi-cercle ayant

. k2 .
Jr pour diamétre. Prenant donc )= —, £ élant une longueur ar-
r

bitraire , nous pouvons dire gue les trois cordes de longueur connue

. . . k2
sont inseriptibles 2 un demi-cercle dont le-diaméire est — . Ayant
r

donc déterminé, par le probléme de Newton, ce diamétre d, nous
ke ha

N

aurons d= — ; d'ou r=—; mous aurons donc, de la sorte, le
r

rayou du cercle inscrit au triangle dont il s’agit, et dés lors la
détermination de la longueur de ses c6tés n'offrira plus de difficulté.

Rennes , le 25 juin 1830.

il




