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GÉOMÉTRIE DE SITUATION.
Démonstration de quelques théorèmes sur les

lignes et surfaces algébriques de tous les

ordres;

Par M. BOBILLIER, professeur à l’Ecole des arts et médera
de Châlons-sur-Marne.

LIGNES ET SURFACES DE TOUS LES ORDRES.

EN désignant généralement par f,(x, y) , une fonction rationnelle,
entière et homogène de n dimensions er~ x et y y l’équatioN de

toute ligne algébrique du malemt ordre pourra être écrite comme il

suit :

Si l’on veut passer aux coordonnées polaires , en prenant pour
pôle l’origine des coordonnées, qu’on peut toujours supposer un

quelconque des points du plan de la courbe , il su0ira de poser

r étant le rayon vecteur et ~ y u les cosinus des angles variables for-

mes par ce rayon avec les deux axes ; cosinus liés entre eux par la

relation

L’équation deviendra ainsi

Tom. ~FJ77, ~ 7~, ~.~r ~~to~re 1827" 13
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et donnera in valeurs pour le rayon vecteur , à chaque direction
qu’on voudra lui faire prendre ; ce qui prouverait , s’il en était be-

soin, 3 qu’une ligne du 772~"" ordre ne saurait couper une droite en
plus de m points ; et que conséquemment toute courbe qui coupe
une droite en m points est une ligne du 772."’~ ordre au moins.

Pour que le rayon vecteur soit tangent à la courbe, il faut que l’équa-
tion (4) donne tout au moins deux valeurs égales pour r, et que
conséquemment la dérivée de son premier membre, prise par rap-
port à cette lettre , soit nulle ; ce qui donne

équation qui, pour les points de contact des tangentes issues de

l’origine , doit avoir lieu en même temps que l’équation (4) , et

qui , jointe à elle , en ayant égard à la relation (3) , servirait à les

déterminer tous ; c’est-à-dire, que l’équation (5) est l’équation po-
laire d’une courbe qui coupe la proposée en ses points de contact.

Mais, quand un système de points est donné par deux courbes

dont ces points sont les intersections , on peut toujours, dans la re-
cherche de ces mêmes points , remplacer l’une d’elles par une au-

tre courbe 9 dont l’équation serait une combinaison quelconque
des leurs. Or , en prenant la somme des produits respectifs des équa-
tions (4) et (5) , par m et -r, il vient , en réduisant ,

de sorte que c’est là Inéquation polaire d’une courbe qui, comme
celle qui est donnée par l’équation (5) , coupé la proposée en ses
points de contact avec les tangentes menées à cette dernière par
l’origine.
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Si présentement on veut repasser aux coordonnées rectangulaires
il faudra faire (2)

ce qui donnera, en substituant dans l’équation (6) ~

équation du (/?22013i)~ degré seulement y appartenant à une courbe
qui coupe la ligne du 772."~ ordre donnée par l’équation (1) à ses -

points de contact avec les tangentes menées à celle-ci par l’origine
des coordonnées.

En se rappelant donc qu’Ici l’origine est un quelconque des points
, 

du plan de la courbe proposée, on en conclura le théorème suivant :
~’~~’~.~.~~’~.~,~ ~..~,es points de contact d’une ligne du m/~ or-

dre a~~pc les t~~~~entes ~ cet~e cour~e , issues d’un même point de
son ~~lun , sont tous sl ~u~s sur z//2~ seule et 772~/72~ //~’72? du (m2013i~~
ordre au plus.

~ 

En désignant généralement par fn~x,~, z~ , une fonction ration-

nelle, entière et homogène de /2 dimensions en x, y~ ~ ~? 9 l’équation
de toute surface algébrique du m,ict~e ordre pourra être écrite comme
il suit :

Si l’on veut passer aux coordonnées polaires, en prenant pour
pôle l’origine des coordonnées , qtilon peut toujours supposer quel-
conque dans l’espace , il suffira de poser

r étant le rayon vecteur et / ~ ~ les cosinus des angles variables
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q-,ie fait sa ~~r~~c~~~t~ avec les trois axes . cosintls liés entre eux paf
la relation 

-

t/Jquadou deviendra aitisi

et donnera 171 valeurs pour le rayon vecteur, à chaque direction
qu’on voudra lui faire prendre ; ce qui prouverait, s’il en était be-

soin, qu’une su~fuce du ~2.’~ ordre ne saurait couper une droite-

en plus de /72 points ; et que conséquemiiient toute surface qui coupe
une droite en m points est du ~2/~’ ordre au moins.

Pour que le rayon vecteur soit tangent à cette surface, il faut

que l’équation (4) donne tout au moins deux valeurs égaies pour
r, et que coiis--~qiteitiment la dérivée de son premier inembre, prise
par rapport à cette lettre, soit nulle; ce qui donne

équation qui, pour les points de contact des tangentes issues de

l’origine, doit avoir lieu en Inêl11e temps que l’équation (4) , 9 et qui,
jointe à elle , en ayant égard à la relation (3) , servirait à les dé-

terminer tous ; 9 c’est-à-dire, s que l’équation (5) est l’équation polaire
d’une surface courbe qui coupe la proposée suivant ses lignes de con-
tact avec la surface conique circonscrite qui aurait son sommet à

l’origine.
Mais, quand des lignes sont données dans l’espace par de?ix sur-

faces dont elles sont l’intersection, on peut toujours . dans la re-

cherche de ces mêmes ~i~t~es , remplacer l’une d’elles par une au-

tre surface dont l’équation serait une combinaison quelconque des
leurs. Or, en prenant la somme des produits respectifs des équa-
tions (4) et (5) par m et 2013r ~ ’} il vient, en réduisant il
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de sorte que c’est la l’équation polaire d’une surface ~t~i g comme
celle qui est donnée par l’équation (5), y coupe la proposée suivant
ses lignes de contact avec la surface conique circonscrite à cette der-
nière dont le sommet est à l’origine.

Si présentement on veut repasser aux coordonnées rectangulai-
res, il faudra faire (2)

ce qui donnera, en substituant dans l’équation (6) ~

équation du (liL~-~ 1 )~eme degré seulement, appartenant à une surface
qui coupe la surface du m,teme ordre donnée par l’équation (1)) sui-
vant ses lignes de contact avec la surface conique circonscrite à celle-
ci dont le sommet est à l’origine des coordonnées.
En se rappelant donc qu’ici l’origine est un quelconque des points

de l’espace y on en conclura le théorème suivant:

~’.~-.~.~~ ~:~~ ~ ~~~ ~~ .~.~..~es lignes de contact d’une surface du m.ienae

ordre af-ec to.,,ile sa~~~fce ~ot~l~a~ ~i~ro~scr~’to sont toutes situées sur
une seule et r~z~r~e sr~~~a~v du (m-I )ieme ol-~re au ~~~~s.

Ce théorème et le précèdent sont dus tous deux à M. Vallès 
-!..

( .~a~?r~l~s, torr~. XVI , page 315 ), et nons avons eu nniquelnent
en vue d’en donner une démonstration qui pût être introduite dans
renseignement élémentaire.

Soient une ligne du ~rt,~ç’~‘ ordre et une droite, données respec-
tivement par les équations
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dont les différentielles respectives sont

E éliminant cy 
entre ces d "11 ’ . Il l’~ . résult~nteEn éliminant 2013 entre ces 1 erentle es, equatlOl1 résultanteâ,~ ’

du (ms~-. ~ ~=~~"e degré seulenlent, sera celle d’une courbe .coupant lit
proposée en tous ceux de ses points par lesquels on peut lui me-

ner des tangentes parallèles à la droite donnée ; on a donc le théo-
rème suivant que l’on pourrait aussi déduire du Théorème I, comme
l’a fait M. Vallès, à l’endroit cité.

T.Y~.~~.~~~.~:~ III. Les points de contact d’une ligne du 111.iem~

ordre uzJec les tangentes menées à cette courbe , paruli~le~nent ~
une droite donnée quelconque , a~purtienner~t tous à une seule et

na~,~rne ligne du ~L1’~--·I ~~eme ordre au plus.
On peut aussi satisfaire à l’équation (oc) , quel que soit a, en

posant, à la fois 
_

équations qui appartiennent à deux lignes du (m~.. t~ae’~a ordre , se
coupant en (m-l)2 points au pIns; ce qui donne cet autre théorème :
THÉORÈME IF. Les lignes du (m-I)ieD1e ordres auxquelles

appartiennent les diverses séries de points de contact d’une même
ligne du m. iere.e ordre, avec des systèmes de tangentes à cette courbe
parallèles à des droites arbitraires, passent toutes par les mé-
mes ~m-~-· ~ ~~ points fixes. .
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~ 

Soient une surface du rr~. 161118 ordre et une droite, données respec-
tivement par les équations

dont les dISerentIeHes respectives sont

En ëlmunant entre ces différentielles dx dr Féquation , 1Ln e iminant entre ces 111erentle es -, -, eqnatlon reSL1 -
- dz y dz

tante

du (r~z---~ ~ )‘t~‘e degré seulement, sera celle d’une surface coupant la
proposée suivant les lignes par tous les points desquelles on peut
lui mener des tangentes parallèles à la droite donnée ; on a donc
le théorème suivant que l’on pourrait aussi déduire du ~’l~~a-

réme II, comme l’a fait M. Vallès, à l’endroit cité.

THÉORÈME T. Les lignes de contact d’une surface du m,i~"’e
ordre avec la surface cylindrique dont les ~énératrices sont paral-
lèles à une droite donnée quelconque, appartiennent toutes à une
seule et même surface du (m-l)ieme ordre au plus.
On peut aussi satisfaire à l’équation (oca) ~ quels que soient a et

b , en posant à la fois

équations qui appartiennent à trois surfaces du (~2013~~~ ordre se

coupant en (~22013i)~ points au plus; ce qui donne cet autre théorème :
THÉORÈME PI. Les surfaces dr~ ~m---~ 1 ~ ieme ordre aux~r~~lles

appartiennent les di~cr~,s~s séries des lignes de contact d’une même



96 LIGNES ET SURFACES

sur~t’ace di., m.ieme ordre avec des surfaces c~lindri~ues circonscri-
tes, ayant leurs génératrices parallèles à des droites ar~it~~aires ,
passent toutes par les n~c~mes (m-I)3 ~oa~ts ~xes, -

Si , sans laisser la âf~oite’c~.~~~n~e tout-à-fait indéterll1inée, on I.as-
sujettit à se.. mouvoir dans un plan fixe passant par l’axe des z ;

c4est-à-dire, dans tin plan fixe c~~~e~cc~~a~~~~e ~ en supposant féqua-
tion de ce plan

on devra avoir

Tirant de cette dernière équation la valeur de b , pour la subs-
tituer dans l’équation (cxo:) ~ celle-ci deviendra

Cette équation est satisfaite , quel que soit a, en posante à la fois,

équations qui appartiennent à deux surfaces dl1 ~m-.-r~‘~’~e ordre,
et conséquemment à la courbe fixe à double courbure suivant la-

quelle ces deux surfaces.se pénètrent. On a donc ce nouveau théorème: r
THÉORÈME VII. Les surfaces du (m-¡),eme ordre auxquelles

appartiennent les diverses séries de lignes de contact d’une même
’.~ur, face di~ fil..ieme ordre, avec des surfaces cylindriques circonscri-
tes, ayant leurs génératrices parallèles à des droites tracées arbi-
trairement dans un même plan quelconque, passent toutes par une
seule et même courbe à double courbure.
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Ces théorèmes ainsi déLnontrés:&#x3E; il sera Îacile, soit par la théorie

des polaires réciproques, soit par celle des projections, d’en déduire
les suivans, que 110115 nous contenterons d’énoncer.

~‘’.~:~~i.~.È~~~’~ VIII. Les tangentes naenées à une ligne du n1.ieme
ordre, par ses intersections a~ec une même droite , sont toutes tan-
gentes à une seule et rnéîîze ligne du (ln-l)ieme ordre au plus.

l’.~~’~~’.~1~~~ IX. Les surfaces d~~~elo,~pables circonscrites à une
sz~rface du m.ieme ordre, suivant ses intersections avec un n7éme

pla. n , sont toutes e~~r,onsc~ites ~ une seule et ~nérrie surface du
(m"’:’" 1 )ieme ordre au plus (*).

~’~~.~~1~~~’~.b.,.~ X. Les lignes du (111-I)ieme ordre azi.-t,-quelles so,’Vt
tangentes les tan~er~tes naenées à une ~né~ne ligne du m,’~me ordre,

par ses points d’intersect ion avec des droiles parallèles , ou con-
courant en un méme point, ont toutes les (tn-I)2 mêmes tangen-
tes eorr~munes.

~’.~L~QI~.~~~!t~ XI. Ies surfaces dit (m-l )iem~ ordre auxquelles
sont cir~r,onscrites les surfaces d~~vlo.~~ab~’es circonscrites à une’

même surface du 111. ieme ordre , suivant ses intersections avec des

plans parai~ë~’es ~ une rriém,..e droite, ou concourant en iip, rnérne

point ont toutes les rn~rnes ~n1--I j3 plans tangens corr~muns,
~’~~~’~.1~~’ ~~.~~ XII. Les li,,-nes du (ln-I )ieme ordre auxquelles

appartiennent lesJ points de contact d’une an~me ligne du m.ierue or-
dre af,,ec les systèmes de tangentes menées à cette courbe, par les
d~r érens points d’une même droite passent toutes par les (m- i
~r~é~es points.

~~~Q.~.~~~.~~ XIII. Les surfaces du (m-I)ieme ordre auxquelles
a~:~partiennent les li~nes~ de contact d’une rnéme surfacê du In.Í.me
ordre avec des surfaces coniques circonscrites dont les soinm,-ts

(¥) Ces deux théorèmes avaient déjà été donnés par M. Ger~e~n~; ~ ~ ,~ns
nales, to~n. XVII, page 225 et 241 ).

oll~ v XFIII- l
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sont dans un même plan, passent toutes par les (m-I)3 rnérnes

points.
T~LÉ’D~ ~lll~ XIV. Les surfaces du (m-I)ieme ordre auxquelles

sont circonscrites les surfaces développables, circonscrites elles-mêmes
B une même surfc~r,e du tn.‘~~~ ordre, suivant ses intersections avec

des plans parallèles, ou se coupant suivant la même droite, sont
toutes rnsc~rlptïbl~Js à une seule et rrréme surface développable.

TH.~~I~~t’~F XY. Les surfaces du ~m~---y’~~~ ordre auxquelles
appartiennent les lignes de contact d’une même surface du rn.leme
ordre avec des surfaces coniques circonscrites dont les sommets ap-
partiennent à une méme droite, passent toutes par une seule et

même courbe d double courbure.

QUESTIONS RÉSOLUES.
Solution du dernier des deux problèmes de
géométríe énoncés à la page 232 du XVI.e
volume des Annales;

Par M. BOBILLIER, professeur à l’Ecole des arts et métiers
de Châlons-sur-Marne (*).

PROBLÈME. Deux angles trièdres, l’un fixe et l’autre mobile,
ont leurs sor~arnets sur une même droite fixe et indéfinie, et sont tels

(*) M. Bobillier a résolu l’autre problème de l’endroit cité, à la page 335
du tome X’lII.

J. D. G.


