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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Essat sur un nouveaw mode de recherche des
propriétés de létendue ;

Par M. BoBiLuiER , professeur & 1'Ecole des arts et métiers
de Chalons-sur-Marne.

ARMAMANINAAAY VI

LA méthode de recherche que nous allons faire connaitre est sus-
ceptible d’applications nombreuses et varides que nous nous pro-
posons de publier successivement. Nous choisirons , pour le présent,
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. celles de ces applications qui , par leur simplicité, nous semblent
les plus propres & en bien faire saisir Uesprit.

§. L

Soient 4, B, C trois fonctions linéaires indépendantes quelcou-
ques, en z et y; I'équation

ABC—o ()

sera celle d'un triangle dont les cétés, les angles et les sommets
respeclivenient opposés 4 ces cotés auront pour équations

.A‘:O 3 =0 , C:O ) (2)
Bl=o , CA=o , AB=o , 3)
B=o0, —o0 , A=o ,

®

C=o0 , =0, B—o ,

Soient @, 4, ¢ trois constantes indétermindes, entre toutes ou par-
tie desquelles on peut dailleurs supposer une relation non lomo-
géne quelconque ; I'équation du second degré

aBCH4-bCAY-cAB=0 (5)

)1

sera visiblement I'dquation commune & toutes les lignes du second
ordre circonscrites & ce triangle.

Si l'on combine tour & tour I'équation (4) avec les trois sni-
vantes

b5CH4cB—o , cA+aC=o0 , aB4-bA—o , (6)
qu.i‘r“so'nt évidemment celles de trois drojtes passant respeclivement

par les, sommets (B, C), (C,4), (4, B) du triangle, elles la
Tom. XVIII 45
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rédairont respectivement anx équations (3) qui sont celles des an-
gles de ce triangle ; d’ott il suit que les droites (6) rencontrent
la courbe (5) aux wémes points ol elles coupent respectivement les
angles du triangle (1) ; or, elles ne coupent ces angles qu’en un
seul point, puisqu'elles passent respectivement par leurs sommets ;
donc chacune de ces droites (6) n’a qu’un point commun avec la
courbe (5); donc enfin ces droites (6) sont des tangentes mendes
4 la courbe (3) par les somimets du triangle (1), et dont Pen-
semble forme conséquemment un triangle circonscrit ayant pour
¢quation

(CHcB)(cA+aC)(aB+bA)=0o . {7

Les intersections des céids de ce dernier triangle avec leurs op-
posés respectifs dans le premier seront dounées par.les trois cou-
ples d’Cquations

bC4cB=n , dA=o0;
cA+bA—o , =0 ; (8)
gB-4{-bA=0 , C=o0. \

Toute droite qui passera par ‘te premier de ces points aura une
équation de la forme

m(lCA-cB)+nd=o , ou nA4-mcB4-mbC=o :
or, en posant m=a et n=bc, celle équation devient
beA+-caB4-abC=o ; (9)

qui est syméuique en 4, B,C, a, b, ¢; donc la droite quelle
exprime passe aussi par les deux autres points qui se trouvent
ainsi en ligne droite avee celui-la,

Les d¢quations (G}, prises deux & deux, appartiennent aux som-
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mets du triangie (7); d’olt il suit qu'en d¢liminant entre ces équa-
tions , prises ainsi deux 4 deux, la lettre qui leur est commune, les
équations résultantes appartiendront & de nouvelles droites passant
par ces sommets ; Of , ces équations sont

cB—bC—=o0 , aC—cA=—o0 , bA—aB=o0 ; (10)

dont chacune est comportée par les deux autres, et qui appartiennent
conséquemment & trois droites concourant en un méme point; mais
ces droites passent aussi par les scmmets du triangle (1) respecti-
vement opposés & cenx du triangle (7); on a donc ce double théo-
réme :

THEOREME. Deux triangles étant l'un inscrit et lauire cir-
conscrit & une méme ligne du second ordre , de telle sorte que
des sommets de I'inscrit sorent les points de conlact du circonscrit ;

Les points de concours des cd- Les drofies qui jorgneni les
2és de linscrit avec leurs oppo- sommels du circonserit avec leurs
sés respectifs dans le circonscrit  opposés respecilfs dans [inscrit
appariiennent tous Irors @ une concourent foules Irols em un
méme droite. méme  point.

Il est presque superflu d’observer que ce point et cette droite
sont péle et polaire 'un de l'autre, par rapport & la courbe dont
il s’agit, considérée comme directrice.

En modifiant an pen la forme des résultats que nous venons d’ob-
tenir , on peut en présenter le résumé de la maniére suivante qui
les rend trés-faciles & retenir :

Un triangle étant donné par I'équation

ABC=o ,

dans laquelle A4, B, C sont des fonctions linéaires quelconques en
z et y, 'équation commune a toutes les lignes du second ordre
circonscrites est
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e b ¢
AtETe=

dans laquelle @, 5, ¢ sont deés constantes indétermindes ; le trian-

gle circonscrit & cette courbe , ayant ses points de contact anx som-
wmets de linscrit, a pour équation

G+ (E+ D=

les points de concours des c6tés de linscrit avec leurs opposés
respectifs dans le circonscrit appartiennent tous lrois & une méme
droite , donnde par I'équation

A B C
s Pyt o=es

enfin, les droites qni joignent les sommets du circonscrit  leurs
opposés respectifs dans linscrit concourent toutes trois en un méme
point donné par la double équation

Soient posés
bCHcB=A", c¢A+aC=B’", aB+bA=C';
M en tirera

bB 4 Cloma A

y cCld-a A'~=b B! o A'}-5B/=cC/

, b= , C=— ———

2be 2ca 2ab

substitnant ces valeurs dans les équmations (1, 5,7, 9, 10 ), et
supprimant ensuite les accens devenus pour lors inutiles, on par-
vieadra aux couclustons sulvantes,
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Un triangle ¢tant donné par 'équation
ADBC—o ,

Péquation commune & toutes les lignes du second ordre inscrites’
est

2 A2 b B0 C? —2bc BC—20aC A—2ab AB—0 ;

le triangle inscrit ayant ses sommets aux points de contact du cir-
conscrit a pour équation

(2 BA-cCaA)(cC+ aA—bB)(ad4bB—cC)=0 ;

Ia droite gni contiendra les trois points d’intersection des chiés du
circonscrit avec leurs opposés respectifs dans Iinscrit a pour équation

aA4-bB+cC=o0 ;

enfin, le point de concours des trois droites qui joignent les som-
mets de Pinscrit & leurs opposés respectifs dans le circonscrit est
donné par la double équation

ad=bB=cC .

Supposons présentement que les trois fonctions 4, B, C de »
et de y, au lien d’dtre lindaires soient d'un méme degré ou d’une
méme classe, el convenons d’appeler triangle da m. " degré ou
de m. ™ classe le systéme de trois courbes de ce degré ou de cette
classe ; dés lors le théoréme que nous venous d’établir, combiné
avec le principe des polaires réciproques, en fournira deax antres,
trés-généraux , sur les systtmes de trois courbes de méme degréd
ou de méme classe que l'indigence de la langue , qui n’a pas éé
créde pour des considérations si générales, se refuse , pour ainsi
dire, 4 énoucer.
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. §. IL

Supposons préscntement que A, B, € soient des fonctions lindai-
res en x,y,2; alors I'équation -

ABC=o

sera celle d'un angle triédre dont les faces , les angles diédres res-
pectivement opposés et les arétes de ces angles triedres seront don-
nés par les équations

A=o , B=o, C=o,
BC=o , CA=o , AB=o ,
B=o , C=o0, S“{I:O ,
C=o0 ; A=o0 3 } B=o;

I'équation commune & toutes les surfaces coniques du second or=-
dre circonscrites sera

aBCH+oCA4+cAB=0 .

Si Pon circonscrit & 'une de ces surfaces coniques un nouvel an-
gle triédre , de telle sorte que ses lignes de contact avec la sur-
face conique soient les arltes de linscrit, cet angle triedre aura
pour équation

(eB40C)aCA-cA)(bA+aB)=o0 ;

les trois droites , suivant lesquelles les faces de l'angle triédee ins~
crit couperont celles du circonscrit , seront situées dans un méme
plan ayant pour équation
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beA+ceB4abC=o

enfin, les trois plans- conduits par les arétes dun circonscrit et p-r
leurs opposées respectives dans linscrit 'se couperont suivant ne

méme droite donnde par la double équation

A B
)

@

—

' Yo)

On anra donc ce double théoréme :

THEOREME. Deux angles triédres étant Pun inscrit et lau-
tre circonscrit @ une méme surface conique du second ordre, de
elle sorte que les aréles de [l'inscrit soient les lignes de contact

du clreonserii ; «
Les droftes suivant lesquelles Les plans conduils par les aré-
des faces de [linscrit coupent tes du circonscrit et par leurs op~

leurs opposées respectives dams posées respectives dans l'inscrit

le circonscrit sont toutes trois passent tous trois par la méme

dans un méme plan. droite.
Il est clair que cette droite et ce plan sont polaires 'un de I'au-

- tre, par rapport & la surface conique , considérée comme directrice,
Si l'on suppose que le centre commun de la surface conique et
des deux angles tricdres soit le centre d'aue sphére, on obtiendra,
pour des figures construites sur unc surface sphiérique, un théoréme
analogue 4 celuil que nous venons d’établir,
En supposant toujours que I'équation

ABC =o

est celle d’un angle triédre , I'éguation commune i toutes les sur-
g » Leq

faces du second ordre inscrites sera

A4 B¢ C*—2bcBC—2caCA—2a0 4B =0 ;
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Pangle tri¢dre inscrit ayant pour ses arétes les lignes de contact du
circonscrit aura pour équation

(¢B4+cC—aA)cCHaAd—bB (4B 4cCead)=o0 ;

7

le plan des trois droites suivant lesquelles les faces du circonscrit
coupent leurs opposées respectives dans l'inscrit aura pour équation

e A4-bB4cC=o0 ;

enfin, la droite suivant laquelle se couperont les trois plans con-
duits par les arétes de linscrit et par leurs opposées respectives
dans le circonscrit sera donnée par la double équation

aA:ﬁB::CC .

Si Pon suppose que les fonctions 4,B,C, de x, v,z sont
d'un méme degré quelconque , supérieur au premier, on obtien~»
dra, sans aucun nouvean calcul, des théorémes trés-généranx sur
le systéme de trois surfaces d’'un méme dégré on d’'une méme classe,
situées d’une maniére quelconque dans l'espace.

§ ITL

Soient présentement 4, B, C, D quatre fonctions linéaires in~
dépendantes quelconques en x,y, z; l'équation

ABCD=o0 (1)

cera celle d’'un tétraédre quelconque dont les faces , les angles

tri¢dres respectivement opposés et les sommets correspondans se-
ront donnés par les équations

A=—o0 , B=o0, C=o0, D=0, (2)
BCD=o0, C€AD=o, d4ABD=o, ABC=o, 3)
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B=o, C=o0, SA:Oi [A:o,
C=o0, A=—o0 , ¢ B—o , B=o, (4)
D=0 D=0 , tD:o; . C=o0 .

Quant aux trofs couples d’angles dildres respectivement opposés elles
serout donndes par les équations

BC—=o , Cd—=o , AB=o0 ,
: Q)
AD—o , BD=o , CD=o0;

et les arétes qui leur appartiennent le seront par celles-ci:

D=0, ( C=o , Ad=o0 ,

C=o0 , 2 A=o , B=o,
(6)

S A=o , B—o , C=o ,

2 D—o , D=0 , —o .

Si a, b, ¢, a, B,y sont six constantes arbitraires qu’on peut
d’ailleurs supposer lides, en tout ou en partie , par une relation
\) 7 . N »
quelconque, non homogéne , I'équation du second degré

4BC+bC A4-c AB+adP+BBD4yCD=0 , (7)

b\

sera visiblement I'équation commune & toutes les surfaces du se-
cond ordre circonscrites an tétraédre (1) ; car son premier mem-
bre est la seule fonction du second degré en x,y, z qui Ppuisse
s’évanouir en y supposant nulles, trois quelconques des quantités
4,B,C, D.

Si , avec cette équation , on combine tour a tour les suivantes:
Tom., XVIII. 46



320 NOUVEAU PROCEDEL

$0-4-cBd-eD=0 ,
cA40CHBD=0 ,
aB+bA+4+yD=o ,
ad+pfB+4yC=o0 ,

qui sont celles de quatre plans passant respectivement par les som-
mets (4) da téwracdre (r); elles la réduiront respectivement aux
qualre suivantes:

eBCH3DD+4yC D=0 ,
bC A4yCD4-24D—=o0 ,
¢AB 4-aAD4+-pBD=0 ,
aBCA-bCA4-cAB—0 ;

d'ott il résulte que, dans la recherche des intersections des plans (8)
avee la surface (7), il revient au méme de substituer & cette surface
celles des surfaces (g) qui correspondent respectivemeut aux plans
(8) 5 or, il est aisé ( § IL ) de reconnaitre les surfaces (g) pour
des surfaces coniques respectivernent circonscrites aux angles tri¢-
dres (3), lesquelles ne sauraient conséquemmeit avoir de commun,
avec cenx des plans (8) qui leur correspondent respectivement, qu’an
poiut ou le systéme de deux droites ; donc, les plaus (8) n’ont pa-
reillement de commun avee la surface (7) qu’un point ou le sys-
téme de deux droites ; donc enfin ces plans (8) sont les plans tan-
gens mends & cette surface par les sommets (4) du téiraedre (1) ;
ils forment donc, par leur ensemble, un tétracdre circonscrit dont
lIes points de contuct sont les sommets de liascrit ; tétraddre dont
Pégunation est conséquenmmcent
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(bC—-cB+-aD)(cA+aC+pDYaB+bA+,D)(oA+BB+C)=0. (11)

Les faces du tétracdre circonscrit coupent leurs opposées respec-
tives dans linscrit, suivant des droites données par les couples d’é»
quations )

6C+cB4-alD=o0 , A=o0 , )
cA+aC+ D=0 , B—=o ,
aB4+bA+4yD—=o , C—o ,

ad~+pBB-yC=o0 , D—o .

Pour que l'une quelconque des trois premiéres droites soit dans le

méme plan avee la deruilre, il fant qu'en éldminant entre lenrs

quatre éqguations les trois coordonnées x, y, z, ou, ce qul revient
‘ . 4 B C , .

au meéme, les trois rapports T+ 0 T » On parvienne i une

équation identique; or, on obtient aiusi les trois éyuations

Bb=vc , ye=ca , owr=0b , (12)

qui peuvent fort bien ne poiat avoir licu ; donc , généralement
parlant, deux de ces quatre droites ne sont pas situées dans un
méme plan, & plus forte raison donc n’y sont-elles pas toutes qua-
tre ; d’ott il résulte que la premiére partie da théoréme proposé
& démontrer a la pag. 18 du présent volume n’est pas générale-
ment vraie.

De ce que chacune des équations (12) est comportée par les
deux autres, on peut conclure que, si parmi les quatre droites (11),
il s’en trouve deux dont chacune soit en particulier dans un méme
plan avec l'une des deux droites restantes , ces deux droites res-
tantes seront aussi elles-mémes dans un méme plan qui dailleurs
sera, généralement parlant, différent du plan des deux autres,
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Si Pon cherche les conditions nécessaires pour que les trois pre-
micres droites (1) soient deux & deux dans un méme plan , on
retombera de nouveau sur les équations (12); d’ot l'on est fondé
& conclure que, toutes les fois que deux quelconques des quatre
droites (11) sout dans un méme plan, les deux droites restantes
sont aussi dans un méme plan qui, en général, peut étre différent
du premier.

Mais on voit en méme temps que,si 'on avait la double équa-
tion

aa=Ppb=vyc , (13)

les quatre droites (11) seraient toutes alors comprises dans un seul
el méme plan,

En représentant chacun de ces trois produits par 4*, on aura

k2 ke k2
a"-:' b ﬁ‘—'T > = c

Sabstitnant ces valeurs dans 'équation (7), elle deviendra
a b ¢ . A B CN_ .
ABC<z~%§4~5)+ﬁp(:“+;“F;)—o, (14)

telle est donc la forme particuliére que doit prendre I’équation com-
mune aux surfaces du second ordre circonscrites au tétracdre (1),
pour qu’en leur circonscrivant un auntre tétracdre , de telle sorte
que les sommets de linscrit soient les points de contact du cir-
conscrit , les intersections des faces respectivement opposées dans
les deux téiraédres soient toutes quatre comprises dans un méme
plan. Quant & I'équation de ce plan, on trouvera facilement qu’elle
est :
beA4-caB4-abC4+k*D=o . (15)

Trois quelconques des quatre droites (11) déterminant une sur-
face gauche du second ordre , cherchons quelle condition serait néces-
saire pour que celte surface gauche contint également la quatricme.

En cherchant I'équation de la surface du second ordre engen-
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drée par une droite mobile sur les trois premicres droites (11),
considérédes comme direcirices fixes , on obticnt

By D -a(Bb-4yc)A | DA(aA4BB4yC)(be A+caBdabC)=0 ; (16,
~-8(yc+aa)B
~+yloaa+p5)C

équation que l'on peut d’aillenrs s’assurer directement étre satis-
faite par chacune des trois premicres équations (11), en particu-
lier : or, il est manifeste qu’elle l'est aussi par la quatri¢me ; donc,
la surface gauche du second ordre, déterminde par trois quelcon-
ques des quatre droites (11), contient aussi la quatri¢me, de telle
sorte que ces quatre droites se trouvent dans le cas de celles dont
il a été question 4 la pag. 182 du présent volume, lorsq - le pro-~
bléme wraité en cet endroit devient indéterminé.

Les sommets du tétraédre circonscrit (10) sont donnés par les
équations (8) de ses faces prises tour A tour trois & trois, ou
par toute combinaison quon voudra f.ire entre les trois équations
de chacun de ces quatre groupes; d’ou il suit que si, entre les
trois équations de chacun de ses quatre mémes groupes, on élimine
la lettre qui leur est commune , les quatre doubles équations qu’on
obtiendra appartiendront & un nombre égal de droites passant res-
pectivement par les sommets du tétraédre circonscrit ; or, ces qua-
tre couples sont
BB4++C _ aB4-2D aC4-2D

Pour le sommet opposé & BCD, — = p

I

yClad 5C4-a«D b A4+D

Pour le sommet opposé a €.4D, R )
¢ (17
. A4BB  cA48D  cB4aD
Pour lesommet opposé & 4BD, i A =
%

bC4-cB cA+aC _ aB4-b.4
- - 8 - ¥

Pour le sommet opposé & 4BC,

)
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or , ces €gunations sont respectivement satisfaites par celles (4) des
quatre sommets du tétraédre inscrit (1); donc ce sont celles des
quatre droites qui joignent les sommets du circonscrit & leurs op-
posés respectifs dans linscrit,

Pour que P'une quelconque des trois premidres droites (17) ren-
contre la derniére, il faut qu'en éliminant, entre lears quatre équa-

tions , les trois coordonnées #, y, z, ouce qui revient au méme, les

. A B C
trois rapports —, — > I
identique ; or, on obtient ainsi, tour & tour, les trois équations

, on parvienne ainsi & une équation

Bb=vc , y=aaz , ca=po , (12)

déji obtennes ci-dessus, et qui peuvent fort bien ne pas avoir licu;
donc, généralement parlant , aucune des trois premicres droites (17)
ne rencontre la qoatriéme; et, a plus forte raison, ne concourent-
elles pas toutes quatre en un méme point. La scconde partie du
théoréme de la pag. 18, n'est donc par plus vraie que la premiére.
On voit en méme que deux des droites (17) concourront ou ne
concourront pas en un méme point, suivant que deux des droi-
tes (11) seront ou ne seront pas dans un méme plan.

De ce que chacune des équations (12) est comportée par les
deux auntres, on en doit conclure que, si parmi les quatre droi-
tes (17), il s’en trouve deux dont chacune en particulier rencon-
tre l'une des deux restantes , ces deux derniéres se rencontreront
aussi en un point qui sera, en géneral, différent da point de ren-
contre des deux premiéres,

Si l'on cherche les conditions nécessaires pour que deux des
trois premidres droites (17) concourent en un méme point, on
retombera de nouveau sur les équations (12); d'ott l'on est
fondé a conclure qu’en général , toutes les fois que deux de nos
quatre droites concourént en un méme point , les deux res-
tantes concourront aussi en un méme point qui pourra étre d’ail-
leurs différent du premier ; on voit au surplus qu’il en arrivera
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ainsi toutes les fois que deux des quatre droites (1), étant daus
un méme plan, les deux restantes seront aussi dans un méme plan.

Mais on voit, en méme temps, que, si I'on avait la double équa-
tion -

aa=p3b=xyc , (13)

les quatre droites concourraient dés lors en un seul et méme point,
C’est le cas ot les quatre droites (11) sont dans un méme plan,
et ot I'équation (7) prend la forme (14). En représentant, comme
alors, par Z* chacun des produits (13), le point de concours de
nos quatre droites (17) sera donné par la triple équation

beA=caB=alC=kD . (18)

Trois quelconques des quatre droites (17) déterminent une sur-
face gauche du sccond ordre, et I'on peut se proposer de connai-
tre dans quel cas la quatricme droite se trouvera aussi sur cetle
surfuce. En cherchant, par exemple , I'équation de la surface gau-
che déterminée par les trois premicres, on trouve i

(po—yc) (Bo+ye—oa)(aLC+ 2.AD)
f-lpe—aa)(yetaa—Po)(0CA+BBD) \ =—o; (19)

- aa—[pb) 0a4-fh—yc)cAB4y€D)

or, il est facile de s'assurer que cette équation est aussi satisfaile
par la derniére des doubles équations (17) , ce qu’atteste d’ail-
leurs la symétrie qu'on y remarque, d’ott l'on doit conclure que
les quatre droites (17), comme les quatre droites (11), appartien-
nent géuéralement 4 une seule et méme surface gauche du second
ordre. On a donc ce théor'me:

THEOREME. Si deux o irabdres sont Tun inscrit et l'autre
c'rconscrit & une méme surfuce guelcongue du second ordre, de
ielic sorte que les sommets de linscrit soient les points de contact
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des faces du circonserit , les jfaces respectivement opposées des
deux tétraédres se couperont suivant quatre droites , et leurs som-—
mets respectivement opposés détermineront quatre aulres droiles.

Or, 1.° les drottes de chaque groupe appartiendront générale-
ment , loules qualire , & une seule et méme surface gauche du se—
coad ordre ; ‘

2.° 8¢ la surface gauche du second ordre qui contient lcs g:a-
tre premilres droites se réduit au systéme de deux plens, l'un
de ces plans contiendra deux de ces drottes, tandis que lavire
contiezdra les deux restantes, et alors deux des quatre derniires
droites concourront en un méme point , et les deux auires en un
autre point ;

3.0 & enfin la surface gauche du second ordre qui coniient les
qualre premiéres droiles se réduit @ un plan unigue , la surface
gauche du second ordre qui contiendra les quatre derniéres seri-

diira @ une surface conigue, au sommet de laguelle elles con-
courront toutes (*).

(*) Par unec lettre en datedu 19 janvier dernier , 3. Steiner nous mande de
Berlin qu'il est parvenu, de son coté , & un théoréme tout i fait pareil a
celui-la, dont il ne nous indique pas d’ailleurs la démonstration : mais ,
de quelque poids que puisse étre , en cette matiére, lasseriion d'un gée=
metre aussi distingué , quelque irréprochable que paraisse, sous tous les
rapports, I'élégante et lumineuse analyse de M. Bobillier, et quelque con-
fiance enfin que puisse inspirer laccord presque simultané sur une méme
question ( la lettre de M. Bobillier porte la date du 24 janvier ) de deux
géométres séparés 'un de P'autre par wn intervalle de plusieurs centaines de
lieucs, et qui ne paraissent avoir jamais eu eatre eux aucune relation di-
recte, nous ne devons pas négliger d’observer qu’il s'éléve, contre le théo-
réme auquel ils sont parvenus , une objection assez grave que nous noushorne-
rons 4 exposer, en laissant 4 de plus habiles que nous le soin de la résoudre.

1.2 Soient, dans Despace., quatre droites indéﬁniese non comprises deux
a deux dans un méme plan, mais d’ailleurs quelconques. Pur ces droites fai-
sons passer quatre plaps, de maniére 4 former un tétraédre £ Par ces mé-
mes droites, et par les semmets du tétraédre opposés respectivement aux fa-
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Il est d’ailleurs aisé de voir qu’en prenant pour surface directrice
la surface da second ordre & laqaelle les deux tétraedres sont ins-
crit et circonscrit , 1.° les quatre droites de chaque groupe sont
les polaires conjugudes respectives des quatre droites de lautre
groupe ; =.° lorsque les quatre droites du premier groupe sont dans
deux plans, les deux points ol concourent deux & deux les qua-
tre droites de l'autre groupe sout les poéles respectifs de ces deux
plans , et la droite qui les joint la polaire conjuguée de Pintersection
de ces deux mémes plans; 3.° enfin, lorsque les droites du premier

ces dans les plans desquelles elles se trouvent situées , faisons passer qua-
tre nouveaux plans, ceux-ci formeront un nouveau téiraédie T, circons-
crit au premier , et nos quatre droites arbitraires seront celiecs suivant les.
quclles se couperont les faces respectivement opposées des deux tétraddres.

2.° Soient encore, dans Pespace, quatre droites indéfinies, non compri-
ses deux a4 deux dans un méme plan, mais toujours quelconques. Sur ces
droites soicnt pris quatre points, de maniére a pouvoir en faire les som-
mets d’un tétraédre T. Solent considérés les points olt ces quatre droitcs
percent respectivement les plans des faces opposées aux sommets par les-
quels elles passent , comme les sommets d'un nouveaun tétratdre £, inserit
au premier , nos quatre droites arbitraires seront celles qui joindront les som-
mets respectivement opposéds des deux tétraédres.

3.0 Il paraitrait donc élabli par la qu’on peut touwjours concevoir deux
téiraédres circonscrits 'un & Pautre, soit de maniere que les plans des faces
respectivement opposdes se coupent suivant quatre droites tout a fait arbi-
traires, soit que les droites qui joindront les soinmicts respectivement op=
posés soient quatre droites tout & fait arbitraires. En particulier, on peut
choisir , soit les quatre premiéres droites , soit les quaatre dernicres, de
telle sorte qu’elles n’appartiennent pas toutes quatre & une méme surface gau-
che du second ordre.

4.° Cela posé , on sait que, pour délerminer une surface du sccond ordre,
il faut neuf conditions distinctes ; d‘olt il suit que , non seulement il est tou-
jours possible de concevoir une surface du second ordre qui touche quatre plins
donnés en quatre points donnés, mais méme qu’il en existe une infinité qui
satisfont toutes i ces conditions, puisqu’elles n’équivalent qu’a huit seulemeunt,

5.2 On pourra dounc, dans nos deux cas ci-dessus., circonscrire au {strac-

Tom., XVIII 47
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gioupe sont cowprises tontes quatre dans un scul et weéme plan
le pole de ce plan est le point ol concourent les quatre droites du
second groupe. -
S1 l'on pose
bC—l—CB—*—OCD:A/ .
cA+aCpD=0",
]
aP4-bA4yD=C1 ,

a:f—-HBB—}—“/C = D/

e

en fuisant, pour abréger,

Bb4ye—aa=—p , sxa=g-r , }

vetur—p3b=g , ) d'ol S 2pb=rtp ,
oaa+4-po—yc=r , ) l ye=p-t-q ; §
on en tirera,

A= rb(p+q)B'4-ge(r4p) Cl—a(r4+p) (p+¢) A'+2pabc D/
2be(pg+gr-rp) ?

Be pelgr)Cdra(p4q) A'=b(p+9)(g4r) B/ 4-2qabc D/
aca(pgqrrp) ’

\

dre £ une infinité de surfaces du second ordre qui soient en méme temps
inscrites & T3 d'ou il paraitrait résulter que denx tétraédres ¢ et T étant
Pun iuscrit et lautre circonscrit 2 une méme surface du second ordre , de telle
sorte que les sommets de I'inscrit soient les points de contact des faces du cir-
conserit, il peut fort bien arriver , contrairement au théoréme , que soit l'in.
tersection des plans des faces respectivement opposées, soit les droites qui
joiznent les sommets respectivement opposés , soient quatre droites tout a
fait arbitruires, non assujetties conséquemment & s¢ trouver sur une seule eb
mime surface gauche da sccond ordre,

4. D. G,
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J

O 19 ADP) A Hpb (g4 D' (gr)(rp) b arabe DY
o 2ab(pgqr+rp) ’

D= pad'$gbB/4rcClam2abc DY
2(pg+gr+rp)

En substituant ces valeurs dans les formules ci-dessus, et suppri-

want ensuite les accens, devenns dés lors inutiles, on obtiendra
des formules relatives an cas o ce serait le tétraedre eirconscrit,
et non linscrit, qui serait donné par I'équation

ABCD=o0 .

$i, an lieu de supposer que les quatre fonctions 4, B, C, D
Bont lindaires, on les supposait d’'un méme degré quelconque, on ob-
tiendrait, sans aucun nouveau calcul , des théorémes trés-généraux
sur le systéme de quatre surfaces du méme degré ou de méme
classe , situées d’une manilre quelconque daas Despace.




