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ANALYSE TRANSCENDANTE.

Recherche d'une formule générale qui fournit
la valeur de la plupart des intégrales définies
connues et celle d'un grand nombre d'autres ;

Par M. A. L. Caucuy , de TAcadémie royale des sciences ,
Professeur 3 Técole polytechnique, etc.
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( Deuxiéme Partie (*). )

ON a vu, dans la premiére partie de ce mémoire , qu'en dé-
signant par f(#) une fonction telle que f(z-}yy/ —i1) s’évanouisse
1.* pour z=1 o, quel que soit y ; 2.° pour y=oo, quel que
soit x , et que d’ailleurs cette fonction conserve une valeur uni-
que et déterminée , pour toutes les valeurs de z et y renfermées
entre les limites r=—o , 2==+4® , y=0, y=-}» , qui ne sa-
tisfont pas a 'équation

| 4
TaaN—y 03

si, aprés avoir cherchéles racines réelles ou imaginaires de 'équation

(") Voy.la page 97 du précédent volume. Consultez aussi Perrata du méme
volume sur des fautes assez graves qui se sont glissées dans l'impression de
la premicre partie. b

J. D. G.
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1
1 — O )
) JS(x)
on désigne par x,, &,y &y, wu.. celles de ces racines dans les-
quelles le coefficient de /=i est positif, et par f,, f,, {; , v
les valeurs que recoivent les produits

of (x4e) flz.te) ef(x,—{-e), sy

lorsque ¢ se réduit & zéro; alors, en posant

®)  A=re(, )y S

3) fﬁf(x)dx:A.

C’est cette formule qu’il s’agit présentement d’appliquer.
Rappelons auparavant que, si I'équation (1) avait plusieurs ra-

cines égales & x,; en désignant par m le nombre de ces racines,

et par ¢ un nombre infiniment petit, il fandrait supposer, dans

la formule (2), non plus f,=¢f{x,-}s) , mais

1 dm-1,[enf (2 4-¢))

L[]
1.2.30..(m=1) demt

f=

Enfin, si, dans la racine x,, le coefficient de /=1 se rédui-
sait & la lumite des quantités positives décroissantes , c’est-a-dire ,
3 zéro; ou, en d’autres termes, si la racine x, devenait réelle R
le terme f, correspondant & cette racine , devrait étre réduit & moitié,

Passons maintenant & P'application de ces formules, -

La formule (3) peut étre, si 'on veut, remplacée par la sui-
vante

Tome XVI1I. 12
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° 2

et Pon voit que les formules (3) et (4) réduisent la détermination

des intégrales qu’elles renferment & la recherche des racines de I'é-

quation (1) dans lesquelles le coefficient de 1/ —1 est positif.
Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait

(5) S@)=0(0) X)) mnk(2)

elw), (), $(w), ... désignant des fonctions rationnelles des va-
riables #, v, w, cu, €L 2, ¢, W, s f(2) représentant des fonc—
tions de # qui restent complétement déterminées, dans le cas méme
o, aprés avoir remplacé # par x+4yy/ =i, on atribue & x une
valeur réelle quelconque, et & y une valeur réelle positive. Con-
cevous G’zilleurs que la fonction f(#) ne devienne jamais infinie
pour aucune valeur finie , réelle on imaginaire, de la variable a.

Pour obtenir les racines de I'équation (1), il faudra d’abord cher-
cher celles des ¢quations

. 1 1 1
6 ——0 — =0 =0 caten o
© 1) > () P dw) 2 e

et comme , par hypothése, les fonctions o(u), X(v), U(®), w.e
sont rationnelles , il est clair que les premiers membres des équa-
tions (6) pourront éure remplacés par des fonctions entiéres de z,
Py Wy e

Supposons ces mémes équations résolues , et soit A4k =1 une

de leurs racines; on waura plus 4 résoudre que des équations de
la forme

(M) u=h+ky/ =7, e=hthky/ =0, s

chacue d'elles fournira une seule racine, dont il sera facile de
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fixer la valear , si I'on a piis pour z, v, #, «u. quelques-unes des
fouctious

VL ey =), 1Sy
(®) e A * Q)
1[7Sin.0+4(rCos.0—2)y/ =] , « v ¢ v v v i v v g

r et s éant des quantités positives , et 0 un arc compris entre
les limites o et w.

En eflet, posons, pour abréger,

(* Pour fixer, d’'une maniére précise, les valeurs dcs notations employdes
dans le calcul, nous adepterons ici les conventions que nous avons admi-

ses dansle Cours d’analyse algébrigue et dans les précédens méwoires, En vertu
de ces conventious, la notation

Arc. (Tang. 2—)
u

est toujours employée pour désigner le plus petit arc, abstraction faite du

H ez . ¥ .
signe, dont la tangente soit égale & - ; et les notations

(wtry =, ludey =0) .

¢ u désignant une quantité positive on nulle , et x un exposant réel ) pour
représenter les expressions imaginaires

(@' 4*, % SCos [; Arc.(Tanv. —-)]—H/_,vm [u. rc Tang. - )]

Sk by Tichre. (Tang 2 ).
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X k
@)  p=(E)T, w=Arc (Tang. 2)s

et 'on trouvera

On peut encore considérer la mnotation

(u+ ""/—X))-}-‘“V_I

dans laquelle A et g désignent des quantités quelconques, comme représen—
tant une fonction unique et complitement déterminée, toutesles fois que

u recoit une valeur positive, En effet , comme dans cetle hypothése, on aura
+
généralement

uds 1(u+"\/—x)

—x..—-
on sera conduit naturellement a la formule

— V=i ("+P\/ DUCE JaVjmry)
(ud-ry/=1)
qui suflira pour fixer complétement le sens de lexpression imaginaire com-

prise daus son premier membre. Si on suppose

, en particulier , u=o, on
trouvera pour des valeurs positives de v,

(¢ =1 A+‘“V““ gC [ _-A+u.l\v)]+‘/ :{Sin.[ :— )-H.d(a)]}.e M= Py

we

our des valeurs ndgatives de v
2

v ____;)va-—x:i Cos.[ = A—p.l(—p)]——V.’.I,Sin. [—:—A—-pl (-—e)]%. o
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V=1 —
{ POUl’ ———————1_:3-_—_; =72+k‘/"—_1 )

- 2pC0s. a-4-(1—p2 )\ =7
- 142pSin,a4-p2 ’

pour l(r—zy —1)=h-hy =1,

r=—rc"Sink4("Cosk—r)y/ =1 ;
(10)

pour 1(l+i- V=) =k =

5

Xr= ’
¢"Sini—(e"Cos.k=1)\ =1 ’

pour 1[7Sin.0-4-(rCos.0—2)y = |=2+ky = ,

\ x =—(¢"Sin.k—rCos.0)+(¢"Cos k—rSin.0)y/ =T ;

et ainsi du reste.

Si, au contraire, on prenait pour u, ¢, #, ... quelques-unes
des fonctions

Sin.bx , Cos.bz , 2F ebx\/::;’ e(a+b\/:)x,

) R
1(xre x\/.—x), l(l—rebxv—x) s e e e e e e

a, b désignant des quantités quelconques, et 7 un nombre infé-
rieur A Vunité ; chacune des équations (7) aurait une infinité de
racines. Ainsi, par exemple , en représentant par z un nombre en-
tier quelconque , on trouverait
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[ pour Sin.bz=—o0 ,
vy ot = 2 s 2
pour Cos.bx=o0 ,
z="t 5— R x:i—i:— s cerierey x_—_-i.(f%l;-)-i s oo 3

pour ebx:_—_b—l-—/q/ -,

=0+ = )y=zamevs]s ©
bxy/

(12) pour ¢ ¢ :"—‘:ﬁ-{-lq/: R

= % [ -E—--w-—-‘/:'i.l(.a)izncr] H

pour e(a+b\/:’)x=ﬁ+lf‘/:7 ,
‘ 1(9)+( = —w) Y St eney =
= PERAVES ’
pour 1(x4re V=1 ,
\ x=iﬁ::——\'/7;—z =1,

et ainsi du reste,

() Voy le Cours d’analyse algébrique , chap. IX, (12) et (22).
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Alors la somme désignée par A se composerait, en général,
d’une infinité de termes; et par conséquent l'intégrale (4) se trou-
verait représentée par la somme d'une série infinie. Mais il arri-
vera, dans plusieurs cas, ou que la plupart des termes de la sé-
rie devront étre rejetés , parce qu’ils appartiendront a des racines
dans lesquelles le coeflicient de /7 sera négatif , ou que la plu-
part des termes seront, deux & deux, égaux et de signes contrai-
res, ou enfin que la somme de la série pourra étre facilement dé-
terminée , par la méihode que nous avons indiquée dans le para-
graphe 13 du Mémoire sur les intégrales prises entre des limites
imaginaires, 11 en résultera souvent que les équations (3) et (4)
fourniront, en termes finis, les valeurs des intégrales.qu’elles ren—
ferment. Clest ce qui aura lieu , par exemple, si I'on prend

"Cos.ax

f(x)—-w(,v) Cosbx ;

w(2) désignant une fonction rationnelle et paire de la variable .
En ayant égard aux diverses remarques que l'on vient de faire,
on déduira des équations (3) et (4) une multitude de formules

générales, propres & la détermination des intégrales définies. Je me
contenterai d’en citer ici quelques-unes.

o ., o«
En desxgnaut par 7 une quantite positive, et par 7 un nom-
bre entier , on établira sans difficulté les formules générales

(13) f D 2 =2 0

> fla —x rdx n —
(14) /. f( )+/( )- —_ ;ﬂr‘/—x) .

° 2 x24r2

- P flx)=—f(—=x) axdx n —
@y fTIEER = T ey
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(16) /‘rf<x)+f<—x)_ xﬁfﬂ — % (AN —(—) 1V =% .
x)—f(—x adx a
(17) /‘ ® )z \//i : ). = 7 L=
&) == f (a2 2dx - —
(18) :"f( l\/f; ) x:x=+r’) = [/ (0)=fry =] -
(19) e S dr=o .

—xn r—a\/=i

" +o  f(®)
20) —_— r+x\/—

/(=) _
e F o A= O

S(x) w27 AV
(22) f_m oy da=(—1)" o s ™)

f(x)
—— - ; on trouvera
l(r—x\/._.x)

———dr=2w f(ry/ —1)

Si l'on suppose f(#)=

( + o f(x)
—» lr—a\/=1

dor==—2w.f(1—ry/=1), pour r<1 ;

, Fo  f(x)
@Y e

4o f(x) . ]
\ /_co r—— dz==o0, pour r>1 ;

dz=—of(o), ponr r=1;

(*) Le T est celui de M. Legendre, de sorte que I'(m)=1.2.3......{m=n).
€est le (m==1)! de M. Kramp.
J. D. G.
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Puis, en réduisant la coustante r & zéro, on tirera de la pre-
mitre de ces trois formules

® f(x) f(—2x)

lo— 2 y= ek Sy

(24) dx:—-—zwf(\/:,') .

]

Si, dans I'équation (21), on remplace le nombre entier 7 par
un nombre quelconque « , on trouvera toujours

G -
(25) \/—oo gr—— dr=o .

Soit maintenant ¢(z) une fonction rationnelle de la variable #,
et concevons qu’aprés avoir calculé les diverses racines de I'équa-

tion E(l{) =0, on représente par A-}-k/ =i l'une quelconque de

-celles dans lesquelles le coefficient de /=7 est positif. Soient de
plus 7 le nombre des racines égales & A--ky/ =7, ¢ une quantité

infiniment petite,, et H,, K, deux quantités réelles , déterminées
par la formule

(26) H4-K,.y=1= 1 & (b =491

1.23..n dsn ’

qui deviendra simplement

(a7) HA-Ky Si=ep(lh-by/ Zids)
si une seule racine est égale & A4-/ky/ =\ .

. . , . I
Soit enfin f{x) une fonction telle que I'équation 7 =0 n’ad-
X

mette point de racines dans lesquelles le coeflicient de /=7 soit
Tom, XV1I. 13
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positif ; du moins qui ne produise dans la valeur de A que des
termes dont la somme se réduise & zéro; on tirera de la for-

mule (3)

[ (R Ho/ S £(Ahy =) o |

+ (K‘m-z—— '{mqV:-l) 'fﬁ'h‘i’;i-:—:i)‘ +au.
(28) / i:c,o(x)f(x)dxz—zw o R/ ) i@f}/:‘:l+ )
e e e .+

(k=)
+ (Kx_Hm-xV'—‘i) —_("—'_'\‘/—""" +-.u }

21,2300 (=—1)

les expressions K—Hy/ i, K,—H,|/ =], w.. devant étre rédui-
tes & moitié, quand la quantité £ devient nulle.

Ainsi, par exemple, @,b, r,s désignant toujours des quantités
positives , 6 un arc compris entre les limites o et &, A4ky/ =1

. . . 1
une des racines inégales de I'équation ——==0, et enfin w, p les

quantités que renferment les seconds membres des formules (g) ,
on trouvera

o) [ (may = (@) lem—aw [(K—Hy o)kl =)™ e ] -
@) f 12V ) dw = 2ol (K—Hy )e ™ A(Cos.bhty TisindA) k] -

an [ ij}( o+ Y >9(m)d,v‘:_m{(K‘_ff\/:.)l(x+ - e“"/:‘)+....].
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32 [ 2 i—rry Syp(a) el (K= 1Y SN (- kr—liry/ T ]
33) J ¥ 1[rSint+ (rCos0—a)y Tl g(a)a
=—aw{(K—Hy' T\ k+rSin6—(~—1rCos.0)y/ =]+ } -
@9 [0 ey = TV Tlnds
mezo{(K—Hy S50ty S, e (Cos.bht v/ SiSinbh) 4}

Foo (—aVITD
B8 f L o Tzray =y ¥

..-:——:«:{(K-—H‘/:‘.')(k-{—b‘/:}')“ s +§ )

36) [ f_:(_x‘/;‘,)"".l(x_y-}‘/: o(z)dz
Rl e = | (-
(3 )/‘+O° (—x e bx\/_: 1( + ‘/ (?(x d

—_® l(z—rx\/__;)

. () gy _ s a\/_.x
— ,w((K Hy =) (=2’ )1( + )1(.+kr-hr\/:;)
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38) [ 72PN a)da

e s (K=H =) [Cos(ae ™ Sindhyty ZiSinac Sind2)]Hm} -

-1

I e

Go) [T (—av =) wo(@)dz

a—1 e_bk.Cos.bh —bh . —bk .
= 2w { K H\=D) (—hy=5)" " e [Cos.(e ™ SindA) 4y =iSine  Sinbk)]4m }.

et ainsi du reste

On trouvera encore, en supposant r<1,
- + 23V ey NN |
(o) [ o Wre Y T playda
= aw{ (K— BN [ 1re " (Cos. bty =i Sindh) ] } <
) [F2ENVT 1V ()=

et ainsi des autres.

Enfin, si Ion suppose <5 , on trouvera,; en prenant pour z
une fonction rationnelle et paire de la variable z,
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— e*f--a2)Cos.ah=—\) " (e**==e-7")Sin ah
:——2'!5‘% (K'_HV‘_I)‘ ( ; + - 2 V __‘_ ) ‘l, ? aes [ @
(e"hgre-th)Cos.bh—\] ] (eth—e %) Sin.bh

43) /-I—oo Sin.ax o(z)dz

— 0 Sinbx

_ — {e*me-)Cos ahe=\] _; (e 4e*)Sin.ah
TS s (K—HV—I)- 3 NV ._..I 7 1l ; +.|u .
i (ebkmet4)Uo0s.b6h—\] T (e*k4e 'k) Sin.bh

et, en prenant pour p{x) une fonction rationnelle, mais impaire
de la variable z,

(44) /'i-oe Cos.awx <p(x)dx

o Sindx

e § (K Hymy, BV R Sinah )
l " (ethyert)Sinbht N Ty (etkme-t)Cosbh S

- ~+ o Sin.ax
(45) -t Cosbx (p(x)dx

—_—  (ekde-®)Sin.ahd\) T (esk—e-F)Cos.ah
.~=...m§(K_H‘/..,). e el eoe)toneh | L
(ebke-tk)Cos,bh=\""7 (etk—e-'X)Sin.bh

Comme d’ailleurs ces quatre derniéres intégrales s'évanouissent
évidemment , savoir: les deax premiéres lorsque () deviendra
une fonction impaire, et les deux derniéres lorsque ¢(x) devien-
dra une fonction paire ; on peut en conclure que les valeurs de
ces quatre intégrales seront connues pour des valeurs quelconques
de la fonction rationnelle désignée par ().

-Chacune des formules que nous venons d’établir se décompose
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en deux équations réelles , lorsqu'on égale séparément & zéro et
les parties réelles des deux membres .et les parties multipliées par

v —:i. En opérant ainsi, et prenant pour ¢(x) une fonction réelle,
on obtiendra une multiude de formules, dont quelques-unes sont

ddji connues, et parmi lesquelles je citerai seulement les suivantes :

@0 f e gyte= ot 4iCon (=) Te)
—AiSin.(1—a) ( —E--l-w)] + } .

un [ t:Cos.bx.q:(a*)dx_—_—-z»w{'K'Cosxbiz-}-HSin.blz)e""+....} .

48) [T Sinbag(a)dsm=—20r{(KSindhimHCosbh)™ 4o} .
(49) f * |(r*—2raCos 042" )p(x)dz
¢#C0s.04-rSin.¢

.y, \ Kl_[r’-—zprSin (w—0)4-2"] —aHArc. Tang.= M .} .

rCos.0—x

(50) i:Arc.Tang.= 3 olx)dz

g _ . ‘) #5in.a=rCos.0 .
lHl[r 2orSin (w—0)4-p*]+2 KArc. Tang.=— Coratromy e i
(51) / +® v, Tang.—= .?(x)dx

= Hl(x +25Cos.w4s5*)—a3KArc Tang.=

sSin.a

!
+M$ :

pslos.a
(52) f t: ¢’z).Arc Cot.z dx

2Cos.a ¢4-Cosw

+ X ) aKAre.Cotim £ +§

== Hl(x+
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Cos.bx
(53) ff_:e“ ° bL.Cos.(aSin.bx).tp(x)dx

—bk
C 1243 . -
am (& S K Cos(ae Sinbhyt Hin(ae ™ SindAy] )

(54) f +:eacos'bx.Sin.(aSin.éx)cp(x)dx

bk
Cos.bh - -
e (& O [ ECos (a0 Sin bh)—KSin. (e SindA)] 4} .

55) J 2 1 arCos bartr)p(@)de

rSin.bh

=—27 g KI{ :+2re—bk.Cos.l»ﬁ+ r’e-zbk)‘*‘f—’-HA"C-Tang-—: S rCosbh e % .
g2

+ rSm bx \
(36)/ Arc.Tang. ey wp(a)dx

.-—..«;r{Hl(l-al—zre'.-{]k.COS\Bb+rzen-:l )—2KArc.Tang.= rSin.bh }

ebk4-rCos.bh

On trouvera encore, en prenant pour ¢(x) une fonction paire
de la variable «,

Gn fF2 " sin. <_.—bx> (@)l

o {p e T K Cos (wmaw - 00) + HSin (o— a0k VR T}

1l est facile de reconnaitre les différentiations que doivent su-
bir les diverses formules auxquelles nous sommes parvenus , dans
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le cas ot 'équation —;E;)— =—o a des racines ¢gales. Si l'on diffé-

rentie ces mémes formules par rapport aux quantités @, &, r, ..
on obtiendra de nouveaux résultats, que l'on pourrait déduire di-
rectement de la formule (3). Ainsi, par exemple, si 'on différen-
tie n fois par rapport & la quantité a, l'équation (46), on en dé-
duira la valear de l'intégrale

(58) / e @) e

4 laquelle on parviendrait aussi, en posant successivement , dans
Véquation (3)

S @)=t/ Ty (= )02
S @)=y =) [—ay/ =) T ()

o.o-o.-...-o.uv‘..no.oo;

On obtiendrait encore plusieurs résultats dignes de remarque, en
intégrant quelques formules par rapport aux constantes @, 5,7, ..
Il importe d’observer que les formules (29), (34) , (35), (36)
et (39) subsistent , dans le cas méme ou l'on remplace P'exposant
réel @ par une constante imaginaire A4-py/ —;. En opérant ainsi,
prenant pour ¢(#) une fonclion réelle et posant successivement

a=)}py/ =1, a=}—py =1 ,

on établira de nouvelles équations que l'on pourrait combiner en-
tre elles, et I'on reconnaitra facilement, par ce moyen, que les
formuales (46), (57), +eeee s'étendent & des valeurs réelles ou ima-
ginaires quelconques de la constante . Si P'on décompose ensuite
chaque équation imaginaire en deux équations réelles, on obiien—
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dra les valeurs d’un grand nombre d’intégrales définies , parmi
lesquelles je citerai celles qui suivent:

Go) [ :oxA_ICOS.[pl(x)]cp(x)dx, f 2 Sin.[pl(2)]elw)dz ;

12

(60) f = sin [ Z—pemide)te * Sin [ 2ol |{ewrde

wn

(Gl)f Cos [ — —-5x—pl(x)]-—e % Cos. Li} —bx+p1(x)]§ olz)dx .

On déterminera les deux premiéres , quelle que soit la fraction
rationnelle désignée par ¢'x); et les denx derniéres , toutes les
fois que cette fraction deviendra une fonction paire de la varia—
ble a.

Aux formules générales ci-dessus établies, on pourrait en join-
dre un grand nombre d’autres, dans lesquelles entreraient des
fonctions @), X(¢) , $(#) 5 wwres des variables

uzg—z-% y v=lr—ay/=1) , W=1<l+-i—‘/-:>, i

Ainsi , par exemple , 2-{-k\/ = désignant toujours une des raci-

. I . —_— ’ Ly

nes intégrales de o et Pexpression H+4-K\/ = étant déterminée
u

par la formule (27), on tirera de I'équation (3)
+w I+x\l_—_l- dx _ H+KV-—-I %
(62) /‘,_ao‘?( PE—— )x=+r —-G’{cp(o)-{- = dron b

@) [l o

Tome XVII. : 14
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— /' g [1(:;)- —‘/:T]+<?[1(1)+ \/:]5 xr(i:r

_ Cos.k4+V—3Sin.k
=we[l(r)]—2wr g HAKYV =) o =sman ° T §

Il résulte d’ailleurs des équations (10) qu’aprés avoir cherché les

.- 1
racines de —— =0, on devra seulement admettre , dans les formu-

o(=)

les (62), celles des racines dont le module sera inférieue & l'u-
nité , et, dansla formule (3), celles qui fourniront des valeurs po-
sitives ou nulles de Cos.k. Ajoutons que les quantités H et K de-
vront étre réduites & moitié , dans la formule (62), quand le
module de Z4-ky/ =%, c’est-d~dire , y/h4k: deviendra égal a I'u-
nité, et dans la formule (63), quand on aura Cos.k=o.

On déterminera avec la méme facilité les valeurs des intégrales

(64) +ao bx\/-, [l(—-—xVZI)] rdx

ria® ?
@ [ “_’Z(‘-—W:) oll(—ay =] s

©6) J T Zoaptl(—ay =)l ;

et ainsi du reste,
On trouverait, par exemple,

(6")/' o(x )1(—xv“‘ "'mt"’ﬁ/ e M = H‘/"' 5 T

Ik—hy =)
On trouverait de méme
Y » - — 81 dx
68) /_m(~xV~x) 4GNS Py
. — K—H\/Z'i Qe
"'-‘P(\/'—l)—‘-‘”z Th—rv—0) (A—hy =) -!-i .

On aurait, par suite , en prenant pour ¢(z) une fonction paire de x
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@ Ix) I K—H\/:_x
69 [ o@) dx=—a{cp Yy s =
SOy

» o s Zi-T Cos. 2=
<7o>f ) et
° (5 ) TUED
NI B ..V BN
(V= iy V=D T

et, en prenant pour ¢(¢) une fonction impaire de x,
. o) 1
00 f T Iz

(2 )V+0@r

K—H\VS

® g1 z Sin. = +Cos. 22 (=
(72)f I =
° ( 2—) +[{=)]?

—_— I H4-KN\N— —
=w‘/_|.<p(‘/—x)+m‘§—l(—ki—-z%__:x(l[—-]z‘/:)a e b

=§c‘o(‘/:)+ S % VS

On pourrait multiplier sans mesure les formules générales qui
se déduisent des équations (2) et (3); on pourrait ensuite trans—
former les intégrales définies contenues dans ces formules, de ma-
nicre a obtenir d’autres intégrales , prises entre des limites diffé-
rentes ; ce qui sera particulierement utile , toutes les fois que les
fonctions sous le signe /" deviendront infiniment grandes, pour cer-
taines valeurs de la variable. Ainsi, par exemple, on tirera de la

formule (16)

o [l (£)sionm(= 2] 22
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= Z_ [£(r)—i(—)1y == -

Il sera pareillement facile de s’assurer que l'intégrale (58) est équi-
valente & P'expression

a0 {eermir( e (2 e

Ajoutons que, dans les diverses formules obtenues, les valeurs nu«
mériques des constantes @, &, r, 5, ... De seront pas toujours
entiérement arbitraires ; et que ces constantes devront étre com-—
prises entre certaines limites si , en les étendant au-deld de ces
limites, on rend infinies les valeurs des intégrales qui les renfer-
ment. Ainsi, en désignant par ¢(x) une fraction rationnelle dans
laquelle le degré du dénominateur surpasse de 7 unités celui du
numérateur , on reconnaitra sans peine que, dans la formule (58),
la constante positive @ doit étre inférieure au nombre entier .

Si maintenant on attribue aux fonctions f{z), f(#), (&), wuwe,
ou bien aux constantes @, &, 7, 5, ... des valeurs particuliéres,
on déduira des formules générales que nous avons construites
la plupart des intégrales définies connues, et une infinité d’autres
nouvelles. Je me contenterai de présenter ici quelques-uns des ré-
sultats les plus simples.

"% gy d —_ b
(75)[ TSI 2y T =D T
o 2

) x2=fr3 2
®© d. n — =
(76)f ! Sin. (————hc) r: xxz = —2-.ra "Cos. (-g;--br);
o —
X xa-idy = 0 xe-rdax
(7/)f° o =S’ fo e =wCotaw .

I e —
x“d dx - az
(HSE/‘ " f » 5 = - Tange— .
xr—1 x 2 2
o X=— —
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(_) zrdx o are? Sin.a¢
79 o ®3arxCos.04-r2 — Singw Sind

2 Cos.[pl(x)]
(80) f x'-{-szos 41 iiasCosigr 7

(n4-0) — (b Tim -y (g e—
. LT T 1C0s M (e =0 [ T T T Cos i w8
Sin.¢ = - )
" e —2Co0s.(2)0w)+-e i .
2ASin,[xl(x)]
(8I)f a;’-'-{-szos 041 TGt 0%
(n4-0 =m0 . - (T -
- T N Sin w0 =1 — ) 18in0(0-0)
3. = o— )
et —2Co0s.(2)w)4-¢ e
[* -] 1 +( 1 L]
e+ ()
(82) f e [2)]"der= f - L ()] 95—
o ° +7
= d”.Sec.(2aw)
= T
@® 1
x* x°—(—1) ( d
CON B dx=J l >[1<x>1"~§
. ° =z
= d".Tang.(ta=)
= T

@ ga-rmmmpeb-x dx

(84) f o - s =+ (1 Tang. % —1. Tang. = )
e -] xa-x,_xla-x d

(85) f 2 = (18in. T Sin ZH.

rde. m @ . xdx n
(SGJ Cos.bz. promesa bl j . Sinbz. prwres =-;.e"
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= rdx n xdx =
——— — Sin. b = — Cos.br.
(87)‘[ OCostx = Sin.br , j Sin.bz. i Cos.br

——zj Sm - .z-+ —> .Sin. —(x"":’)- 21

Sin.bx ® Sinbx ridx = -
(ngf x dz= .Jo x Y owadr — (1—e™) .

(90J+ I(2*—2r2xCos.04-r") o

vis

_wl( 1~42rSin.04-r%) .

—Sln& .

Cos.8— d 4
(QIJi:Arc.Tang.= sk z =w.Arc.Tang.= rCost |

rSind  14-x2
’ j lk + x:(r:-x ::m'l(r_l_ :_) .
‘ j Arc,Tang. ( ) x2+r2 z 1( 42 )
fjl(l—l-*:;; x:(:z =-—aoArc.Tang.— :{. ;
f:oArc.Tang.( i-) . :‘d:ra — _1 <l+ s

) = 1 adx
(94)./0(Arc.(]ot.x) dx::zfo Arc.Tang.-;- e =wl(2) .

1 11
xArc.Tang. — — — Arc.Tang.x
(95‘)./.' x x ] Eﬁ =z 1(2)
1 x
° [

x

14rSin.¢

(92)

(93)

x24r?

(96)‘/':%_:(——.17‘/:)0-“1(1-{—5-\/:) r‘dx =»wra_ll(x+7’>.
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(9/>_f M e L ) ey

—_— a==1 b.r p——r s . d a1 b
(98 (—xV.-,) V= l("“; V= 7—?—;7?::=2a.r e (‘+:‘).
{ +- o eax\/:_,5x\/-:—l ) da - b (1==r) -a(1-r)
- PV * Tr—av—=p 1= [ — 1, pour r <«
+ eax\’:_ebx\/:; de
+ o ex\V:  ba\_;
€ —e dx —
\ f“'°° V= Ty O P r>1.
+o .
— 1 14 — ‘/—[)
b
(loo)f = = s
— 1 (l_ x_ V -1

Gram1 —-b(x-—-r) 1o=r .
( p—— ), pour r<1

=2w(1~r)

@ 2 (Cos.ax—Cos.bz)4(Sinaz—Sinb2)l(z) 4, — -3
(101) 2 - e —=wle —e ).
. (2 )+0e@r

o “‘\/.—.x _ + oo dx
(102) — —aV=D" dz=o, —o (r—aV53)(—xVT)!

=0‘

(103) / :°e"c°s'6”(a5in.5x) “—:—= = (e—1)
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Cos.b . rde _ 7™ ae
(1c4) j::ea 0s x.Cos.(aSm.éx) vty Te G

-—bk
o aCos.bx .. . xdx = , ot
(105) fo . Sin.(aSin.bx) prar = ;(e —I) .

—-—pr
oo a--l Cos.bx rdz @ a1 e
(106) f Sin ( — ~—Sin. 5:5) 2+ra—--;r £ .

N G = O C R

(Ios)f“’ (r—x\l-—x);’:/-jrl—rx\/—x) Arc.Tang, ( )d et

® Cos.ax dx o erec ® Sinax dx = et——e?
. PP | - Y — s s _.———-
o Cosibaz 14-x2 2 ebdget ? o Sinbx bt

14x2 . 2 €

(109)

! “
T | % re (r+s)" } :

L

'@ xCos.ax dx @ eaten ® Sin.ax dx B plemp-d
S—————— I gt . - T it W S————— ‘
. —_— >
o Sindx 14-a2 2 ghemg-t

o #xCosdx 14-x2 2 eget
Les quatre derniéres formules supposent a < 2.

Dans le tableau qui précéde, on reconnait facilement plusieurs
formules établies a Vaide de méthodes diverses, par Euler et d’autres
géométres , et particulierement par MM. Laplace, Legendre et Pois~
son, et par M. Bidone , géométre italien. C’est & ce dernier que sont
dues les équations (37), les formules (75), (76), et plusieurs au-
tres sont entierement nouvelles , ou extraites de quelques-uns des
mémoires que j’ai déja publiés sur les intégrales définies.

(*) Ces deux derniéres formules doivent étre déduites, non de la formule
[ i: f(@)dr=2my S+, 4w) 5 -
mais de la formule
[ 12 ryte= oy SEAf A A —e By S

F désignant la valeur que recoit (x4yV=7)f (x4yV=1),
pour y==cc. ( Voy. la premiére partie du mémoire ).
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En désignant, avec M. Legendre, par I'(a) TVintégrale

St a—x —
j x dz ,
°

et, en suivant la méthode que j'ai indiquée dansle Mémoire sur les
intégrales prises entre des limites imaginaires ( Paris , in-4.°
Dcbure , 1825 ), on établit facilement les deux équations

/+°° ebx\/::d — i bu 1 -l
ey T@ ¢

dx _ vay Tladb=—1)

—_— (r+x\/:)“(s-—.x\/:§)b —2m(r+s> ) INECIING))

?

(110)

De ces derniéres, combindes avec la formule (102), on tire im-
médiatement

® (r—m\/_—.)~“+<r+x\/:'>

COS 5‘2: dx— 5(1-1 .e-br
2 2 (a) 5
(111)
._[ e T ST Y, WA
. = zv_l . - .—— 2 (‘) 2

-et ausst

/ P (r=ax\ 1) 4 (rxN =) ‘(s-x\/:x)‘l’+(5+x\/:;)'b dz
2 2
= n-.’ F(a+b )
" (r+ 5) “r@re
(112) ¢ _ —
.f ® rmaV Ty —raV =0 sV T (Vi)Y
° 2\/:) 2v_x
— L 1-a-0 P(a+b_l)
\ = )" T

Tom, XVII, n° IV, 1.°° octobre 1826. 15
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J'ai donné les formules (111) au commencement de 1815, dans
un mémoire on elles étaient appliquées a la conversion des diffé-
rences finies des puissances en intégrales définies, et pour lesquel-
les MM. Laplace , Legendre et Lacroix furent nommés commissai-
res. On peut, au reste , opérer cette conversion , en s’appuyant
sur la premicre des formules (110), ou sur une auntre formule qui
s'accorde avec elle, et qui a été donnée par M. Laplace.

Enfin on tire des formules (87), en faisant r=1, puis écrivant
z au lieu de 2,

® .. xdax . 2 i d
(113)  Cos.z= 3-‘[ Sin.zz, — ol Sin.z= —f Cos.zz. —
n ° 2

n o 1=-X2

Ces derniéres fournissent le moyen de remplacer le cosinus d’un
arc positif z, par le sinus d’un arc variable, proportionnel a z,
et le sinus du premier arc par le cosinus du second. Cette propriété
des formules (113) peut étre utile dans la solution de quelques

problémes. C’est effectivement a l'aide des formules dent il s’agit

que j’étais d’abord parvenu, en 1815, A résoudre la question de
la propagation des ondes, ainsi qu’on peut le voir dans la note
XVIIL, placée & la suite du mémoire déja cité.

Si, dans l'intégrale (74), on pose 2=c¢", elle prendra la forme

@1d) [ L@y e” o) ]prdp

Par conséquent , les méthodes ci-dessns exposées fourniront la va-
leur de lintégrale (114), qui ne diffiere pas de la suivante

+
/ _:P"E“"?(L"/dﬂ .

Si T'on applique la méme transformation anx intégrales (78),

(80), (81), (82), (83}, (83), (43) s weew 3 puis que L'on éerive
au lieu de p, on trouvera
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T OR g p-ax = azw
(115) dr—= —Tang. —.
2 2

€ X s =%

11t

erxemAx
(116) f raconpes Cos (ko) dw
[ 00000 (w0 T 1 Cos i (w19)
Sing .

—a2pw

e 2Cos (2)w)+e

67""—3-7"‘ . d
(I : 7) j C"+2C05 dfe-x Sm'(F“z) x

[e;a(n-{-‘) _e-f‘(ﬂ-i-‘)]sl Wm0 — f‘("' 9 e-‘u(w—é) 1Sin.M=40)

Sin.¢ — g
ol ——2Cos.(z)\cr)+ e
" Sec, —=
e +(-—l)"e""‘ rrdg— . 2
(118)j e da=(—1)" = « —g—— -

O e (e 3 Y11 @22 d".Tang. f:—
(“9)f T o= (1 T 2

—B x da"

® . b b dx
(120) / Sin. " (e"4-¢).Sin. = (e5—¢€™) =} —Sm b .
(=] 2

eX g X

D px -7 =¥
(lzl)f e*Arc(Tang.e-")—e-*Arc(Tang.e%) da _1(2);

tx,_e x

et ainsi du reste

On pourrait, au surplus , déduire directement la plupart des
équations précédentes de la formule (4), combinde avec celles gui
résultent de la méthode indiquée dans le 13.® paragraphe du 4Zé-
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moire sur les z'/zi(?grales définies , prises entre des limites Imagi-
naires.

Si l'on pose , dans la formule (62), z=Tang.{p, on trouvera

amy [ (”\/—'\dp=2u§ (o) ’f:;":/’:'j +§

ou, ce qui revient au méme,
-1 —1 +K
(123) f LoV = ol V™) 1dp WE?(OH- h+k\\//_ +. 2

L’équation (122) coincide avec I'une des formules générales que
j’al données dans le XIX.® cahier du Journal de I'école polytechni-
gue. De plus, si, dans I'équation (123), on fait successivement

fw)y f(u)
pW= e  el)=—

[— —

u

r désignant une constante positive , et f(x) une fonction qui con-
serve une valeur finie pour toutes les valeurs de z , réelles on

imaginaires, dont le module est inférieur 4 l'unité; on trouvera,
pour r<1,

£PV = (e—p\/:',‘) ; .
f 1—repv—~+ x—re-.p\/:I } =" (O) ’

= p\/ =, —rVIT
j % f(e

+ ) } dp=wf(r) ;

(124)

Nl

rere PV PV=1

} S 4

pOlll’ r—i
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’ =\ & V=i, fre T V=i ) | 3 .
S % e+ sl

(125) '
J s

et enfin, pour 7> 1

j ﬂ%g f;;;’_ + fc;.:/j_x_)l %dp:m[f(o)—f( ;)] ,

1—re

j Wl f(ep \/:-I-) + f(e_l’\/:?)
‘ —-pV =1 pV=1

o 1=re 1—r¢

WV PV Dt i1
_epV: p_—"m (l) 2

1—e F V=i 1

]

dp—o .

Lorsque , dans les équations (124), on suppose r=o, elles se
réduisent 3

(2 f 3 YTV T gt

Si, dans celle-ci, on remplace f(#) par f(5-4=) , et les limites
e, @ par —w, =+ , on conclura

(128) f LV dp=ol)

De méme, si aprés avoir différentié n fois, par rapport a la
quantité 7, la seconde des équations (124), on y remplace f(=)
par f(¢-+x), on en tirera, en posant r=o,

. 4= =\ 7 , PV: _ 2m ‘d".f(b)
(1_9) f—we ‘f\b+e )dp-— 1.2.3...0 don °
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Ces diverses formules, que j'ai données dans le Bulletin de Iz
société philomatique,, s'accordent avec d’autres formules du méme
genre , obtenues par MM. Perseval , Libri et Poisson. Il est facile
de les étendre A des valeurs négatives, ou méme & des valeurs
imaginaires des constantes r et 5. Ainsi, par exemple, on recon-
naitra sans peine que les équations (124) subsistent pour toutes
les valeurs de 7, réelles ou imaginaires, dont le module est in-
férieur & l'unité, La seconde de ces équations, présentée sous la
forme

+6 f(ep\/:;)

—T x—-re—p V:

(130) f(r)= ;!; dp ,

offre évidemment le moyen de convertir une fonction donnée de
r, considérée comme variable, en une intégrale définie, dans la—
quelle la fonction sous le signe se réduise & une fraction dontle
numérateur soit indépendant de r, et le dénominateur une fonc-
tion linéaire de cette variable. :

Si, dans l'équation (122), on pose successivement

. fu) f(u)
plo)y= ————<, plu)= ———7""77 3
r—- (u—{- " ) T+ = (u—{— =

r désignant une constante positive, et f(z) une fonction qui con-
serve une valeur fixe , pour toutes les valeurs de #z , réelles ou ima-
ginaires, dont le module est inférieur & l'unité; on trouvera

= o PN —PV—:
(131) f f(e y+-fie ) dp
°

2 ' r—=Cos.p

__ fr=(=r)* T —flr4-(=r) VT

——

2(1—r) YT
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SN ANt CRAGR R
- o ’ 2 * r4-Cosp

L ¥
fl=rde(1=r) ¥ T = f[—r—(1—r)) VT

" T .
2(1==r2)\ T

et pour r>1,

LY e VTN i)
(133)‘[ f( )+f(8 . dp — f[r (" —!)] o

r—Cos.p (r’——x)"
= f(cpv— ')+f(e_p\/‘ ) dp fl—r~-(r*—1) %]
(134) - = : T .
° 2 r-4-Cos.p eyt

Si, dans l'équation (122), on remplace la fonction

o) =¢ ( :Z\{f_ >"<P( AL

par l'un des produits
ey Tive@ »,  —ay e, (F VI

R RO e O G-I YO

¢ (—aVT)e ,
=) * Tamevm P07

on trouvera successivement

(w35 f 17 (v =irang L Y eV
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g, HAKV=i [ 1=—b—kVI7\
=20 ¢(0)+ TS < 1ththy Ty ) +§ )
4= ap —_—r ap
Cos. ——/ =1 8Sin. — —
(136)/ - — ‘?(ep\/q)‘dp
— [ Cos. E)
=2+ {cp(o)—!—- %(‘4‘54']“/:) —a+.;..i .
CONY B V=T P

——ontts H+KV:—I / —_)" y
—=a ,mz?(o)-{- N (t—bomelty/ =3) +....§;

(138) j _f: 1 ( —{/ =5 Tang. Z—)cp(ep\/:;)dp

{ HYKV=: \—h—k\/ T )
U a4kV ° N\ 1hthy S e

(‘39)f+ [lCos Ta4Lpy= }P(GP\/-x

-—.2wg 0(0)1(1)+ ’:if\)"‘ A HHEN=D) +;

(140) /’.i: 114/ =1.Cot. Z— ) (e pv':-;)dp

—— 2@'3 ?(0)1\ v ﬂy‘:—-‘- l ( ‘l'-i:,f!‘;—;— )+-umu } .

hthy X a
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([41) ‘/‘|+"3 1Cos. -———'“ \/"" pv:)dp
_m(lbos Ld )-{-( )

H+K\[_ 1 T §
htkv = " 1)—I(idhthy ST e -

= 1Cos. ————V—r VT
(142) f _F(—v-rTa“ “)(mos e ) v

{ (o) + H{KYTS ( 1—h—k\=7 ). I
) hihVT \ 14hthy T /) N@=10+b+k )

117

o be
—— 31() o)+

Tme—2

Fo

et ainsi du reste.
Par suite, si l'on prend pour ¢(z) une fonction réelle de z
qui vérifie la condition -

(143) ‘P(”)=‘P< ;—) '

on trouvera

eP\/ 1) —pV =T 1
(144) f At . (Tang L

H4-KV=i f —h—hV=3 Y § i
S O+ = < = ) T

Cos. - z

. —_— — li}_?_‘
O o Y

—dp
2 (Cos.g)
2

Tom, XVII, 16
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=20 {p(0)+ VL (1ot ity =) T {

({46) f‘" ¢(ep\,:)+¢<e-pv—!) COS bt (‘Ef—p)
° 2 (Sm —)

—ote { o(0)+ -’?ngf_(.—ﬁ—w.—_;)--_{-..,.} .

7 o ePV =Ty g PN—1
(147) j e *1Tang. (2 )35

_ (H-}-K\l:{ 1—h—k\J T §
C TN 1+h+h\/- )+

PV PV:T
TUNY A CRASITY X

2

H. - 29 2V e

=o! @+ T 1 =D)LL,
eV Ty poe PV~

(149) j ] e 1.5in. 2 4p

=} 9+ ey Heoee |

— 1.Cos. %
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H4K\TT

’ (o) X
)= btk =3 " 12)=1(1khthy =) +§ 3

=Y ]
?. I

+

et ainsi du reste,

Si, au contraire, on prend pour ¢(z) une fonction rationnelle
qui vérifie la condition

(151) e=—s( 1),

en trouvera

AV A N AVary
(152) j # 2)\/ o ) (Tang L )dp

= T e VT (oS Yy

Sin. ** Atk = \ 14hthv—
2
—_f— . ap
(153) f ¢(e\/ 1 —0(e p\/—'l‘) SIH.T d
° EAV jumry Cos. 2 \a' P
2/

HyKY=S

=20 {o(OrF o= (b Bk S } :

(154)

fw ¢(epv.?:)_¢(e—pv: Sin. < (w—p)
° V= (Sm p—)a

V=2 ek ) } X

—_—

H4-KV=7
hpky

. = aePV =1 PV,
(155) f . p pdp

—1

=2 § 9(0)+ 1,
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1 H4-Ky5 BN B2V juwyrt
=—2w§?(o)l(~,~)+ ’—“hiki;,;:‘—.‘l( Y ) +.3.
- ® 4,(5”\,:'—'-)_4,(8"}’\/:) ipdp
wey J VT _
o 1V =1 ( ;“) +< 1.Cos. ;)
= { ¢(1)= i(i)__. H4-KV = 1 ,,
N ko) hthver L) =lO4h4iV = _§ ’

et ainsi du reste.
11 serait facile d’apercevoir les modifications que doivent pré-
senter , dans les seconds membres de ces diverses équations, les

h.] e r 1
termes correspondant 3 des racines égales de 0"
u

Lorsque la fonction ¢(z) est rationnelle, les valeurs de l'expres-
sion imaginaire A-}-ky/ =1, C'est-d-dire, les racines de I’équation

v =" sont en nombre fini; et par conséquent les valeurs des
u

intégrales que contiennent les diverses formules ci-dessus établies,
se composent d’un nombre limité de termes. On ne doit pas ou-
blier que, dans ces formules comme dans ’équation (122), on

. . . , . 1
doit seulement tenir compte des racines de I’équation 3 =0 dont

le module est inférieur & 'unité, et réduire & moitié tous les ter—
mes correspondant aux racines dont le module est précisément
égal a 1. \

Il est encore essentiel d’observer 1.° que les formules trouvées
cessent d’étre applicables , toutes les fois que les intégrales qu’elles
renferment deviennent infinies ; 2.° que de ces formules on en
peut déduire un grand nombre d’autres , par des différentiations
ou des intégrations relatives & la quantité 2 ; 3.* enfin, que cette
constante 2, dans les équations qui la renferment, peut recevoir
des valeurs réelles ou des valeurs imaginaires.
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Si maintenant on attribue aux fonctions f(#), o(z), ou bien
aux constantes r, @,... des valeurs particuliéres, on déduira im-
médiatement des formules ci-dessus établies les valeurs d’un grand
nombre d’intégrales définies, dont plusienrs étaient déja connues,

Je me contenterai de citer ici quelques-uns des résultats les plus
simples.

r-i-s- —np\| 1 1-|-b=p\/:;d _ 2
(157) —_— p=2e 12300

(158) j (Tang = )dp_
Cos. —
T Cos. 2 “ Cos. — (m'—p)
(159) '———-2’,—':' dp= dp=2'w.
© (COS':) (Sm. —-)
~ (160) j ” 1.Cos. L dp= j "LSin. 2 dp=wl(d) .
-] 2 o 2

= pSmp » 14-Cos.p _
(161) fo +—Cosp __f Stp pdp=2w.l1(2).

ICos L .
(162) f ( )+<lCO p dp:w["’" 1(z>]'

2

P Tang -
(163) f ( >+(l Cos, _-) l(z)

On trouvera de méme, pour 7<1,
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fﬂ 2P _pdp=tol(itar)
o

r—Cos p
= Sinp — .
j P-Hmsppdp wl(2—2r) ;

et pour r<4,

(164)

= Sin.
f oo Pdp=tol(rte)—el(rty i)
(165) 2

Sin.p : . ’
i j r‘l‘COs.p de:_wl (2 r—2:+wl(r+ ‘/12—-!) .

On trouvera encore, pour <1 ,

n 1~rCos.p P\ f—r
jo 1—2rCos.p4-rs ( Tang. 2 ) dp_. [1——( )]

(166)
= rSin.p P\ —r
/ o 1—arCosptr (Tang' =)= 2Sin. 2= [ 14r )]
| i Cos. 22
1=—rCos.p .
f 1—2rCos p4-r2 - =2 w[14+(4r) ],
° ( Cos. —)
(167)

ko) ap

: Sin, —
rSin.p
1—2rCos.p4r3 _"'_P'— dP_2“" w[x—-( +r)"]
( Cos. — )
o -

\
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| = ’
1==rCos p Cos. "'(‘U—p) .
1—arCosptrs * dp=2"" w[14(1—r)] ,
(]

ey

© rSin.p Sin. —('w——p) ) ‘
R e

(168)

\
(169) J 1-—1;(;5)::::4 1. Tang, dp:— l( :::
f:—l:lzl:éi-i;g_—r—z— .ICos.g dp= %l( 1::- ) R
f - T_z:f:““:%‘r‘ plp=mwl(14r) .

= 1=—rCos.p .. p = T—r
(171) j° m.l.&n. -;dp—- —2-1( i

. j" 1=rCos.p 1.Cos. I p n [ b .
o 1=2rCosp+rs )+ (l Cos. __) I(2) + Y2)=1(1+4r) ._] ’

(170)

(172) ¢
= rSin.p ® [__1- _ 1 )
j o 1—arCos.p-ra ( )+(1COS _.) I(2) 1(2)-1(I+r)] ’

et ainsi du reste.
On trouvera, au contraire, pour r*>1,

/ 2 1—rCosp Fem1
fo 1—2rCos p-4-r (Tang \ 2Cos i [ (""i‘l J

(173) ) = rSinp ‘ r—1 \«
f. 1~=2rCos.p4-r2 (Ta ng: ——> dp 2Sin. [ (1+1 >] *

\
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(7 et oy
1—2rCos.p4rs * Sin }7 I]
. 7
(174)
= rSin.p Sin — (m‘-p) i ( rr O\
-_— ol 1—
1—2rCGos.p4r2 s P [ ]
- ) (sin-%)
b t-—-rf'osp - (m‘ p) 4 r—1 )_G
. p=2"w| 1— | — ,
1——:.r(.ospa[-rz [ ( r }
° (Sm
(175) <

. a .
rSin.p‘ Sin, '; (w_]’) . ret \-#
e !

1—3rCos.p4ra a r

° (Sin. ’—:- )

(176) f I::Z‘(j:;ir lTang.!:—.dp:: % l( :j: ) ;
f 7__1=rC%P ) Cos. E—.d;;_-—_-._. " 1(.’;*_‘ ) ,
o 1—arCosptra 2 2 ;

J: x—:f::+r pip= @1(_'_‘.“_’

(178) = v—rCosp 1Sm 4 dp.—--—l(

o 1—2rCos p4ra pra

[ 4

(177)

l Knnd §



DLFINIES. .

[§]
(9]

j = 1=rCosp 1Cos.p. - r ) ']
1—2Cospgrs [ P\ R4 — = 2l 1 ’
. P <’2)+(1.Cos. 3 1(2)“1<"‘*‘7)

(179)

= rSin.p ip ]

o 1=—artos p--r3 .( £_>J+/1 Cos P )‘ - l 1+r l(z)
3 \ 2

et ainsi du reste.

Si l'on développe, suivant les puissances ascendantes de 7, les
deus membres de chacune des équations (166), (167)....(172),
on obtiendra de nouvelles formules, que l'on pourrait déduire
directement de léquation (122), étendue au cas ou I'éguation

1

o)
désignant un nombre entier quelconque,

f: Cos.np( Tang. %)dd'”

= a(a—1)...(a=—n+1) [1+ n a , mon—1 a(a4-1)

—o a des racines égales. On trouvera de cette maniire, »

:(—l)".

2Cos. — 1230 I a—ng1 ' 1 2 (a—n41)(@—nt2)
2
(180) ¢
aT ., p- a
fo Sin.zp (Ta?g. ;)dp
i Se=Due=min [ o e non—t  a(adD)
—( [) 28in. 2 . 123 Ll+ 1 a—nt1 + 2 (@a—n—1)(a—n42) |
[ \
f Cos. 2p.Cos.. .__( Cos: __) dﬁ (—l) P a(a+:)2--;-5(a-jl—n-—l) ,
(181)

12J weld

Tom, XVII. \ 17

j Sin.zp.Sin. = (Cos _) d/?—(-—x) ‘2.“. la(a+1) (a4n—1) .

e ]

+_] .
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La formule (157) et les formules (181), quand on y remplace
a par —a , peuvent s’écrire comme il suit:

— V=
4= —-np\/_.+bep . 2= N
(182) —a° Y=oy

waOS‘np.Cos.2((]05.2-)”(];),: . rlet) ’

° 2 2 24+ I'(n+d1).I'(@a—n+41)

(1383)

7 o, . ap Py _ = i r'(a41)

.[OSIH.IZPSln.—-;(COS. 2 )dp- 2*t! I(n+1).0(a=n+1)

Si, dans les équations (111) et (r12), on pose r=o0, ou r=r,
s=1 et w=Tang.!p; on en tirera successivement

, @ -t d
f (Tang. ?—-> Cos. <5Tang. 71) P e By
° 2 2 Jgos2 B

- an
: I'{a).Cos. .

& -a d =
j <Tang.—’;—> Sm.(&Tang.%) P — N/ S
° C
[ )

27 (a).sin. 2
08. " I'(a).51n. "

= ap P\ Ao 4 = det _u-g
fo Cos.T( Cos —2-> Cos. ( L Tang. :)dp___ o N A

@ . 2}1 L as2 s E_\ - 7 et N
f° Sin, - (Cos - ) Sin. ( bTang. - ,d’n—"?(:)—'& et

2 . \ -8 at-l-2 b _
j°< Sin. % ) ( Cos. p:) .Cos. __;’_’_ dP= K — , r'lfa-i-b 1) ,
2= (a).T(®)

(18

Cos
(lf’?ﬁ) ! 2
| n . ] ad-b—2 —
’f (Sm. ’l> (sm. ﬂ) Sin. Ldp= — | Flatb=n
(< ° * : 2 an * Tr(a)T@)

Sin. —
‘2
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a

~afb_2 - _
(Cos ) «Cos. ——-Cos. i —dp=—"—. Platb—1)

2°rb—1  r)re)

oti-r . b _
3‘[ < COS- ‘p' ) .S]n. gz. 'Sln' __}_,_dp: n . F(G+b I)
2 2 2 gumb—1 I'(a) F(b) .

- at-bed ( b—a \ __ m Ta4b—1)
(./‘ Cos .COS- /pdp .L—i—b-—l : r(a) r([)) ’

(187)

(188)
teb—2 a
fW<Cos. 2 .Cos.(
) 2
Les deux dernieres formules peuvent étre remplacées par la sui-
vante

; . n l‘(a-{-t)
(‘89)j (Cos.p)*Cos.bp.dp= — - 17 — H
o1 a ﬁ/ a
° r( 2 "{"‘)'1 \ 2 +'l>

que lon déduit également des équations (183) , dans le cas par-

. . . a . . .
ticulier ot la demi-somme équivaut a2 un nombre entier.

La formule (189), dans laquelle les constantes & et  peuvent
recevoir des valeurs réelles ou des valeurs imaginaires , cesse d’exis-
ter, toutes les fois que l'intégrale contenue dans le premier mem-
bre devient infinie ; par exemple, quand la constante ¢, ayant une
valeur réelle, devient inférieure & —1.

Si, dans la méme formule, on remplace & par 4y/ =7, on trou-

vera
= 5 -
(190) j " (Cosp”. 2’:—55 dp
©

I'(a+l)

=2"+l -x - x ’
[f at (-‘Ob—-é dx +[f .T'bec.-—e de




