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CONTACTS DES CONIQUES. 3y
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GEOMETRIE DE LA REGLE.

Théorémes et problémes , sur les contacts des
sections coniques;

Par M. Pruker, docteur de I'Université de Bonn.

VAV WAVVVVVIVVIVIAANNANA:

ON sait que, pour déterminer une conique sur un plan, il faut
cinq conditions distinctes, et déja M. Brianchon a traité tous les
cas ol ces conditions sont de passer par des points ou de toucher
des droites données (*).

Mais on peut aussi exiger d’une conique cherchée qu’clle ait avec
une conique déja tracée un ou plusieurs contacts d’ordre plus ou
moins élevés et compléter ensuite les conditions du probléme , en
observant qu’un contact simple, en un point donné, équivaut i
deux conditions qu’un contact du second ordre , en ce méme point,
équivaut a trois conditions, et en observant aussi que deux co-
niques tracées sur un méme plan ne peuvent avoir au plus entre
elles que deux contacts simples ou un contact unique du troisiéme
ordre:

Ces considérations donnent naissance 3 une série de problémes
curienx qui ont fait le sujet des recherches de M. Poncelet, dans
son Traité des propriéiés projectives des figures. Ce que nous nous
proposons ici est de considérer quelques cas de cette théorie qui

(*) Mémoire sur les lignes du second ordre ( in.8.0, Paris, Bachelier , 1817 ).

Tom. XVII, ne II, 1.°* qodt 1826. 6



38 CONTACTS

reposent sur des considérations fort simples et conduisent & des cons=~
tructions qui ne le sont pas moins. Elles ont I'avantage de se dé-
duire toutes de deux lemmes fondamentaux qui en sout comme
Vexpression générale , et que nous allons d’abord établir.

Le sujet de ce mémoire étant éminemment du nombre de ceux
ot les propositions se correspondent deux & deux; afin de rendre
cette correspondance plus apparente, nous lui donnerons la forme
déja adoptée en divers endroits du présent recueil (*).

Soient A, B, C, F les quatre Soient A,B, C, T les quatre
s ’ ’ q s Dy >

points communs a deux coniques, tangentes communes a devx co-

tracées sur un méme plan. Par niques tracées sur un méme rlan,

les deux derniers C , F soient me- Sur les deux derniéres G, F scient

nées arbitrairement des sécantes pris arbitrairement des points par

lesquels soient menées deux tan-
pectivement la premiére en D et gentes D et E & la premiére courbe
E , et la seconde en D/ et E/; et deux tangentes D/ et E/ 3

aux deux courbes, coupant res-

ala
les hexagones ABCDEF et ABC seconde ; les hexagones ABCDEF

D/E’F seront respectivement ins- et ABCD/E/F seront respective~
crits & ces courbes. Soient donc tivement circonscrits & ces cour—
G le point de concours de DD/ bes. Soient donc G la droite qui
et AF , et soit H celui de EE/ joint le point DD/ au point AF,
et BC; par le théoréme de Pas- et soit H celle qui joint le point
cal (**), le point de concours de EE/ au point BC; par le théc-
AB soit avec DE soit avec D/E/ réme de M. Brianchon (**), la

(" Voy. la pag. 157 du tom. XV et les pag. 209 et 385 du tom. XVI.
Il faudra se rappeler au surplus qu'une lettre unique exprime un point dans
la colonne de gauche et une droite dans celle de droite, tandis que deux
lettres expriment la droite qui joint deux points, dans la colonne de gau-
che, et le point d’intersection de deux droites, dans celle de droite,

(**) Consultez , pour la démonstration de ce théoréme , le présent vecueil

tom. IV, pages 78 et 381, tom. XIV, pag. 29 , tom, XV, pag. 387 , et
tom, XVI, pag. 324.
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devra étre en ligne droite avec
les deux points G et H; ce qui
revient & dire que les trois droi-
tes AB, DE, D’E/ doivent con-
courir en un méme point K; on
a donc le lemme que voici :

LEMME I. Deux coniques
étant circonscrites & un méme
quadrilatére ; si , par les deuz
extrémités d'un méme cété de ce
guadrilatére on méne aux deux
courbes des sécantes arbitraires ;
les cordes menées a ces courbes,
par les points ou elles seront res-
pectivement coupées par ces sé-
cantes , iront concourir {outes
deux sur lo direction dn chtéd

opposé du quadrilatére (*).

Lorsque deux coniques circons-
crites & un méme triangle ont &
I'un de ses sommets une tangente
commune , et ontconséquemment
un contact simple en ce point;
rien n’empéche de les considérer
comme circonscrites & un méme
quadrilatere, dont un c6té, d'une
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droite qui joint le point AB soit
avec le point DE, soit avec le point
D’E/ devra passer par le point de
concours de G et H ; ce qui revient
& dire que les trois points AB,
DE , D/E’/ devront appartenir a
une méme droite K; on a donc le
lemme que voici:

LEMME 1. Deux coniques
étant inscrites @ un méme qua-
drilatére ; si, sur les deux cd-
tés d’'un méme sommet de ce qua-
drilatére on prend arbitrairement
deux points par chacun desquels
on meéne des tangentes aux deux
courbes 5 les points de concours
des tangentes respectives & ces
deux courbes seront en ligne
droitc avec le sommet opposé du
guadrilatére (*).

Lorsque deux coniques inscri~
tes d un méme triangle touchent
I'un de ses cOtés au méme point ,
et -ont conséquemment un con-
tact simple en cepoint ; rien n’em-
péche de les considérer comme
inscrites 4 un méme quadrilatére,

)
Py

dont un angle, égal & deux droi-

(*) On doit remarquer qu'il ne s’agit pas seulement ici de quadrilatéres

convexes , mais encore de quadrilatéres dans lesquels deux cotés opposés se

couperaient entre les deux autres.



4o
longueur nulle , est dirigé sui-
vant la tangente commune; no-
tre Jemme est donc encore appli-
cable & ce cas ; et, en lappli-
quant tour-a-tour aux différens
cotés du quadrilatére devenu trian-
gle , on obtient les théorémes sui-
vans :

THEOREME 1. Deuz coni-
ques étant circonscrites & un méme
triangle et ayant ¢ lun de ses
somimnels une tangente commune s
si , par ce sommet, on méne
deux sécantes arbitraires & ces
courbes et qu'on méne ensuite &
chacune d'elles une corde par les
points ou elle esi coupée par ces
deux sécantes ; les deus cordes
ainsi menédes iront concourir sur
la direction du cdié opposé du
triangles

THEOREME II. Deuz coni-
ques élani circonscrites & un méme
triangle.et ayant & lun de ses
sommels une tangente commune ;3
si , par chaque exirémité du cbté
opposé , on méne une sécante ar-
bitraire aqux devxz courbes, et
qu'on méne ensuite & chacune d'el-
les une corde , par les poinis ou
la coupent les deuz sécantes ; les
deux cordes ainsi menées iront
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tes, & ses deux cotés dirigés sui-
vant la tangente commune; no—
tre /emme est donc encore appli-
cable & ce cas; et, en Pappli-
quant tour-A-tour aux différens
cdtés du quadrilatére devenu trian-

gle, on obtient les théorémes sui-
vans :

THEOREME 1. Deux coni-
ques étant inscrites a un méme
triangle et touchant un de ses
cités au méme point; si, sur ce
coté , on prend arbitrairement
deux points , et que par ces points
on méne des tangentes aux deux
courbes ; les points de concours
des deux couples de tangentes
a ces courbes seront en ligne droite
avec le sommet opposé du trian—

gle.

THEOREME I1. Deus coni-
ques étant inscrites ¢ un méme
triangle et touchant un de ses cé-
1és au méme point ; st, sur chacun
des deux autres cotés , on prend
arbitrairement un point , et que ,
par chacun des deux points ainst
choisis , on méne des tangentes
aux deux courbes ; les points de
concours des deux couples de tan-
gentes & ces courbes seront en
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concourir sur la tangente au som-
met opposé.

THEOREME Ill. Devz co-
nigues élant circonscrites @ un
méme trigngle et ayant & lun
de ses sommets une tangente com-
mune ; si, par chacune des ex—
irémités de lun des ciotés adja-
cens @ ce somuiel, on mére une
sécante arbitraire aux deux cour-
bes, et qu'on méne ensuite & cha-
cune d'elles une corde, par les
points ou la coupent les deux sé-
cantes ; les deuzx cordes ainsi me=
nées iront concourir sur [lautre
coté adjacent & cet angle.

Ces théorémes donnent la so-
lution du probléme suivant :

PROBLEMZE 1. Une conique
étant donnée et irois points étant
donnés sur son périméire , déter~
miner , en n'employant que la
régle seulement , tant de points
gw'on voudra d'une autre coni-
que qui touche la premiére en l'ui:
des points donnés, la ecoupe avs
deux autres et passe en outre par
un quatrieme point quelconque
donné sur son plan.

Solution. Soient A, B, C les
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ligne drotte avec celui ow elles
touchent le troisiéme cété du trian-
gle.

THEOREME I1I. Deuz co~
nigues élant inscrites @ un méme
triangle et touchant un de ses cé-
tés au méme point ; si , sur cha-
cun des deux cotés de l'un des
sommets adjacens , on prend ar-
bitrairement un point , et que ,
par chacun des deux points ainsi
choisis , on méne des tangenics
aux deux courbes ; les points de
concours des deux couples de tan—
genies & ces courbes seront en
ligne droite avec lautre sommnet
adjacent auméme cdté du triangle.

Ces théoremes donnent la so-
lution du probléme suivant:

PROBLEME I. Une conique
étant donnée , et trois tangenies
& cette courbe éiant aussi don-
nées , déterminer, en n’employant
que la régle seulement , tant de
tangenies qu'on voudra & une au-
Ire conique qui touche la pre~
miére ¢ son point de contact avec
lune des targentes donnée , tou-
che les dewx autres tangentes don-
nées et touche en ouire une qua-
triéme droite quelconque donnde
sur son plan.

Solution. Soient A, B, C les
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trois points donnés sur le péri-
métre de la premiére courbe, et
soit P un autre point quelcon-
que de son plan; tout se réduit
A trouver un quelconque des
points d’une autre conique qui
touche la premiére en C, la
coupe en A et B, et passe en ou~

tre par le point P.

Pour cela soit menée la tan—
gente en C A la courbe donnée.
Soient menées A cette courbe ,
par le point G, deux sécantes,
I'une CP et lautre arbitraire.
Soient respectivement D et E les
points oll cette courbe est cou-
pée de nouveau par ces sécan-
tes, Soit F le point ou la tan-
gente en C est coupée par la
droite DE., et soit menéde FP ;
cette droite coupera la sécante CE
en un point Q qui- appartiendra
( théoréme I ) A la courbe cher-.
chée.

Autre solution. Par les points
Aet B, soient menées & la courbe
donnée deux sécantes , la pre-
miére AP et lautre arbitraire.
Soient respectivement D et E les
points ol cette courbe est cou-
pée de nouveau par ces sécantes.
Soit F le point ou la tangeate

CONTACTS

trois tangentes données & la pre-
miére courbe, et soit P une au-
tre droite quelconque , donnée sur
son plan; tout se réduit & trou-
ver une quelconque des tangen-
tes & une autre conique qui ton—
che la premiére & son point de
contact avec G, touche les tangen-
tes A et B et touche en outre la
droite P,

Pour cela soit déterminé le point
de contact de C avec la premiére
courbe. Soient pris sur C deux
points, 1’'un a son intersection avec
P et lautre arbitraire. Par ces
deux points soient mendes res—
pectivement des tangentes D ~et
E 4 la conique donnée. Soit joint
le point DE au point de con-
tact de C par une droite F. Par
le point FP et le point CE soit
menée une droite Q ; cette droite
sera ( théoréme I) une nouvelle
tangente & la courbe cherchée.

Autre solution. Sur les tan-
gentes A et B, soient pris deux
points, I'un AP et l'autre arbi-
traire, Par ces deux points soient
menées respectivement a la courbe
donnée deux tangentes D et E.
Soit F la droite qui joint le point
de contact de G avec le point
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en C est coupée par la droite
DE, et soit menée FP ; cette
droite coupera la sécante BE en
un point Q quiappartiendra ( zAéo-
réme 1I') A la courbe cherchée.

Troisiéme solution. Par les
points A et G, soient menées a
la courbe donnée deux sécantes,
la premiére AP et l'autre arbi-
traire. Soient D et I les points
out cette courbe est coupée de
nouveau par ces sécantes. Soit
E l'intersection de DF et de BC.
En menant PE, cette droite cou-
pera CF ( théoréme I11 ) en un
ncaveau point R de la courbe
cherchée.

Remaorgae, Cetie derniére so-
lution a sur les deux autres la-
vartage qu'elle n'exige pas que
I'on méne la tangente par le point
C.

$1 lon concoit que l'angle ar-
bitraire des deux sécantes du théo-
réme I diminue jusqua devenir
nui , les deux cordes deviendront
des tangentes, et il en résultera
le théocéme suivant:

THEOREME 1V. Deux coni-
ques élant circonscrites & unméme
triangle et ayant & lun de ses
Somrnets une tangente commune
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DE, et soit joint FP au point
BE par une droite Q ; cette droite
sera ( théoréme II ) une nou-
velle tangente & la courbe cher-
chée.

Troisiéme solution. Sur les
tangentes A et C, soient pris
deux points , le premier AP et
Pautre arbitraire , par lesquels
soient mendes a la courbe don-
née les tangentes D et F. Soit
E la droite qui joint le point DF
au point BC. En joignant le point
PE au point CF par une droite
R ; cette droite sera ( zhéoréme
IIT ) une nouvelle tangente & la
courbe cherchée.

Remarque. Cette derniére so-
lution a sur les deux autres l'a-
vantage qu’elle n’exige pas que 'on
détermine le point de contact de
la tangente C.

Si l'on congoit que la distance
arbitraire entre les deux points
du théoréme I diminue jusqu’a
devenir nulle, les points de con-
cours des tangentes deviendront
des points de contact, et il en
résultera le théoréme suivant:

THEOREME IV. Deux coni-
ques étant inscrites & un méme
triangle et touchant un de ses
cotés au méme point ; si, sur
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si, par ce sommet , on méne une
sécante arbitraire & ces courbes,
puis des tangentes par les points
ou ceite sécante les coupe ; ces
deux tangentes iront concourir
sur la direction du cb1é opposé
du triangle.

On pourra, d'aprés cela , ré-
soudre le probléme suivant:

PROBLEME 1II. Une coni-
que étant donnée, et irois points
étant donnés sur son- périmétre ;
déterminer, en n'employant que
la régle seulement , tant de pornts
gu'on voudra d'une autre coni-
que qui touche la premiére en
lun des points donnés , la coupe
aux deux autres et louche en
outre une droite quelconque , don--
née sur son plan.

Solution. Soient toujours A ,
B, C les trois points donnés ,
sur le périmétre de la premiére
courbe ; C étant encore celui d’en~
tre eux ol elle doit étre touchée
par la seconde..

Soit F le point oli AB est-cou-
pée par la. droite donnée. Par. ce
point F, soit menée une tan-
gente a la courbe donnée, et
soit T son point de contact avec
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ce cdté , on prend arbitrairement
un point et que de ce point on
méne des tangentes aux druzx
courbes ; leurs poinis de contact
seront en ligne droite avec le som-
met opposé du triangle..

On poura, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant :

PROBLEME Il. Une coni-
que étant donnée , et irors tan-
gentes & celte courbe élant aussi
données ; déterminer, en n’em—~
ployant que la régle seulement,
tant de tangentes qu'on voudra
& une autre conique qui touche
la premiére & son point de con—
tact avec lune des tangentes don-
nées , touche les deux autres tan-
gentes données. et passe- en outre
par un point quelconque, donné
sur le plan de la courbe.

Solution. Soient toujours A,
B, C les trois tangentes données
a. la premiére courbe; C étant
encore celle dont le point de con-
tact doit lui étre commun. avec
la seconde..

Soit F la droite qui joint le
point AB au point donné. Par
un des points ol cette droite F
coupe la courbe donnée, soit me-
née une tangente T & cette courbe.
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elle. En menant CT, coupant en
P la droite dennée, ce point P
sera ( Théoréme IV ) son point
de contact avec la courbe cher-
chée ; de sorte que le probléne
se trouvera ramené au précé-
dent.

Remargque. Comme , par le
point F, on peut mener deux
tangentes & la courbe donnée,
on aura deux points de contact
T, et par suite deux droites CT
et deux points P. Le probleme
a donc deux solutions.

Lorsque deux coniques n’ont
qu’une seale corde commune et
se touchent aux deux extrémi-
tés de cette corde, la corde com-
mune peut étre considérée comme
deux cotés opposés et égaux d’un
quadrilatére inscrit, dont les deux
autres cotés opposés, d'une lon-
gueur nulle, sont dirigés snivant
les tangentes aux deux extréni-
tés de cette corde; notre Lemme
ne cesse pas pour cela d’étre vrai
et applicable aux divers cdtés da
quadrilatére ; et il en résulte alors
les théoremes suivans :

THEOREME V. deux coni-
ques ayan! une corde commune

Tom. XVIL
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En joignant le point CT au point
donné par une droite P, cette
droite P sera ( Théoréme IV ) une
tangente & la courbe cherchée par
le point donné; de sorle que le
probléme se trouvera ramené au
précédent.

Remarque. Comme la droite
F coupe la courbe donnée en
deux points , on aura deux tan—
gentes T , et par suite deux points
CT et deux droites P. Le pro-
bléine a donc deux solutions.

Lorsque deux coniques n’ont
qu'an seul angle qui puisse leur
étre circonscrit et touche l'un
et lantre cotés de cet angle au
méme point , langle circons-
crit peut étre considéré comme
un quadrilatére circonscrit , dont
deux sommets opposés se con--
fondent ; et dont les deux autres
sommets sont situés aux points ol
les deax courbes touchent les deux
cdiés de cet angle; notre Lemme
ne cesse pas pour cela d’étre vrai
et applicable anx divers sommets
du gnadrilatére ; et il en résulte
alors les théorémes suivans :

THEOREME V. Deux coni-
ques élunt inscrites & un méme

7
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unique e! se touchant aux deux
extrémités de celle corde ; si,
par lune des extrémités de la

corde commune , on leur méne

deux sécantes arbitraires, et qu’on
méne ensuite une corde & cha-
cune de courbes, par les points
ov elle est coupée par ces deux
sécantes 3 les deux cordes ainsi
menées iront concourir sur la
tangente & lautre extrémité de
la corde commune.

THEOREME VI. Deux coni-
ques ayani une corde commune
unique et se touchant aur deux
extrémités de celte corde ; si
par chacune des exirémités de
la corde commune , on leur
méne une sécante arbitraire, et
qu'on méne ensuite a4 chacune
d'elles une corde , par les points
o la coupent les deux sécantes ; les
deux cordes ainsi menées iront
concourir sur la corde commune
elle-méme.

On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant:

PROBLEME III. Une coni-
que étant donnée , et deux points
étant donnés sur son périmetre;
déterminer , en n'employant que
larégle seulement , tant de poinis

CONT
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angle et touchant en un méme
point chacun des deux cétés de
cet angle ; st, sur lun des cdtés
de l'angle circonscrit, on prend
arbitrairement deux points , et
que , par chacun d'eux , on méne
des tangentes aux deux courbes ;
les points de concours des deux
couples de tangentes seront en
ligne droite avec le point ou les
courbes touchent [lautre cété de
langle circonscrit.

THEOREME V1. Deuzx co-
niques étant rnscrites & un méme
angle et touchant en un méme
point chacun des deux cétés de
cet angle ; si , sur chacun des
cotés de langle circonscrit on
prend arbitrairement un point ,
et que , par chacun des deux
points ainst choisis , on méne des l
tangentes aux deux courbes ; les
purints de concours des deuz cou—
ples de tangentes seront en ligne
droite avec le sommet méme de
langle circonscrit.

On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probltme suoivant :

PROBLEME I11I Une conigue
étant donnée , et deux tangeni:cs
a cetle courbe étant aussi données
diterminer , en nemployant que
la régle seulement , tant de tan—
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gu'on voudra d'une autre coni-
que qui touche la premiére aux
deuz, points donnés et passe en
ouire par un troisiéme point quel-
conque , donné sur son plan ?

Solution. Soient A, B les deux
points donnés sur le périmétre
de la premiére courbe, et soit P
un autre point quelconque de son
plan. Tout se réduit & trouver
un quelconque des points d’une
autre conique qui touche la pre-
micre aux points A et B, et qui
passe en outre par le point P.

Pour cela, soit menée la tan-
gente en B A la courbe donnée.
Soient mendes A cette courbe ,
par le point A, deux sécantes,
Tune AP et l'autre arbitraire ,
coupant de nouveau la courbe cn
D et E. Soit C le point o la
corde DE coupe la tangente en
B; en menant CP, cette droite
coupera la sécante AE en un point
Q quiappartiendra (Théoréme V)
3 la courbe cherchée.

Autre solution. Par les points
A etB, soent menées a la courbe
donnde deux sécantes, 'une AP
et l'autre arbitraire, coupant de
nouveau cctie courbe en D et E.
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gentes qu'on voudra & une auire
conique qui toucke la premicre en
ses points de contact avec les deux
tangenies données, et touche en
outre une troisiéme droite qucl-
congue , donnée sur son plan?

Solution. Soient A , B les deux
tangentes donndes & la premiére
courbe, etsoit P une autre droite
quelconque donnée sur son plan.
Tout se réduita trouver une quel-
conque des tangentes & une au-
tre conique touchaut la premicre
aux points A et B et touchant
en outre la droite P.

Pour cela, soit déterminé le
point de contact de B avec la
courbe donnde. Soient pris, sur
la tangente A, deux points, I'un
AP et l'autre arbitraire, par les-
quels soient mendes & cette courbe
deux tangentes , D et E. Soit C
la droité qui joint le point DE
au poiut de contact de B; en
joignant les points CP et AE par
une droite Q , cette droite sera
( Théoréme ¥ ) une tangente &
la courbe cherchée.

Autre solution. Sur les droites
A et B, soient pris deux points,
I'un AP et l'autre arbitraire , par
lesquels soient mendes des tan-
gentes D et E & la courbe don-



Soit C le point de concours de
DE et AB, la droite CP cou-
pera la sécante BE en un point
Qquiappartiendra ( ThéorémelI}”)
4 la courbe cherchée.

Remargue. Cette derniére so-
lution a sur l'autre 'avantage de
ne point exiger que l'on méne la
tangente par le point B.

Si I'on concoit que l'angle ar-
bitiaire des deux sécantes da théo-
reme Y diminne jusqu’d devenir
nul, les deux cordes deviendront
des tangentes, et il en résultera
le théoréme sulvant:

THEOREME VII. Deux co-
niques ayant une corde commune
unique, et se touchant cux deux
exirémités de ceite corde ; si
par lune des extrémités de la
corde commune , on leur méne
une sécante arbitraire; ct qu'on
méne ensuite a chacune de ces
courbes une tangente , par le point
ouclle est coupée par cette sécanie;
les deux tangentes ainsi menées
tront concourir sur la tangente &
lautre extrémité de la corde coin—
mune.
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née. Soit C la droite qui joint
le point DE au point AB;si l'on
joint le point CP au point BE
par une droite Q ; cette droite
sera ( Théoréme VI ) une tangente
4 la courbe cherchée.

Remargue. Cette derniére so-
lution a sur l'antre I'avantage de
ne point exiger que l'on déter-
mine le point de contact de la tan-
gente B.

Si l'on concoit que la distance
arbitraire entre les deux points
du théoréme V diminue jusqu'a
devenir nulle, les points de con-
cours des tangentes deviendront
des points de contact, etil en ré-
sultera le théoréme suivant :

THEOREME VII. Deux co-
niques étant inscrites & un méme
angle , et touchant en un méme
point les deux cités de cet an-
gle ; si, sur lun des colés de
langle circonscrit , on prend
arbitrairement un point dugquel
on méne des langentes aux
deux courbes ; les points de con-
tact de ces langentes seront en
ligne droite avec Ile point ou ces
courbes touchent lautre coté de

langle circonscrit.
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On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant:
PROBLEME 1V. Une coni-
que étant donnée , ct deux points
étant donnés sur son périméire;
déterminer , en n’cmployant que
la régle seulement , tant de points
gu'on voudra d’une autre conique
gui touche la premiére aux deux
points donnés , et touche en ou-
tre une droite quelconque , don-
née sur son plan ?

Solution. Soient toujours A et
B les deux points donnés , sur
le périmétre dela premiére courbe,
et soit C le point ou la tangente
eu B est coupée par la droite don-
née, Par ce peint, soit mené A
la courbe donnée une tangente
dont D soit le point de contact.
Soit menée AD, coupanten P la
droite donnée; ce point P sera
( Théoréme VII) le point de con-
tact de la courbe cherchée avec
cette droite; de sorte que le pro-
blcéme se trouvera ramené au pro-
bleme Il

Lorsque deux coniques qui
n'ont qu'une seule corde com-
mune ont, 4 Iune des extrémi-
tés de cette corde , un contact du

CONIQUES.

49

On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant:

PROBLEME 1IV. Une coni-
que étant donnée , et deux tan-
gentes a cetie courbe étant aussi
données ; déterminer , en n'em-
ployant que la régle seulement ,
tant de tangentes qu'on voudra
& une auire conigue qui touche
la premiétre a ses poinis de con-
tact avec les tangentes données
et passe en oulre par un point
quelcongue donné sur son plan?

Solution. Soient toujours A et
B les deux tangentes donndes, a
la premicre courbe , et soit C la
droite qui joint le point donné
au point de contact de B. Par
le point olt cette droite coupe la
courbe donnde, soit menée une
tangente D & cette courbe. Soit
joiut le point AD au point donné,
par une droite P ; cette droite P
sera ( Théoréme VII ) une tan-
gente & la courbe cherchée en ce
point, de sorte que le proble¢me
se trouvera ramené au probleme
1L

Lorsque deux coniques qui ne
peuvent étre inscrites qu'a un
méme angle ont, en un méme
point de l'un des cétés de cet
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second ordre, elles doivent iné-
vitablement se couper & son au-
tre extrémité, Elles peuvent alors
éire considérées comme circons-
crites & un méme quadrilatére
dont deux c6tés conséeutifs, d'une
égalelongueur, se confondent dans
la corde commune, tandis que
les deux autres , d’une longueur
nulle et formant entre eux un an-
gle égal & deux droites, se con-
fondent avec le point de contact,
et ont pour direction commune
la tangente aux deux courbes €n
ce point. Notre Lemme ne cesse
pas pour cela d’étre vrai, et in-
distinctement applicable aux di-
vers cOtés du quadrilatére ; et il
en résulte alors les théorémes
suivans:

THEOREME VIII Deux co-
niques ayant une corde commune
unigue et un contact du second
ordre @ l'une des extrémités de
celle corde , de maniére & se cou-
per & son aulre extrémité ; si,
par le point de contact des deux
courbes , on leur méne deux sé-
cantes arbitraires , et qu'on méne
ensuite une corde @& chacune des
courbes , par les points ci elle
est coupée par ces deux sécan-
tes ; les deux cordes ainsi me-
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angle,, un contact du second or-
dre , elles doivent inévitablement
toucher l'autre c6té de cet angle
en deux points distincts, Elles peu-
vent alors étre considérées comme
inscrites & un méme quadrilatére
dont deux angles consécutifs, de
méme grandeur , se confondent
dans l'angle circonscrit, tandis
que les deax autres d’une gran-
deur nulle, ont leurs sommets an
point de contact des deux cour-
bes. Notre Lemme ne cessc pas
pour cela d’étre vrai, et indis-
tinctement applicable aux divers
sommets du quadrilatére , et il
en résulte les théorémes suivans ;

THEOREME VIIIL Deuz co-
nigues étant inscritcs @ un méme
angle, et ayant, en un pornt de
lun des co1és de cet argle, un
contact du second ordre, de ma-
niére @ toucher [lauire coié de
langle en deux points distincts;
s, par deuwx points pris arbi-
trairement sur le premier dc ces
c6tés, on méne des tangenics aux
deux courbes ; les goim‘s de con-
cours des deux couples de itan-
gentes & ces courdes scront en
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nées concourront sur la corde com-
nuUnec.

THEOREME IX. Deux co-
nigues ayant une corde commune
unique et un contact du second
ordre & l'une des exirémités de
ceite corde , de maniére é se cou-
per & son autre extrémilé. Si,
par chacune des extrémités de
cette corde commune , on leur
méne une sécanie arbitraire, et
gu'on méne ensuite & chacune
d'elles une corde, par les points
ouv la coupent les deux sécan-
tes , les deux cordes ainsi me-
nées iront concourir sur la tan-
gente commune aux deux cour-
bes.,

On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant :

FROBLEME V. Une coni-
que étant donnée , et deux points
étant donnés sur son périmétre ;
déterminer , en n'employant que
la régle seulement , tant de points
gqu'on voudra d'une autre coni-
que , qui ait avec la premiére ,
en lun des points donnés , un
contact du second ordre , qui la
coupe & lautre point donné, et
passe en outre par un troisiéme
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ligne droite avec le sommet de
langle circonscrit.

THEOREME IX. Deux co-
niques étant inscrites & un méme
angle, et ayant, en un point de
lun des cétés de cet angle, un
contact du second ordre , de ma-
niére & toucher l'autre coté de
langle en deux points distincts.

~87, sur chacun des deux cités
de l'angle circonscrit, on prend
arbitrairement un point, et que ,
par chacun des deux points ainsi
choisis , on méne des tangenies
aux deux courbes , les deux points
de concours des couples de tan—
gentes & ces courbes seront en
ligne droite avec le point de con-
tact de ces mémes courbes.

On pourra, d’aprés cela, ré-

soudre le probléme suivant :

PROBLEME V. Une coni-
que étant donnée, el deux tan-
gentes & cette courbe étant aussi
données 3 déterminer , en n’em—
ployant que la régle seulement ,
tant de tangentes qu'on voudra
& wmne autre conique , qui ait un
contact du seccond ordre avec la
premiére au pornt oi elle est tou-
chée par une des tangentes don-
nées , qui touche aussi I'autre tan-
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point quelconque , donné sur son
plan ?

Solution. Soient A le point
ol les deux courbes doivent avoir
entre elles un contact du second
ordre, et soit B le point ou elles
doivent se couper; soit de plus
P un point du plan de la courbe
donnée, par lequel doit passer la
courbe cherchée.

Par le point A soient menées
4 la courbe donnée deux sécan-
tes , 'une AP et 'autre arbitraire.
Soient D et E les points ol ces
deux sécantes rencontrent de nou-
veau cette courbe. Soit C le point
ot DE coupe AB; en menant PC,
cette droite rencontrera AE en un
point Q appartenant & la courbe
cherchée (*).

Autre solution. Soit toujours
A le point du périmétre de la
courbe donnée ou la courbe cher-
chée doit avoir avec elle un con-
tact du second ordre, et soit B
le point ot ces deux courbes
doivent se couper. Soit enfin P

CONTACTS

genle donnée, et touche en ou-
tre une troisiéme droite quelcon-
que , donnée sur son plan ?

Solution. Soit A la tangente
au point de contact de laquelle
les deux courbes doivent avoir
entre elles un contact du second
ordre, et B la droite quclles
doivent toucher en deux points
distincts. Soit de plus P ane droite
donnée, i laquelle la courbe cher-
chée doit étre tangente.

Sur la droite A soient pris
deux points , 'un AP et lautre
arbitraire. Soient D et E les tan-
gentes menées & la courbe par
ces deux points. Soit cufin C la
droite qui joint entre cux les points
DE et AB; en menant du point
PC au point AE une droite Q,
cette droite sera une nouvelle tan-
gente a la courbe cherchée.

. Auire solution. Soit toujours
A la tangente i la courbe don-
née au point de contact de la-
quelle lacourbe cherchée doit avoir
avec elle un contact du second
ordre , et soit B celle que les deux
courbes doivent toucher en des

(*) Cette construction a été indiquée, sans démonstration, par M. Pon-
celet ( «Annales , tom. VIII, pag. 253 ).
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un point par lequel doit passer
la courbe clierchée,

Par les points A et B, soient
mendes & la courbe donnée deux
sécantes , 'une AP et l'autre ar-
bitraire, coupant de nouveau la
courbe donnéeen D et E. Soit me-
née DE coupant en C la tan-
gente en A, Soit enfin menée CP
coupant en Q la sécante BE ; alors
le point Q sera ( Théoréme IX)
un nouveau point de la courbe
demandde.

Remarque. La premiére de ces
deux solutions a sur l'auntre l'a-
vantage de ne point exiger que
I'on trace la tangente en A.

Si Ton congoit que l'angle ar-
bitraire des deux sécantes du théo-
réme VI diminue jusqud de-
venir nal , les deux cordes de-
~iendront des tangentes, et il en
résultera le théoréme suivant:

THEOREME X. Deuz coni-
ques ayant une corde commune
unique et un contact du second
ordre & l'une des extrémités de
cette corde , de maniére o se cou-

per & son autre exirémite; si
Tom, V1I.
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points distincts. Soit enfin P l'an -
tre droite que doit toucher aussi
la courbe cherchée.

Sur les droites A et B, soient
pris deux points, I'un AP et 'au-
tre arbitraire, par lesquels soient
menées les tangentes D et E a
la courbe donnée. Soit joint le
point DE au point de contact de
A par une droite C. Soit enfin
joint le point CP au point BE
par une droite Q ; cette droite
Q sera ( Théoréme 1X ) une nou.
velle tangente 3 la courbe de-
mandée.

Bemargue. La premiére de ces
deux solutions a sur l'autre l'a-
vantage de ne point exiger que
Pon détermine le point de con-
tact de la tangente A,

Si I'on congoit que la distance
arbitraire entre les deux points
du théoréme VIII diminue jus-
qu’a devenir nulle, les points de
concours des tangentes devien-
dront des points de contact, et il
en résultera le théoréme suivant :

THEOREME X. Deux coni-
ques étant inscrites & un méme
angle , et ayant, en un point de
lun des cétés de cet angle , un
contact du second ordre , de ma-
niére & toucher lautre cdié de

8
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par le point de contact des deux
courbes , on leur méne une sé-
cante arbitraire , et qu'on méne
ensulte une langente & chacune
des deux courbes , par le point
ou elle est coupée par cette sé-
cante ; les deux tangenies ainst
menées iront concourir sur la
corde commune.

On pourra, d’apres cela, résou-
dre le probléme suivant:

PROBLEME VI.Une tfom'qué
élant donnée, et deux poinis étant
donnés sur son périmétre ; déter-
miner , en n’employant que la
régle sewlement , tant de points
qu'on voudra d'une autre coni-
que , qui ait avec la premiére , en
lun des points donnés , un contact
du second ordre , qui la coupe
@ l'autre point donné , et qui tou—
che en outre une droite quelcon-
que , donnée sur son plan?

Solution. Soit toujours A le
point du périmétre de la courbe
donnée oti la courbe cherchdée doit
avoir avec elle un countact du se—
cond ordre, et soit B le point
ou ces deux courbes doivent se
couper ; soit eniin C le point ol
la droite donnée coupe la corde

‘CONTACTS

langle en deux points distincis;
si, dun point pris arbitraire-
ment sur le premier de ces cotés
on méne des tangentes aux deux
courbes , les points de contact de
cestangentes sercnt en ligne droite
avec le sommet de langle cir-
conscrit.

On pourra , d’aprés cela, ré-
soudre le probléme snivant:

PROBLEME VI. Une coni-
que étant donnée , et deux tan—
genles @ celte courbe étant aussy
données ; déterminer , en n'em-
ployant que la régle seulement,
tant de langentes qu’on voudra
& une autre conique , qui ail avec
la premiére , au point on elle est
touchée par une des tangentes don-
nées , un contact du second or-
dre, qui touche ausst lautre tan-
gente donnée , et passe en oulre
par un point quelconque , donné
sur son plan?

Solution. Soit toujours A la tan-
gente & la courbe donnée au point
de contact de laguelle la courbe
cherchée doit avoir avec clle un
contact du second ordre, et soit
B celle que les deux courbes doi-
vent toucher en deux points dis-
tincts ; soit enfin G la droite qui
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commune AB. Soit menée, par
ce point C, une tangente & la
courbe donnée, et soit D son
pointde contact; en menant AD,
cette droite coupera la droite don-
née enun point P, qui sera ( T%éo-
réme X ) son point de contact
avec la courbe cherchée ; de sorte
que le probléme se trouvera ra-
mené au probléme V.

Remargue. Comme, par le point
C, on peut mener deux tan-
gentes & la courbe donnée , on
pourra avoir deux points de con-
tact D, et par suite deux droi-
tes AD et deux points P; de ma-
nié¢re que le probléme a deux so~
lutions.

Lorsque deux coniques ont en
un point commun un contact
du troisi¢me ordre, elles ne sau—
raient avoir alors aucun autre
point commun , ni conséquem-
ment aucune corde inscrite com-
mune. On peut, dans ce cas,
les considérer comme étant tou-
tes deux circonscrites a un méme
quadrilatere dont les c6tés , d’une
longueur nulle, sont dirigés sui-

vaut la tangente commune , et
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joint le sommet de I'angle cir-
conscrit au point donné. Par le
point ou cette droite coupe la
courbe donnée , soit menée une
tangente D & cetle courbe; en
joignant le point AD au point
donné, par une droite P, cette
droite sera ( Théoréme X ) une
tangente menée par ce point i
la courbe cherchée ; de sorte que
le probléme se trouvera ramené
au probléme V.

Remarque. Comme la droite C
coupe la courbe donnée en deux
points , on pourra avoir deux tan~
gentes D , et par suite deux poiuts
AD et deux droites P; de ma-
niére que le probléme a deux so-
lutions.

Lorsque deux coniques tou-
chent uneméme droite en un méme
point, et ont en ce point un con-
tact du troisiéme ordre, elles ne
sauraient alors avoir aucune au-
tre tangente commune, ni con-
séquemment aucun angle circons-
crit commun. Ou peut, dans ce
cas , les considérer comme étang
toutes deux Inscrites & un méme
quadrilatére, dont les angles, d’une
grandeur nulle, ont tous leurs som-
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dont les sommets se confondeut
tous quatre avec le point de con-
tact. Notre Lemme ne cesse pas
pour cela d’étre vrai, et il en ré-
sulte le théoréme suivant :

THEOREME XI. Deux co-
niques n'ayant qu'un seul pornt
commun , et ayant conséquem-—
ment , en ce point , un contact
du troisiéme ordre; si, par le
point de contact des devx cour—
bes , on leur méne deux sécantes
arbitraires , et qu'on joigne en-
suite par des cordes les points ou
ces sécantes coupent les deux cour-
bes ; les cordes ainsi menées iront
concourir sur la langente com-
mune.

On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant :

PROBLEME VII. Une coni-
que étant donnée , et un point
étant donné sur son périmétre ;
déterminer , en nemployant que
la régle seulement , tant de points
gu'on voudra d'une autre coni-
que qui, ayant avec la premiére
au point donné, un contact du
troisicme ordre, passe en oulre

par un point quelconque , donné
sur son plan?
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mets au point de contact, et dont
les c6tés sont tous quatre dirigés
suivant la tangente commune,
Notre Lemme ne cesse pas pour
cela d’¢tre vrai, et il en résulte
le théoréme suivant:

THEOREME XI. Deuz co-
nz(]ue.s‘ n ayant qu ‘une seule tan-
gente commune , et ayant consé-
quemment entre elles , sur cetle
tangente , un contact du trotsiéme
ordre ; si , sur la tangente com—
mune aux deux courbes ,on prend
arbitrairement devx points par
lesquels on leur méne des tan-
gentes 5 les points de concours
des deux couples de tangentes &
ces courbes seront en ligne droite
avec leur point de contact.

On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant :

PROBLEME VII. Une coni
que étant donnée, et une tangente
& cetle courbe étant aussi don-
née; déterminer, en n’employant
que la régle seulement , tant de
tangente qu'on voudra & une au—
tre conique qui , ayant avec la
premiére, en son point de contact
avec la tangente donnée , un con-
tact du troisiéme ordre , touche
en outre une droite quelconque ’
donnée sur son plan ?
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Solution. Soit A le point du
périmétre de la courbe donnée
ou la courbe cherchée doit avoir
avec elle un contact du troisieme
ordre, et soit P le point donné,
sur le plan de cette courbe.

Par le point A solent menées &
la courbe donnée deux sécantes ,
Vune AP et lautre arbitraire.
Soient D et E les points ot ces
deux sécantes coupent cette courbe,
et soit menée DE , coupant en
C la tangente en A. Soit enfin
menée GP, coupant en Q la sé-
cante arbitraire AE; le point Q
sera ( Zhéoréme XI ) un nou-
vean point de la courbe cher-
chée.

Si Ton concoit que l'angle ar-
bitraire des deunx sécantes du théo-
réme XI diminue jusqu’a deve-
nir nul, les deux cordes devien-
dront des tangentes ; et il en ré-
sultera le théoréme suivant:

THEOREME XII. Deux

nigues n'ayant qu'un seul point

co-

commun , et ayant conséquem—
ment , en ce point , un contact
du troisiéme ordre ; si, par le
point de contact des deuzx cour-
bes , on leur méne une sécante
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Solution. Soit A la tangente
donnde a la premiére courbe et
au point de contact de laquelle
la courbe cherchée doit avoir avec
celle-1d un contact du troisiéme
ordre , et soit P la droite don-
née , sur le plan de cette courbe.

Soient pris sur la droite A deux
points, I'un AP et lautre arbi-
traire. Soient D et E les tangen—~
tes menées 4 la courbe donnde,
par ces denx points, Soit C la
droite qui joint le poiat A au
point DE. Soit joint enfin le point
CP au point AE, par une droite
Q; cette droite Q sera ( T%éo-
réme XI) une nouvelle tangente
A la courbe cherchée.

Si I'on congoit que la distance
arbitraire entre les deux points
du théoréme XI diminue jusqu’a
devenir nul, les points de con-
cours des tangentes deviendront
des points de contact, etil en ré-
sultera le théoréme suivant:

THEOREME XII. Deux co-
niques n'ayant qu'une secule tan-
gente commune, et ayant consé-
quemment enire elles , sur celte
tangente , un contact du troisiéme
erdre ; si , par un point pris ar=
bitrairement sur la tangente com-



58
arbitraire et ensuite des tangen-
tes , par les deux points ou cette
sécante les coupe; ces deux tan-
gentes iront concourir sur la tan-
gente commune auz deux courbes.

On pourra, d'aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant :

PROBLEME VIII Une co-
nique étant donnée, et un point
¢tant donné sur son périméire ;
déterminer , en n'employant que
la régle seulement , tant de points
gu'on voudra d'une autre coni-
que qui , ayant avec la premiére,
au point donné , un contact du
troisiéme ordre , toucke en outre
une droite quclconque , donnée
sur son plan ?

Solution. Soit A le point du
périmetre de la courbe donnée
ou la courbe cherchée doit avoir
avec elle un contact du troisiéme
ordre. Soit en outre C le point
olt la tangente en A est coupée
par la droite donnée. Par ce point
C, soit menée a la courbe don-
née une tangente dont D soit le
point de contact, alors le point P,
ou la droite donnée sera coupée
par AD, sera ( Théoréme XII') le
point de contact de cette droite
donnée avec la courbe cherchée;

CONTACTS DES CONIQUES.

mune , on leur méne des tangen-
tes ; les points de contact de ces
deux tangentes sc trouveront en
ligne droite avec le point de con-
tact des deux courbes.

On pourra, d’aprés cela, ré-
soudre le probléme suivant :

PROBLEME VIII. Une co-
nigue étant donnée, et une tan-
gente & celte courbe étant aussi
donnée ; déterminer , en n'cm-
ployant que la régle seulement,
tant de tangentes qu'on voudra &
une aulre conique qui, ayant avee
la premiire, en son point de con-
tact avec la tangente donnée , un
contact du troisiéme ordre , passe
en outre par un point quelcon-
gue , donné sur son plan ?

Solution. Soit A la tangente
donnée & la courbe donnée, au
point de contact de laquelle la
courbe cherchée doit avoir avec
elle un contact du troisi¢tme or-
dre. Soit en outre C la droite
qui joint le point de contact de
A au point douné. Par le point
ou cette droite C eoupe la courbe
donnde, soit mende & cette courbe
une tangente D ; joignant alors,
par une droite P, le point donné
au point AD , cctte droite sera
( Théoréme XII ) la tangeunte ,
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ce qui ramenera le probléme au en ce point donné, 3 la courbe
probléme VIL cherchée ; ce qui ramenera le

probléme au probléme VII

Rien n’empécherait , dans tout ce qui précéde , de supposer que
P'une des deux coniques dont il s'agit est le systéme de deux droi=
tes , du moins lorsqu’il n’est question que d’intersections et de con-
tacts simples; mais on ne ferait que retomber ainsi sur les pro-
priétés connues des hexagones inscrits et circonscrits , et sur les con-
séquences également connues qui en dérivent,

On doit remarquer aussi que tous nos théorémes et problémes
peuvent étre , sans restriction , transportés & la sphére , pourvu
qu'on y remplace les droites par des arcs de grands cercles , et
les coniques planes par ce que M. Magnus a appelé conigues sphé-
rigues , dans le mémoire de la page 33 du précédent volume.




