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THEOREME DE TAYLOR. 317

ANALYSE TRANSCENDANTE.

Démonstration du théoréme de Taylor, pour
les fonctions d’un nombre quelconque de va-
riables indépendantes , avec la détermination
de Derreur que l'on commet lorsqu’on arréte
la série donnée par ce théoréme a lun quel-
conque de ses termies ;

Par M. Awmpire , de I'Académic royale des sciences de
Paris , de celles d'Edimbourg, de Cambridge , de Ge-
neéve , etc., Professeur au Collége de France et a I'Ecole
polytechnique.
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POUR développer
U=f(z+g, y+i, 24k, ..)

en partant de

u=H(x,y, Z; ) »

il faut prendre une valeur intermédiaire

v =f(x4-ag, ydok, ztak,u.)

olt @ est compris entee o et 1. En faisant varier o entre ces limi-
tes, on voit qu'a la premitre , ol a=ov, on a w'=u et qua la
seconde, ol x=1, on a w/=U.
Cela posé, si l'on considére la quantité
Tom. XVIF, n° XI, 1.°* mai 1827, 43
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U—n'  fladg,y4hzdkoo Y={(x4-ag, y4sh,c4-ak,.....)

J—a

H

Jomez

qui se présente sous la forme = quand a==r1, on verra aisément

que cette quantité ne peut, en général , devenir nulle ni infinie pour
cette valeur de « ; car, d’aprés le théoréme sur le rapport des
accroissemens d’une variable indépendante et d’'une de ses fonc-
tions, on a

f(xtg, y4ah, z4-ek, ...y ={(x 4z, y4ah, z4ak,u0)

} St

=gl (x4-ag, y4-ok, 2ok, w)4n]

Qg y4-he 2 aky iy =L (x5, y 4ok, 24k, oond)

1=

=l (z4g,y+oh, z4ak, cn)+n] ,

f(x-l—g, y4hy 2k, s Y= (x+ g, v+ I, 24-cky o0 )

1=

=k[f (245 y+ry 24 ok, )]

® o & ¢ s @9 & 6 58 o @ 0+ & 0+ 0 s ¢ s o B * s 0 » o

et par conséquent, en ajoutant et réduisant ,

f(x4-g,y+h, 24k, .. )=f(x+4-ag,y+-ah, z4ak, .....)
1—e
gt (xag, y+ok, z--ok, ....)
it (2tg, y 4ok, 2ok, ... )
= +g’)l+;¢’l,+lfﬂg+nc..o

Sk (g, y R, z4alk, )
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Quand a=1, les quantités 7, , 7., 7, ... deviennent nulles, avec les

accroissemens g—ag , h—ok, k—ak, ... et l'on a

gf/,(x+g,y+/7,z+lr,‘......)A )
Ut -t (x4-g,y ey 24Ky ennn)

= 9

= i (e, y 0y 24K e ns)
+.o'nlcn-o.t.oo‘

) r_r

qui, d’aprés le théoréme cité, ne peut étre, en général, ni nulle
ni infinie. Ainsi la quantité

U—uv

1—c

est ung fonction de o qui ne devient ni o ni o quand elle se
présente sous la forme £. En la dgsignant par P, nous aurons

U—u

T oo

=P, ou U=u/4(1—a)P ;

U sonservant la méme valeur quelle que soit celle qu'on donne
« et z/, et P variant avec a.

n diflérentiant successivement par rapport & o, on ebtient cette
suite d’équations

du’ dP
-‘-1—:-—}-—(1—-0:) (-1—; ——P:O ’

dw &P dp
e TO—) =2 =0
s PP QP

o TO—) =3 =0
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dnu/ an dn-!P—
o TO—) 37 =8 go=o;
d'ott
dw yemg dP ‘
=zt %
dpP , dw Iz d2:P
ds 2 dor 2 dez ?
d:P 1 d3u! go—c _(_1_3_11 ’
dar 3 43 3 dos
dr1p 1 dow/ 1—a diP .
—(i:;"—‘_- ;3- dan n den ° 4
et par conséquent
U=u/+ (1—a)P
(1==a) du/ (1==x)* dPp
—yyf — _—
“ + I ds I de
g (T W G dw | ma dp
1 da L2 da? 1.2 des
=ul| (1—a) _di'_ (1wmma)3 ‘(iz_u_ (1—a)3 (.13—“/.
1 de 1.2 dar 123 dad

et, en général

)

(1=a)$ d3P
123 da3 ?
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(1==g) du’

U=+

1 da

(1==a): dou!

1.2 de3

(1=a)3 d3u/
. 1.2,3 dal > (B)
+ ¢ o o o s o o

+

(re—eymr dvrw!

1.200(n—1) dear?

(1—a) dntP

+ 1.2300(n=1) da?

» . . . . . -
formule qui se continue indéfiniment, suivant la méme loi; car,

en la supposant vérifiée pour tous les termes qui précédent le reste

(1—&)r  dmP , . . dnp
, il suffira d’y substituer au fien de

la

1.2..(n—1) " dar dent
valeur (A) pour obtenir

+ u) du’ (1—z)? d2u/ (1=—z)3 d3u .

de 12 de? 123 ded 17

1=—a)* dru’ (1—z)»+x  d°P
(=)

1.200n  der L.2nen dar ’

e

qui est la méme formule pour un terme de plus; en sorle qu’é-
tant vraie pour 2 termes, elle I'est aussi pour n+41, puis, par la
méme raison , pour n-}-2 termes et ainsi de suite.

Comme nous n’avons fait varier que «, dans

v =f(z4og,y+ 2k, z4ak,.... ) ,

pour en déduire
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du’ d:u/ diu’ dru/
’ E— ’ der da3 2" den 2

et que cette fonction est composée en T—4og , y-+ak,zak, . we
comme la fonction donnée z l'est en @, ¥, z,...; il sera aisé de
ealculer ces dérivées successives par les regles ordisaires du calcu]
difiérentiel. En effet, en différentiant u=f(x,y, z, .. ) relativentent
a toutes les variables x, y, z, ... qui y sont contenues, en regar-
dant 4 chaque diflérentiation successive, dv, dy, dz, ..... comme
des constantes ; on aura, pour ses diflérentielles des divers ordres,
des fonctions de z,¥, 2z, we do,dy,dz,..... qu’on pourra repré-

senter par
du=f£,(2,5, 2, wous Az, dy, d2) ,
du=f, (2,5, 2, eorer Az, dy, ;z) ,
&u=f, (2,5, 2o A, dy, d2)

en se rappelant que dz, dy,dz, ... se trouvent & une seule di-
mension dans tous les termes de f,, & deux dans tous les termes
de f,, & trois dans tous les termes de f, et ainsi de suite; les
fonctions de x,¥,z, ... qui entrent dans les mémes termes étant

les dérivées partielles de z, qui ne sont susceptibles, en général,
de devenir ni nulles ni infinies.
Cela posé , si l'on fait

adag=z' , y4oah=y’, ztak=z/, ..,
on aura

u/=f(x/,y/, Z', nuhonnuu-uoh) ’
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du/=f,(z/,y/s 2’y e d2/, Ay’ d2/susins)
dur=f, (2, 5y 2y o A2 Ay, dZ0nnn)
diur=f, (', v/, 2/y wun A2ty dylydzan.)

Pour avoir les valeurs de ces différentielles de »/, quand on n’y fait
varier que o, il suffira de substituer , dans les équations précédentes,
les valeurs de d«’, dy’,dz’, ... relatives & cette hypothése, qui

sont
dz/=gda , dy/=hda, dz/=kda, ..;

ce qUi donne
duw/ ) ) o . N
Py da=f,(z%, 5/, 2/, 0.0 gda, Ada, kda, .c0i)

dsu!

o do*=f, (27, ¥/, 2/, weee gdot, odet, Adar,0)

d3u’
l: do?=f, (2, 5/, 2/, e gda, kda, kda, ..)

S o 8 o 2 9 O 9 0 0 % o ® ° s o O 6 o 0t s 5 ¢

Le nombre des dimensions de dx, dans les seconds membres
éant le méme que celui des dimensions de dz, dy, dz, .... dans
les différentielles successives de u ; c’est-a-dire, 1 pour la premiére ,
2 pour la seconde, 3 pour la troisiéme et ainsi de suite ; d'on il
résulte que dx disparaitra de ces seconds membres en divisant la
premiére par dx, la seconde par. dx*, la troisiécme par do’ et ainsi

de suite, ce qui donnera
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ﬂu' L
'a': :f,(x/,_y", z’,.-‘...g, &, k, uunu) ’
dau!

‘(T: =f1 (x’,y’, z/, oy g, ﬁ, k, o..uo) y

% =f, (2, 5,2, v &R k5 vensl) ¢ (C)

e 8 ¢ o ® T ° B s T e B s s & ¢ ¢ . oe 9

dru/

dor

SRS CLY AT 3 S, I

et conséquemment

U=d+ —(:E:)- IR CIR I /N T (,::)z- fo (2, y/,2"y s 8Pk 0 Y

. et n dn-lP
+uauh.+ —S‘—:‘i)——)‘ fn-l (‘x/’y/’ z,’ “"g? ﬁ, k’ "")+ (l_”)

Le2ee (=1 Lo2.(Remi) dat

Faisant alors a=1, il viendra

U=u+ f,(x,y,z,..,..g,h;k,.....)+f,(x,y,z, RYNY-N N S | +

L 1.2 o
£1-1(2, 5,2y e @aPofpy oY 1 dn-=P (O) .
1.2.300(n—1) 1.2.3 .o (2=~1) dea"? g
dr-:P dn-!P

en désignant par

(o) ce que devient

dor-t o quand on y fait
&0,

On formera immédiatement les quantités

f, (»%_)GZ, "'-'5:}’:]{’ "") )
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£/, 8 Zy e §ilsky )

® * 8 8 &+ 2 e e o e s s o v

f... (-T:f::w °"'-gai-7>]f>""°) ’

en calculant les difiétentielles successives de z, et en y remplacant
les différentielles dx,dy, dz, ..... des variables ind‘pendantes par
les accroissemens finis g, 2, &, ... des mémes variables.

Gu sait, qu’on peut considérer, en géndral , la diflérentielle d'une
fonction , non comme une quantité infiniment petite , ais comme
la portion de laccroissement de cette fonction dont les différens
termies croissent proportionnellement anx accroissemens des variables
indépendantes, et dont le rapport & laccroissement total de la fonc-
tion ne différe de l'unité que d'une quantité qui devient plus pe~
tite que toute grandeur donnée quand les accroissemens le devien—
nent eux—-mémes.

Daprés cette définition , il est évident que la distinction & faire
entre les différenticlles et les accroissemens entiers n'a liea qu’a 1'é-
gard des fonctions, et que, pour les variables indépendantes, ce
sont ces accroissemens entiers qui satisfont aux conditions prescrites
daus la définition et qui doivent étre considérées comme les difié-
rentielles des variables indépendantes ; en sorte qu'alors g=dx ,

h=dy, k=dz, «w.; dol 1l suit que
£.(2,52, 0o gl Sk w0y =du
£2°2, 5,2 cns g0l ) =d'u

fu o (@52 o oy S0 5

au wmoyen de quoi la précédente formule peut étre écrite ainsi :
s

Tom. XVII i
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du dsu diu drtu H dr1p
+ (0)
L2ou(n=1) 1.23..(n=1) da"?

C’est sous cette forme qu'elle se trouve dans divers ouvrages, et
en particulier dans ceux de M. Lacroix ( Troité élémentaire de
calcul différentiel et de calcul intégral, 3.° édition, page 56 ).

Le calcul diflérentiel fait donc connaitre immédiatement la va=-

leur de tous les termes qui, dans la formule

U=U+ fi(xyy,zy conn g 2Ky ann) + £,(27,2 s gyl yBy 000ll) +

X 1.2

£rot (2,907, sornne £i0 Ky c00) 1 d»~: P

+ O

ve

1. 2000000 (2==1) 1.20(n—1) dam?

Y dr-t P

1.2 (n=—1) da**

précédent le dernier (o) ; mais celui-ci ne peut

Ussy,/

étre calculé de la méme maniére, puisque P— contient U,

) Lot

qui est précisément la quantité inconnue dont on cherche la va-
leur. 1l faut donc udégliger ce dernier terme et se contenter de cal-
culer les précédens qui donnent, en général, une valeur d’autant

plus approchée de U que le nombre de ces termes est plus grand,

. . , . d»: P
Mais , si 'on ne peut pas déterminer la valeur de o (o) , on

peut du moins , par le calcul différentiel, assigner immédiatement
deux limites entre lesquelles cette quantité , c’est-d-dire, Uerreur
que l'on commet en négligeant ce terme est nécessairement com-—
prise.

Il faut partir, pour cela, d'un théoréme connu, savoir: que,

. S de . .
st v=I"(2) est une fonction de « et que <, soit toujours de
x

méme signe , depuis x==¢ jusqu'd a==4, la fonction
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F(t)=F(a)

. b—a

aura aussi le méme signe, Posant
p=F()= ( C— oo >(1—_o¢)

€ sera une constante qu'on déterminera de maniére & donner les
limites cherchées. Prenant ensuite, pour les deux limites « et &,
a=0, a=1, en sorte que b—a—1 ,on aura F'{$)=o0, puisque le
premier terme C(1—ax)" de F(4) s’évanouit quand x=1, et qu’en
vertu de l'équation (B) on a pour le second

d-* P (1—a)"=1.2.3....(n=1)(U=~u') =2.3.4...(n=—1) .&d_u.,(l--u)
L

de -t
;‘3.405-“u.(n—1) dz—u,(l—“)’—nuu_ d"-!u, (l_”)"" ]
de2 dat-t

qui s’évanouit aussi, pour la méme valeur de «, parce qu’elle donne

, 1 ., du dzu’ drru
¥/=U et que les quantités I o o 0 D€ peuvent, ea

général , devenir infinies pour a=1. On a ensuite, pour a=o,

dn-1P
F(a)=F(0)=C— 7 (0)

donc
F(5)—F¢( dn-1P
%) = ( ) ’

a=—b T dar

d’ailleurs , d’aprés les équations (A4) et (C),

ds-1p R np
=n( §or =€ ) (1o — g (="
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d“"'P d b \A-k
= gn o T (1.—-:1)--110 (1=—x)

— ( dn c) (1—=2)™* = {£(2, 7.2 v gy} —=C} 1)

Si donc on prend alternativement pour € la plus grande et la
plus petite valeur que prend

IR LN ¥/ N. SO
calculée immédiatement par » diflérentiations ,
depuis 2/=x , y'=y 2=z s
jusqu'a x'=r+4g , y/::_y+/z s z=z+k, i
¢'est-a-dire, depuis a==o jusqu'd a=1, et qu'on désigne ces deux
de L. .
valeurs par M et m, -, Sera constamment négatif, dans cet in-
o
tervalle, quand on prendra €=— , et toujours positif, dans le
n

. m
méme intervalle, quand on fera €= — ; on aura donc, en vertu
n

du théoréme que nous venons de citer,

dmP M dr-
——(0)— — négatif et (o)— — positif ;
det n

dr-:p

d’ou il suit que est compris entre la plus grande et la plus

. £,0r,9, 2,000 .
petite valeur que peut prendre 205 Gans e méme 1inier-

valle,, et que l'erreur que l'on commet en nigligeant

1 drp
1,230 (1) T dat (0) H
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dans la formule trouvée plus haut, est comprise entre la plus
grande et la plus petite valeur de

! £,02, 7,2 youst)
n

lorsqu'on y donne & z,y, z, ... toutes les valeurs comprises en~
tre # et g, y et y4+2, z et z+k, ...

En admettant, comme cela a nécessairement lieu pour toute fonc-
tion continue, que f,(x,¥,z, ....) croisse par degrés insensibles ,
AVeC Z,¥, Z, wereney il est évident que, pour de certaines valeurs
de ,¥, z, w..., comprises entre ces limites, elle prendra une va-

L3 o
dam?
des nombres iridéterminés , compris entre o et t, on peut toujours
représenter cette valeur par

leur égale & (0); et, comme en désignant par &, 5, 5, wua

f(xt5g, ybnh,zdeh, cooegib lty i)
n

2

on aura exactement .

£102171%, o 1,y
f(x+g’y+;lyz+&, .....):f(x,y’z, .".”)+ (x )’ Zz g

)

fa (2,932 creee 8ihoKy wonene £ros (X5 ¥yZy vorne. g 115 000)

) i

1.2 123 (n—1)

fo(x4-Eg, y4nh,z4ek, voee g B LKy 00)

1.2.3.078

.+.

b
donut le dernier terme est précisément ce que devient le premier

£,(2.5,2, v 15K, 000)
1'213..-;-71

de ceux qu'on supprime, quand on arréte la série au terme pric:i-
dent, lorsqu’on y substitue 452, y +14, 245k}, ..... au lieu de

x’y’z, seene



