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ALGEBRE ELEMENTAIRE.

Recherche de la quantité qui satisfait a la_fois
A deux équations algébriques données ;

Par M. N. H. Aser. ( Norvegien, )

A . s A . O A "

LORSQL'UNE quantité satisfait, & la fois, & deux équations algébri-
ques données , ces deux équations ont un facteur commun du pre-
mier degré. En supposant qu’elles n’ont pas d’autre facteur com-
mun que celui-ld, on peut toujours, comme l'on sait, exprimer ra-
tionnellement l'inconnue en fonction des coefficiens des deux équa-
tions. On y parvient d’ordinaire & l'aide de I'élimination ; mais je
vais faire voir, dans ce qui va sunivre , que , dans tous les cas,
on peut calculer immédiatement la valeur de l'inconnue , ou, plus
généralement encore, la valeur d’une fonction rationnelle quelcon-
que de cette inconnue.

Soient
P P)=potpytpay = ety i Fyr=o, (1)

Y =77 Y77 e F ey =0 , (=)
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les deux équations proposées, la premiére du m.*™ et lautre du
ns¢ degré.

Désignons les n racines de (2) par ¥, ¥is ¥, 4 cveees Yae €n les
substituant tour-a-tour dans (1), on aura les 7 foncticns

o(y) » o(y1) » P(Y2) s oo @Y e ) )
Soient

B=0(y.) (¥ 2)-9(53) wwee ¢(Fuca)op(¥ues)

Bi=¢(y)o(y2)@(¥3) v @(Fnua)o(¥ur) »
B, =0(y)2(yr2)0(y3) e @(Fa) @ Fur)
S (4)

¢ o o o

B =) 25 )0 (1) oo & Fn3) 2(50m2)

By =0(5) @(50e0{y ) soms 0( Yo Jp () -

Cela posé , soit f(y) la fonction rationnelle de y dont on veut
déterminer la valeur, et désignons par O(y) une autre fonction ra-
tionnelle quelconque de y. On aura I’équation identique

£9).0(y). B=K(y).0(y).R. )
Maintenant , ayant ¢(y)==o, on aura
R,—o , R,—o , B,—0, w.. w B,.,—o0,
et, par suite,
tR4t,B+1, R, 4+t R Y.n -t B 42, B =1R

Olt 2, 2,y 2, e s 5 Lo sont des quantités quelconques,
En faisant donc-d’abord
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=0(y) , 4,==0(y) » 2,=0(yra), we 2 =0(yu.) ,
et ensuite
t=f(y).0(y) , 1.=1(y.).0(y)) , f,=ffy,):6(y,), vir 2o =f 1y )0y ,)
on obtiendra les deux équations
6()R=0(y) B4-0(y ) B:40(y,) R F v evervrsveivn. +0(y,..).-B..,

£3)60)-R=1(r,).60r 3-BaH(r )9 7 ) B b €3, .05 ) B

par la, I'équation (5) deviendra

©)

B0 ) B0y ) BA-0(y 0B A s H0( 30t ) B )
=9()’)'f<J’)R+9(y1)°f(}’r)31+6(?’z)-f(}’z)Bz +‘ “““ +6(J’u~x)'f(yn-: )Bn-: 3

équation qui, en posant, pour abréger,
90’)B+9(3’r)31+e(3’:)31+"""°+6(.Vn.x )Bn-x 220(3’)3 ] {
POV Iy MR 00 ) Bt £, )0y ) B, =Z6(y)0 ) B, @

deviendra

) 20(y)R=2£()0(y).2 ,
et de la

f( iR
f(y)= 2R
@) =y)R ° (8)

Maintenant, il est clair que le numératenr et le dénominateur de
cetle valeur de f{y) sont des fonctions rationnelles et symétriques
des racines y, y,, Y35 Y3y een Yoy on peut donc, en vertu des
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formules connues, les exprimer rationnellement par les coefficiens
des équations (1) et (2). 1l en est donc de méme de la fonction
()

La fonction rationnelle G(y) étant arbitraire , on peut en dispo-
ser pour simplifier I'expression de f(y). Pour cela, soit

F(y)
f(y)=—
4 ) 7
ou F(y) et X(y) sont deux fonctions entiéres ; on aura, en substi-
tuant ,

Fi)upnR
F(y) __ () - .

xy) =R °*
Si donc on suppose 6(y)=X(y), on aura

Fiy) sF(rR . )
xp)  =x(nB ’ (9

et alors le numérateur et le dénominateur de cette fonction seront
des fonctions entiéres des coefficiens des équations proposées.
Si %(y)=1, onaura, pour une fonction entiére quelconque F(y),

F(y)=—x (10)

Fiy)R4+F(y)Ri+-F(r)B.4id-Flya )R
R4-B.+B,4weentBos

F(y)=

Mais on peut encore simplifier beaucoup l'expression de F(y) de
la maniére suivante :

Désignoqs par ¥/(y) la dérivée de $(y), par rapport & y, et
faisons )
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I
%)= Vi

Véquation (8) donnera
F(y)R

F(y)= __:fﬁ(_“_ .

¥ ()

(11)

Cela posé, on peut d’abord exprimer B par une fonction entiére

de y. En effet, si l'on _fait

(z=y ) (=Y 2 )eeres(Z=F s )=z"" Fonaz" vz

", =0

on peut transformer R, qui est une fonction entiére et symétrique
de ¥.5 ¥, 5 %35 eee ¥na, en fonction entiére des coefficiens ¢, ,

Vl 9 Vz » ""“Vn-z'
Maintenant, on a

R g S D G e T 2 T T PP
=z"+(V,,-, _’y‘)z!‘-l +(‘)n-3 _y’n-: +y3)zn-z +(pn‘ 4 '—yV”-S +yzpu-2 _y3)zn-3 + Lo

donc
Pr2 =Gnsty
Pus =Gnotyua—y? ,
¥ns =Gns Y Pus =Y na by,

® & 0 & o S 2 s e 0 * 5 0 e 0 e o

L R .
d’ott il suit que g5, Pyy ¥,y e #,., sont des fonctions entiéres de
v la fonction B l'est donc ‘ausst ; elle est donc de la forme
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B=p,tpy-+e,0" e detonr® (12)

oit il est évident que o, 2,5 Py s +wee Py Seront des fonctions en—
tiéres des coefliciens des équations (1) et (2).

La forction R sera d’un degré supérieur & n—r1 ; mais, il est
clair qu’ou: peut, en vertu de l'équation (2), en éliminer toutes les
puissances de y supérieures a la (z—1)“*, et de cette manicre
melttre f2 sous la forme

R=p4-p.y+o, "o, 4wt ™"

Ol Poy Prs P, s eewer Pue SONL toujours des fonctions entiéres de p, ,

pl Py pl . ont.o--.' pm-l Py 70 ) ql 9 ql 9 esesses 7,._1-
En multipliant R par la fouction entiére F(y) on aura la fonc-

tion F(y)R , qui est de méme une fonction enti¢re de y. On peut
done la metire sous la méme forme que R, c’est-d-dire, qu’on peut
poser

F(y)R=:,~4t. vty 4wt 5 (13)

Loy Zus 2 5 weee 2,., étant encore des fonctions entiéres de pa, py,

Pas weees Prvs Gos Gis a5 vonve Groxe
Dés que B sera déterminé par Uéquation (12), il est clair quon
aura

By = potpyiteay s oy Aoty

B, =po-p.y s 0.5, o3y o toe 2" s

® & e 8 g t s+ 4 2 8 @ . e e o 6 s e o T g & s ¢ 2 2 o

VI I SR SN R AR S S N R

On aura de méme
Tom. X¥VII. 28
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F(y )R =ty y4tay 1y vt t,y ™
F(y,) Ba =ttty 0 e tiny ™

........... LI I Y

F(]‘n-x }Bn-x =/O+fxyn-x +tzy n-x‘+t3‘yn-| 5+0-'+t n-x.yn-l " d
Maintenant , je dis qu’on aura
tn-l
F=— =

En effet, on a d’abord

Bn-!
’(yn‘x)

.
?

R R - R,
2 == 4000030
vy YG) + "4"(}’) ’(J' ) + +

donc, en substituant les valeurs de R, R, , R, , ... R...,

R 1 f 1 1
2 —_— = - cessessns
() p,{ VA3P) + Y1) + Y(y.) + + Y/ (Y u-s) g
.yi ,y‘ yn )
e 3 V() + YD + V/(ys) I e Yi(yns) §

( VAN y.? X §
+es "\ T T T Vi(y1) + Yy et )

e ¢ 8 0

+~ovooo oooooo ® o o s & & & o 8

ynq ; n-
Tt 4/ (yl) + xl«'(y) al + '<yn ,)§

YN
Or, , 41y Y2 s weowee Yuur » étant les racines de I'équation (2)

on a
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V(N ==y )F—20) =y ) (y—y.a)
Y(ra= =y =y )=y 3)eeFi=yus) s
4’/(.7':): (.7z—y)()’z"yl)()’z‘y;)--"()’z‘}’m) ?

@« ® 0 s o s e o 8 « ¢« s s 8 )

q’l ,yﬁ'l)z ()’"'l‘_)’}()/n‘ 1'—yl>(yn- 1'3’1)“"‘0”»!"}%4) 3

donc, d’aprés une formule connue , les coefficiens de Pos Prs Payoee

Pr-y » dans U'zxpression de =

R .
s'évanouiront tous , exceptsé ce-
$iyy ’ P

lui de g,.,, qui se réduira & 'unité ; on aura donc

B —_— -
Figp P

On prouvera exactement de la méme manicre que

RY¥ ) _

—_ = 4

4//(),) *ny 2

donc, en vertu de 'équation (11),

tn-l
F=-—:

ou bien , en écrivant # et p, au lieu-de 7., et p..,

[4
= e

F(y)._—_ p

(4

Soit maintenant F/(y) une autre fonction enticre de y ; en sup-

posant
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F;U)B =1/y’hl+i/n~ayﬂ-: + t/n—B ),11-5 +"“"+l/ly+/,0 ? (l 5)

sl gy Uny wonne t’, éant des fonctions entiéres des quantités p,,
Pry Pas sees Pars Gos Gus Ga s ceene Gny » O AUTA
b4
F(y)= l (16)

d'oit, en comparant (14) & (16)

Fly t
Ty 7 (17)

Ainsi, on aura la valeur d’une fonction rationnelle quelconque

F

__Ff(yy)) » par le développement des deux fonctions
F(y)R et F(y)R .

La formule (17) peut facilement étre traduite en théoréme,
Le cas le plus simple est celui o l'on cherche uniquement la
valeur de y. Alors on a

BR—py™ p'y .0 Heeee et Ry =ty 4tty™ Lo,

On peut exprimer ¢ en p et o. En effet , en substituant la va-
leur de R, il viendra

By=py 4oy 'Fers 3

or, en Vertu de l'équation (2), on a
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i Y it AN S
donc, en substituant
Ry =(p/'—p¢, )y Froueres
Dans le développement de Ry, le coeflicient de y™: est donc

pr—pg. =15

donc
N et LS
=
ou bien
- 4
y=—tmt = (18)

De cette maniére, on n’a besoin de connaitre que les coefficiens de
g™t et y** dans le développement de

R=py™ ' 4p/y™ ron=0(y1) ¢(12) 9( 3 Yoo ()

Paris, le 2 novembre 1826,




