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ANNALES

DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

OPTIQUE.

Recherches sur la caustique par réflexion ,
dans le cercle,

Par M. Tuomas de St-Laurent, Officier au Corps royal
d’état-major , attaché a la 13.w¢ division militaire.
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LA marche la plus générale, dans la recherche de la caustique par
réflexion , relative au cercle, serait sans doute d’attaquer directement
la question, pour le cas d’un point lumineux, situé, d’une maniere
quelconque , dans le plan du cercle réfléchissant donné, On pour~
rait supposer ensuite que le point lumincux est sur la circonfé-
rence de ce cercle, ou qu’il en est infiniment distant, ou enfin
qu’il a toute autre. situation déterminée ; et on déduirajt des résul-
tats généraux auxquels on serait d’abord parvenus, ceux qui con-
viendraient & chacun de ces cas particuliers. Mais , comme celle mar—-
Torn. XVII, n° I, 1.°% juillet 1826. 1



2 CAUSTIQUE PAR REFLEXION

che conduit a des calculs extrémement prolixes, nous proctderons
d’une maniére inverse ; c’est-a-dire , qu’avant de passer au probléme
géudral, nous nous occuperons d’abord des deux cas particuliers les
plas simples. Nous obtiendrons de cette maniere des formules moins
compliquées et plus élégantes.

1. Occupons-nous d’abord de la recherche de I'dquation de la
caustique pour le cas olt le point lumineux est un de ceux de la
circonférence du cercle réfléchissant,

Soit r le rayon de ce cercle. Afin de simplifier nos calculs autant
qu’il est possible, prenons son centre pour origine des coordonnées
rectangulaires, et faisons passer I'axe des # par le point rayonnant,
que nous supposons placé du c6té des x négatives. Soit (27,y’) un
point incident quelconque , et (z,y) le point correspondant de la
caustique cherchée , c’est-a-dire , le point ol elle est touchée par
le rayon réfléchi, On aura d’abord

alryt=r" . (1)

L’angle que fait le rayon incident avec la normale au cercle au

. . y!
t (2/,9) a pour tangente tabulaire . .
point (#/,y’) a pou g b rpw

. - . , .
Si nous désignons par p la tangente tabulaire de I'angle que fait
le rayon réfléchi avec l'axe des x ; I'angle de ce méme rayon avec
la normale au point (2/,9’) aura pour tangente tabulaire
!

P px/—y’

Y x'py’
i v

et, comme, d’aprés les lois de l'optique, cet angle doit étre égal
au premier , ¢n aura

le_yl yl
a'4py! T rat

d’ott on tire, en avant égard A l’équation (:
) q
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y'rf2a’)
a'(r4zal)—ra

P:

b

I'{quation du rayon réfléchi sera donc

y_);/: M (x__x/) 5

x/(rf-2x")=—r2
ou encore

[r*—a/(r-22)) yty/ (r22)x =1y’ (2)

On exprimera que la caustique est I'enveloppe de V'espace parcouru
. . e dy .,
par le rayon réfléchi, en éliminant _ entre les dérivées de (1) et
dx/
(2); ce qui donnera

x! . (r4-4xl)yy—2y/x
¥ (r42x/)x=—rs ’

ou Dbien, en ayant encore ¢gard i la relation (1)

(rial)yy' +a' (vt da)—2r]a=ral . 3)

L’équation de la courbe cherchée sera donc le résultat de I'éli-
mination de z/ et y/ enire les équations (1), (2), (3).
Mais, comme les équations (2) et (3) ne sont guéres de nature
a se préter a l'usage de l'équation (1), comme moyen de sim-
plification , attendu que x et y w'entrent pas dans celle-ci; nous
allons en déduire deux autres, plus commodes a employer ; et pour
)

cela nous éliminerons tour & tour entre elles = et y, En faisant

toujours usage de I’équation (1), comme moyen de simplification ,
elles se trouveront ainsi remplacées par les deux équations

Ir(r4a)x=2x'y*Fr*(r+2z") ,

3r{rdal)y=cy”? .
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En observant que y”=r’—a/*=(r4-2/)(r—a’) , celles-ci pourront
encore étre simplifiées , et deviendront finalement

rQz—r)=22/(7—a’) , 4)
Sry=zy/(r—a’) . (5)

Telles sont donc les équations qui, avec I'équation (1), nous ser-
viront & trouver celle de la courbe demandée.

Remarquons,, en passant, une propriété de la caustique que I'on
déduit de suite de la comparaison des équations (4) et (5). En
les divisant Pune par l'autre, on a

3 ’
=" (6)

- 3
3x—r x/

!
or _y_, est la tangente tabulaire de I'angle que fait avec l'axe des x
X
. s 3y
la normale au point d’incidence ; et o ov
X =T

est celle de

— —

I'angle que fait avec le méme axe une droite menée du point cor-
respondant de la caustique & un point fixe de l'axe des =, situé

. r .. ,
a une distance + de Porigine: on a donc ce théoreéme:

Un point rayonnant étant situé sur la circonférence d'un cer-
cle réflechissant 5 si par ce point on méne un rayon incident et
le rayon réfléchi correspondant , et gue, par un point fixe situé
aur deux tiers du diamétre qui passe par le point rayonnait, @
compter de ce point, on méne une paralléle @ la normale au point
d'incidence ; cette paralléle coupera le rayon réfléchi a son point
de contact avec la caustique, et conséquerniment en un point de cetle
caustique.

Ce théoréme oflre une méthode graphique fort simple pour tra-
cer la caustique par poiuts; on en peut conclure aussi l'art de me-
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ner une tangente 2a cette caustique par un de ses points , lors—
qu’elle est déjA tracée. En joignant, en effet, ce point au point fixe
par une droite, et menant un rayon parallele & cette droite, lex-
trémité de ce rayon sera un second point de la tangente demandée.

Passons présentement & la recherche de l'équation de la causti~
que. En quarrant les deux membres de I'équation (6), et ajoutant
ensuite l'unité & chaque membre , il vient

97’3+(3x—r)‘ _ x”-{-)"’_ .i )
BGa—r): & xr

On tire de 1a
=+r3x—r)

e ————
= Vor+Ge—r):

valeur qui, substituée dans (4), donne, en réduisant ,
{o(@*+y)—r Y =4r'{gy’+(Bz—r)"} 5 (7)

équation de la caustique demandde.

On voit que cette courbe est une ligne du quatriéme ordre sy-
métrique par rapport & l'axe des x; et, en discutant son équation,
on sassurera qu’elle a un point de rebroussement , lequel n’est au-
wre chose que le point fixe dont il a été question ci-dessus; que
de ce point partent deux branches, intérieures au cercle réfléchis—
sant, qui vont se réunir au point rayonnant , ot la caustique a
un contact da second ordre avec ce cercle.

Cherchons le rapport métrique entre la longueur du rayon in-
cident terminé au cercle réfléchissant et le rayon réfléchi terminé

a la caustique. En désignaat respectivement par P et P/ ces deux
rayons , noas aurons

Psz ) P/:V(x~x/)2+(9,_1,/),

en mettant dans ces formules pour x*4-y* sa valeur r*, et met-
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ant en outre dans la derniére pour z et y les valeurs donndes
par les équations (4) et (5), elles deviendront

P=y/2r¢+=) » P/—-_:%\/zr(ﬁ—x’) H
d’ott on conclura cette relation remarquable
P=3p" .

Aiusi dans la caustique que nous considérons ici, Je rayon réflé-
chi est constamment le tiers du rayon incident.

Cette propriété fournit un nouveau moyen bien simple de dé-
crire la courbe par points. On pourra méme , en la cowbinant avec-
celle qui résulte de I'équation (6), obtenir les points de la courbe
sans tracer les rayons réfléchis.

Occupons-nous présentement de la rectification de la caustique,
Pour y parvenir, on pourrait, suivant la méthode générale, ren-
dre le radiccl de la formule

— dy
[ )

. . . dy
fonetion de la seule variable 2, en substituant pour y, dansE; ’
sa valeur tirée de I’équation de la courbe. Mais, en suivant cette
marche , on aurait & intégrer une formule assez compliquée. Atta~
chons-nous donc a éluder cette difficulté.

L’équation de la courbe est comprise implicitement dans les équa-
tions (1), (4), (5); puisqu’elle résulte de l'édlimination de 2/ et
y/ entre ces trois équations. En conséquence, on peut fort bien
chercher l'expression de s en #/ et y/ quon est toujours mailtre
ensuite d'éliminer an moyen des équations qui lient ces deux va-
riables & 2 et y.

En différentiant les équations (1), (4), (3) par rapport & x,
y, x/, y', on oblient



DANS LE CERCLE.

a!dzx'4-y'dy’=o0 ,

3rde=2(r—22")da’ ,

3rdy=2(r—az/)dy/—2y/dz’ .

En divisant la troisiéme par la seconde, il vient

dy’

Py
—

S, : ey
dy ~  (r—x')dyl=—=y/dx! __(r ') d

x/

—

dx (r—2x’)dx/ r—2x! ?

dy! .,
ou en mettant pour L sa valeur tirde de la

i premiére

31 — (r—x")x'4y'? — (r—x)a!/4-(r1—x?) . (r—zx")(r422")

de (r—2x")y! (r—2x)y’ - (r=2a')y'
donc

(dy \ _ (r—x’)’(r-{-nx’)’_ (r—a’)2(rd-22)r __ (r=—z/)(r<4-2a/)2

kdx - (r=—2x)2ya T (r—2a!)}(r2=a'?) - (r+4') (r=—2x)2
et par suite

2r3

(r4-=x') (r—2x')?

D’un autre c6té nous venons de trouver

dy \_ rdatj(r—ax’)4-(r—a') (r22)

dz= f.(:-:ix_’.).dx/ 5
3r

done

T () (r—al)s
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2(F‘—2x/) d /= ﬁx/
=il (L) TV G

ce qui donne, en intégrant,
s= 4y areran+4 .

Si I'on veut compter les arcs du point rayonnant, pour lequel
on ay/=o et a/=—=—r, la constante sera nulle, et l'on aura sim-
plement

=2V 5T
ou, en se rappelant les résultats ci-dessus,
s=%P=P4 1P=P4P .

Ainst, notre caustique est rectifiable , et Zarc, compris depuis le
point rayonnant jusqu'é un auire point quelconque, est constam-
ment égal a la somme des longueurs des rayons incident et ré-
Sléchi qui répondent & ce dernier point.

Lorsque P=2r , on a P/'=2%r; d'ou résulte s=5r; et telle
est la longueur de la demi-caustique ; mais la corde de cette demi-
caustique est #r; donc la longueur de la demi-caustique est pré-
cisément double de sa corde ; ou, en d’autres termes, /Ja longucur
de la caustique entiére est quadruple de celle de la droite qui
joint son point de rebroussement & son point de contact avec le
cercle réfléchissant.

Appliquons encore les considérations precedentes a la recherche
de la développée de la caustique.

Soit (X,¥) un quelconque des points de cette développée ; I'é—
quation de la normale & la caustique sera

(F—a) - (¥r=y) L =0,
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. d

dans laquelle il faudrait mettre pour -az sa valeur tirde de I'équa-
X

tion de la courbe. Mais , au lieu d’avoir recours a cette équation ,

d .
nous pourrons employer la valeur de —% déja obtenue, en 2/ et 4/,
ax

Mettant en outre pour x et y les valeurs données par les équa~
. ‘e Jer e PO EX¢ . . .
tions (4) et (5),et 3¢hant égard & I'équation (1), on trouvera

{r’—x’(zx’——r}}.?} Y4 (2a/—r)y/ 3X=r"y" . €]

On exprimera que la développée est I'enveloppe de l'espace par-

e ly’ , .
couru par la normale , en éliminant ™ entre les dérivdes des
X

équations (1) et (2/), ce qui donnera

{#'(42'—r)—2r*} 3XA-(42'—r)y! I Y =r’z’ . (3)

L’équation de la développée sera donc le résultat de 1'élimination
de 2/ et y/, entre les équations (1), (2/), (3).

Mais les équations (2/) et (3’) ne sont que les équations (2) et
(3) , dans 'lesquelles on aurait changé respectivement z et y en
3X et 3Y, et changé en outre le signe de r. Le résultat de I'é-
limination ne sera donc autre chose que I'équation (7), résultat
de l'édlimination de 2/ et y/ entre les équations (1), (2), (3),
dans laquelle on aurait opéré les mémes changemens; c’est-a-dire,
que l'équation de la développée de notre caustique sera

{9 X oY )—r'Y'=4r {90 +(33X+r)"} ;
ou bien, en posant, pour plus de simplicité; r=3R.
(o(X-F)—R} = 4R (g +CBX+RY} . ()

En comparant cette équation & l'équation (7), on voit qu’elle est
Tom. X¥V1I. 2
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composée en X, ¥ et —R comme celle-la I'était en z,y et —r;
ce qui conduit a ce résultat remarquable :

Lorsque le point rayonnant est & la circon{érence d’un cercle ré-
fléchissant , la diéveloppée de la caustique est une autre caustique

semblable & la premiére , relative & un cercle réfléchissant concen-

irigue au premier, mais dun rayon trozs fozs moindre , et dont
la circonférence passe conséquemment p:u' 1¢ point de rebrousse—
ment de cette premicre caustique. La seconde caustique est d’ail-
leurs tournée en sens inverse de la premiére , de sorte que le point
lumineux qui lui répond se coufond avec le point de rebroussement
ou foyer de celle-li.

Il suit encore de 1 que, lorsque le point rayonnant est 3 la
circonférence d’un cercle réfléchissant, la caustique est la dévelop-
pée d'unc autre caustique semblable , tournée en sens inverse et
relative @ un cercle riéfléchissant concentrique au premier , mais
d'un rayon irois fois plus grand.

On aura donc l'équation de l'une des développantes de la caus-
tique dont il s’aoit en changeant simplement, daus I'équation (7)
x,yet~ren—x,syet —r;ce qui donneral'équation fort simple

(@ y" —r?yY=4r"{y"+(x47)"} *)-

(* Ce résultat peut étre confirmé par un autre déja obtenu. On a vu, en
effet , & la page 78 du précédent volume, que I'équation de l'une des dé-
veloppantes de la caustique par réfraction relative &4 un cercle qui a son
centre a lorigine,et pour des rayons émanés de Pun quelconque (o,8) des
points de son plan, est

{a2(x2dyrderym—nz(az4-b2 r) }2==4r2 {(A/"x—ma)z-{-(h’{y-—vb)? } .

Pour passer de la au cas de la réflexion, il suflira, comme 'on sait, de
poser A¥=~—2, ce qui donnera

{(xry?) =(@24b9) =4 { @by D —2(ax 4 by) (@400}
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Le point de rebroussement de la caustique dont nous étadions
les propriétés étant un point trés-remarquable de cette courbe ,
nous nous trouvons naturellement invités & y transporter lorigine,
et & chercher ensuite I'équation polaire de cette méme caustique,
Pour transporter l'origine & ce point de rebroussement, il suffit
simplement de changer, dans l'équation (7), 3z en 3ar, ce
qui, en changeant ensuite 7 en 3z, donnera

24y’ eax= T ray zijgy . )
Pour passer de 1 aux coordonnées polaires, il faudra faire
a=pCos¢ , y=pSine , dolt zrpy:—=p ;
il viendra ainsi, en substituant et divisant par p,
p+2aCos.o=t2a -. (9)

Cette équation manifeste une des plus belles propriétés de no-
tre caustique, Considérons, en eflet, un cercle concentrique avec le
cercle réfléchissant, et ayant pour rayon ¢= i r, son équation re—
lative & la nouvelle origine sera

Si l'on suppose ensuite que le point rayonnant (a,5) est un de ceux de la
circonférence , on aura a’-}-b2=r?, et conséquemment

(xz+y:-r2)2=4r2{ (xz+y3+r=)-2(ax+b_}') } .

Si enfin on suppose que ce point est sur l'axe des x, 4 gauche de I'ori-
gine, on aura a===r, b==o0, et celte équation deviendra

(x2yr—r)r=4r2{y= (@)} ;

c'est-a.dire , la méme que celle du texte,
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24y’ +tazr=o0 ,

d’olt on conclura pour son équation polaire

p’-+2aCos.p—0 (10)

et par suite
p—p/=T2a, ou  p=¢2a

de sorte que le rayon vecteur de la caustique n’est autre que ce-
lui du cercle augmenté ou diminué du diamdétre de ce cercle.

Voild donc un troisiétme moyen bien simple de décrire la caus-
tique par point. Aprés avoir déterminé son point de rebroussement,
on décrira un cercle concentrique au cercle réfléchissant, dont la
circonférence passe par ce point; on menera par ce méme point
4 ce cercle une séric de cordes sur la direction desquelles on por-
tera, de part et d’autre du point ol elles se termineront, des lon-
gueurs ¢gales au diamétre du cercle intéricur , et l'on aura ainsi,
pour chacune , deux des points de la caustique.

Ainsi, dans le cas d’un point rayonnant situé sur la circonférence
d’un cercle réfléchissant , /o caustique est une conchoide, qui a
pour directrice un cercle concentriqué au cercle réflecteur et un
rayon égal au tiers de celui de ce cercle. Le pole de cette con-
choide , situé sur la circonférence de ce dernier cercle , est en
méme temps le point de rebroussement de la caustique.

Il suit encore de 14 que zoutss les cordes, menées & la caus—
tique par son point de rebroussement , sont d'une longueur cons-
lante et égale au deux tiers du diaméire du cercle réflecteur (*).

(") Cette courbe est donc ( Annales, tom. T, pag. 124 ) un cas particu~
lier de toutes celles qu'esprime l'équation générale,

.
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Replacons l'origine au centre du cercle réfléchissant, et propo-
sons-nous de déterminer I'équation de l'épicycloide engendrée par
un cercle d’'un rayon égal & @ et roulant sur un autre cercle de
méme rayon.

Supposons que le cercle générateur , d’abord tangent au cercle
base , au point (z=-a, y==0), que nous supposons le point dé-
crivant , s’éléve au-dessus de l'axe des x , pour décrire la courbe.

Soient, & un instant quelconque, (z,y) le point décrivant et
(”,5"") le centre du cercle générateur ; on aura d'abord

aPbyii=ta ()

(e—aY(y—y)=a* «  (15)

La droite menée du centre du cercle mobile au point décrivant,

. . y— "
fait avec I'axe des # un angle, dont la tangente tabulaire est ——
Cet angle est I'angle extérienr d’un triangle dont le troisiéme cOté
est la droite menée de l'origine au point (2/,y/); et, par la na-
ture du mouvement, les angles adjacens & ce troisitme c6té doi-

vent étre égaux ; donc l'angle extérieur dont il s’agit , doit ére
14

égal au double de I'un d’enx, dont la tangente est -y—,7 ; la tan-

*

gente tabulaire de cet angle extérieur sera donc *

4
2L ot
x/! syt 2’y .
, c’est-a-dire , xi—ytia 7

)//I 2
,_( L )
d’ott il suit qu’on devra avoir

el 2 =T (D=

et dont la propricté commune est que toutes celics de leurs cordes qui pas-

sent par lorigine ont une méme longueur 24.
) 8

Jd. D. G.
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2.‘!”)’” "—)"i

—
&l12emylla x=—xl

ou bien
2ty (@—al)=(y—y" )@ —y"") 5 (16)

de sorte que l'élimination de 2 et y/, entre les équations (14),
(15), (16), conduira & I'équation de I'épicycloide cherchée.

Des équations (15) et (16) on ure facilement, en ayant égard
a léquation (4)
2xnyr;

4a

—= yH—y=
ou encore , en employant toujours l'équation (14)
20(x—a)=x"(2a—a'") , (17)
aay=y"(2a—z") . . (18)
d’ou on conclura, par division,

y y” ‘

—a (r9)

ce qui veut dire que la droite menée du point (r=+4a, y=o)
au point décrivant. est constamment paralleéle a celle qui va de l'o-
rigine au centre du cercle mobile. Cette propriété , analogue i celle
qu’exprimait Péquation (6) , peut déjd nous faire pressentir a quel
résultat nous allons étre conduits,

En éliminant y/ entre les équations (14) et (1g), on trouve

valeur qui, substituée dans I'équation (17), donne pour 1'équation
de I'épicycloide demandde
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(' +y'—a’ ) =4a’{ y4-(2—a)*} .

k ’ . r . s
En changeant, dans cette équation, ¢ en 3 elle devient préci-

sément celle de notre caustique.

Ainsi , pour un point lumincux situé & la circonférence d'un
cercle réfléchissant , la causiique est I'épicycloide engendrée par un
des points de la circonfirence d'un cercle mobile, d’'un rayon trois
fois moindre que celui du cercle réflecteur, roulant sur un cercle
Jize , concentrique & ce cercle réflecteur, et ayant également un
rayon trols jfois moindre que le sicn. Le point de rebroussement
est celui de la circonférence du cercle base qui coincide avecle point
décrivant (*).

. IL Occupons-nous maintenant de Ia recherche de la caustique
par réflexion relative au cercle, dans le cas des rayons de lumié-
res paralléles.

Soient toujours r le rayon du cercle réfléchissant (, %) un quel-
conque des points de la caustique (27,5”) le point incident qui lui
correspond. Afin de simplifier nos calculs, nous prendrons le cen-
tre du cercle pour origine des coordonnées rectangulaires, et nous
supposerons I'axe des x paralléle & la direction commune des rayons
wcidens. Nous aurons d’abord

artyl=rt . (1)

Soit p la tangente tabulaire de l'angle que fait le rayon réflé-

=

() Enfin, pour ne rien laisser 4 dire sur ce sujet, il faut encore ajou-
ter que, pour un point rayonnant situé & la circonférence d’un cercle ré-
fléchissant , la caustique est Penveloppe de espace parcouru par un cercle mo-
bile et variable de rayon gui , ayant constamment son centre sur la circonfé-
rence d’un cercle concentrique au cercle réflecteur , passe constamment par un
point fixe de cette circonférence. Ce point lixe est alors le point de rebrousse-

ment de la caustique,
J. D. Go
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chi avec l'axe des x, et, par suite, avec le rayon incident; ce
rayon rifléchi fera avec la normale, au point d’iucidence, un an-
gle dont la tangente tabulaire sera

4 \

/ , . ale—yt
- %, cest-d-dire , £———Y—, 5
' x'4-py
14y

. . x!
puis donc que l'angle d’incidence est — , on aura
yl

pxl—yl yl
a’'+py! «!

ce qui donne
Qx’y’

P:

“Iz_ylz
L’équation du rayon réfléchi sera donc

2x!y!
y—ly= —2— (s—2’) ;

xlz_ylz

. ’ h 2 ! M
ou bien, en ayant égard & I'équation (1)

22’y x—(a"—y ")y =1y . (2)
On exprimera que la caustique est l'enveloppe de l'espace parcou-
- ' ’ . e . d’, r.
ru par le rayon réfléchi, en éliminant o des dérivées de (1) et
X

(2), prises en regardant x et y comme constans. Or, ces dérivdes
donnent

dy’ x! dy! 2(y/ x=—=xy)
dar ™y 2 dxr — 2(x/ K egmyly ) —r3

on aura donc pour troisi¢me condition, en ¢galant ces deux valeurs,
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a{2(a' 2tyly)—1*} =2y (y'a—2'y)
ou, en réduisant
2(#"—y ")z +4aty’y=rz’ . 3

L'%quation de la canstique cherchée sera donc le résultat de I'éli~
mination de 2/ et ¥/ entre les équations (1), (2), (3).

Pour effectuer cette élimination, éhiminons tour-a~tour , comme
nous Vavons déja fait ci-dessus, x et y entre les équations (2) et
(3) ; en ayant toujours égard i l’éqﬁation (4) , il viendra

Bra=al(ray”) 4
Py=y . )
La premiére de ces équations peut encore s’écrire ainsi
r*(rr—a)=2z'y" ;

et, en divisant Féquatien (5) par cette derniére, il vient

'

2y Y y __ Y
ax—a! " ou F—ix & ©)

ce qui signifie que la droite menée par Ie milien de l'abscisse du
point d’incidence , parallélement & la normale en ce point, ren-
contre le rayon réfléchi en son point de contact avec la caus-
tique ; voild donc un premier moyen graphique de décrire cette
courbe par points.

En ajoutant au quarré de I'équation (4) le quadruple du qunarré
de Yéquation (5), on trouvera, en ayant toujours égard 3 l'équa-
tion (1) '

4y )—r'=3y" ;
d'ou
Tom. XV1I 3
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{4(z* 4y )—rY=27(y")" ;5 .

mettant donc dans cette derniére, pour y/*, sa valeur donnée par
I'équation (5) , on obtiendra pour I'équation cherchée de la caus-
lique .

{4(a )= P =agriyr )

On voit que cette courbe est une ligne du sixiéme ordre, symé~-
trique par rapport aux deux axes. En la discutant on lui trouvera,
sur l'axe des # , deux points de rebroussement, situés de part et d’au-
tre du centre du cercle, & une distance de ce centre égale & la
moitié de son rayon. On trouvera de plus que cette courbe touche
le cercle aux deux extrémités du diameétre perpendiculaire & celui
qui joint les deux points de rebroussement.

Si lon cherche, la longueur du rayon. réfléchi, mesuré depuis le
point d'incidence jusqu’a son point de contact avec la caustique ;
en représentant cette longueur par P/, on aura

Pl=\/ =y =V =V zy—a(@atyy)+r 5

ou, en mettant pour z et y les valeurs données par les équations
(4) et (5) et ayant égard & I'équation (1),

a!

' L P=Lyieeyne= o (®)

Ainsi , dans la caustique par réflexion formée par des rayons pa.
ralléles tombant sur la circonférence d’un cercle, /e longueur du
rayon réfléchi est moitié de celle de la projection , sur la direc-
Zion commune des rayons incidens, de la normale au point din-
cidence ; ce qui offre un nouveau moyen fort simple de décrire la
caustique par points.

Au moyen de I'équation (8), I'équation (6) devient
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y ol

—_—

x=—p

e qui signifie que Ja paralléle mende par un quelconque des points
de la caustiqgue @ la normale au point d’incidence correspondant
rencontre le diamétre paralléle aux rayons incidens & une distance
du centre du cercle réflecteur égale & la longueur du rayon réfléchi.

Occupons-nous présentement de la rectification de la caustique.
.La formule générale est

=flP S EY O

Or, on tire des équations (4) et (5)
ar’dz=("—42y)dz’'F-4a'y'dy’ ,
r’dy=3ydy’ ;

ce qui donne, en mettant pour y’dy’ sa valeur —27dz’ , donnde
par Véquation (1)

ar’dr={{r*42y")—4z"}dz/=3(y*=—a2")d2’ ,
rdy =—3a2'y/da’ .

On tire de 1A
3(y2—x'?)da’

ar?

dz=

=

o —
da ylz._xla

d’ott

+( ), (y'2=al2)2 Jbfat 2y '2 _- (xlz+y/’)2 _ 74
\T (ylr=al2)s (y/2emmala)e - (y/2—ax?)a

7
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substituant toutes ces valeurs dans la formule (g9) , elle deviendra

SV TS e

En comptant les arcs de l'axe des y, il devient inutile d’ajouter

une constante & cette mtegrale. Si on la compare a la formule (8),
on pourra écrire

L s=xl4-P

c’est-d-dire que lz longueur de la caustique comprise entre le dia~
métre du cercle réfléchissant perpendiculaire @ la direction com-
mune des rayons incidens et un quelconque des pornts de celte
courbe, est égale & la distance de ce point & ce diamétre , augmen-~
tée de la longueur du rayon réfléchi qui répond & ce méme point.
On voit aussi que la longueur totale de la caustique est triple de
la longueur du diamétre du' cercle réfléchissant. ‘

Cherchons Véquation de la developpee de notre caustique. Soit
(X, 1’) nn quelconque des pomts de cette developpee I'équation de
la normale 3 la caustique au point (z,y) sera

- (Y —y) £ =0

. : o s d
ou bien , d’aprés la valeur trouvée ci-dessus pour ~d—’f~
x

(r"*—at)(X—z)—22"y/(¥—y)=o0 ;

ou enfin, en mettant pour z et y leurs valeurs tirées des équa-
tions (4) et (5) et faisant usage de I’équation (1)

4aly! Y 4-a(z =y X=r"z" ; (10)

c’est I'équation (3), dans laquelle on aurait mis respectivement X
et ¥ pour z et y.
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Pour exprimer que la développée est I'enveloppe de l'espace par-

. e dy’ .,
coura par la normzle, il faudra éliminer 4o entre les dérivées des

équations (1) et (10) prises par rapport & 2/ et y/ seulement, ce
qui donnera

82/y! Xem f(2/ Py ™) =1"y! . (11)

L’équation de la courbe cherchée sera le résultat de I'élimination
de 2/ et y/ entre les équations (1), (10), (11),

En résolvant les deux derniéres par rapport & X et Y, et fai~
sant usage de l’équation (1), il vient

ar'X=az? ,
Y =y/(r*4az*) :

"En ajoutant au quarré de la seconde le quadruple du quarré de
la premiére et en faisant toujours usage de I’équation (1), il viendra

304 (X Yoy fas6dy /s (r2 2/ Y2 fatb (a2 y 3 ) froatay s réylira(rad 35 5
ou bien

16(X 4 P)r* =327 3
d’olt en cubant

(16(X* - F*)mr? 2y (27"

ou encore en mettant pour 2/3 sa valeur 2r°X trouvee ci-dessus ,
et posant pour abréger, r=2R

4P —RY=2yBX . (13)

Equation qui n’est autre que I’équation (7), dans laquelle on au-
rait changé y en X, z en Y et 7 en R,



I

22 CAUSTIQUE PAR REFLEXION

- Alusi, la développée de la caustique par réflexion relative au
cercle , dans le cas des rayons incidens paralléles , est une courbe
exactement semblable’ & cette caustique , mals relative & un cer—
clé réfléchissant concentrique au premier et d'un rayon moitié moin-
dre , laquelle est située perpendiculairement & cette caustique ; Cest-
d-dire , de telle sorte que la droite qui joint ses deux points d’in-
flexion est perpendiculaire a la direction commune des rayons in-
cidens , ou que sés deux sommets coincident avec les points de re-
broussement de la. premiére.

Il résulte de 1a que la caustique par réflexion relative au cer-
cle, dans le cas des rayons incidens paralléles , est la développée
d'une courbe toute semblable, mais relative & un cercle concentrique
@ celui-le et d'un rayon double du sien , laguelle a une situation
perpendiculaire ¢ la sicnne ; c'est-a-dire , telle que la droite qui
joint ses deux points de rebroussement est perpendiculaire i la di-
rection commune des rayons incidens , ou encore telle que ses points
de rebroussement coincident avec les deux sommets de la: -causti-
que. ‘

Proposons-nous de trouver 'équation de I'épicycloide engendrée
par l'un des points de Ia circonférence d’un cercle d’un rayon ¢ ,
roulant sur un autre cercle d’un rayon 2c.

Prenons le centre du cercle fixe pour origine des coordonnées
rectangulaires. Supposons qu'a l'origine du mouvement le point de
contact des deux cercles soit sur l'axe des z , du cé6té des = po-
sitifs, que ce point est le point décrivant, et que le cercle mobile
tourne en s’élévant dans la région des y positives.

. Soient, pour un instant quelconque , (#,y) le point décrivant
et (z/,y") le centre du cercle mobile; nous aurons d’abord

artyii=gst s (13)

(@'—zy - (yr=y)=c" . (14)
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La droite qui joint le centre du cercle mobile fera avec le point
décrivant avec l'axe des z, un angle qui aura pour tangente ta-
y-//_y
x!l—x
lequel le c6té opposé sera la droite qui joint les centres des deux
cercles ; et les deux angles adjacens & ce c¢6té devront, par la na-
ture du probléme, étre double I'un de lautre; d’ou il suit que
Vangle extérieur dont il s’agit devra étre triple du plus petit des an-
gles intérieurs opposés. Or, la tangente tabulaire de ce dernier étant

A . . 1 (3267 2 llz)
CANNES PY tangente tabulaire de son triple devra étre l—(———fy——,
&!! (&!13=3y 1)

bulaire

. Cet angle sera l'angle extériecur d’un triangle dans

x !

la troisiéme équation du probléme sera donc

: yll—y yl/(?)xl/z_yllz)
P = EUCEE I

(15)

L’équation de 1'épicycloide demandée sera donc le résultat de I'éli-
mination de 2/ et y/ entre les équations (13), (14) , (15).
On tire des deux dernicres

M ! 2 e 1]
gy m el (! =3yl2)
vy//z (35112,_.7,112 )z+ xllz(xll 2_3]”;) 2
cx//(?,xllz—y//z)
J-I/ e )f: ;

\/yllz (3xllz -j”) z+.yllz (x/I..3.y/Iz) a

mais , au moyen de l'équation (13), le dénominateur commun de
ces valeurs se réduit & 27¢%, de maniére qu'on a simplement

27 c? ( 2/~ J‘)= x//( x//a_gy//’) )

2702(3,//\'),) =y (3x/my!?) ;

ou, en faisant encore usage de l'équation (13)
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9’ (Bx=—=2z) =42y , (16)
276y=4y"" . (17)

En divisant Ja seconde par la premiére, il vient

Yy o y __¥ .
3pmmaxt ~ att a—ial  al "

ce qui nous apprend que la droite menée par-un quelconque (z,5)
des points- de l'épicycloide, parallélement & celle qui joint les cen-
tres des deux cercles rencontre Faxe des x 4 une distance de l'o-
rigine égale aux deux tiers de l'abscisse du centre du cercle mo-

bile , ou égale & labscisse de son point de contact avec le cercle
fixe.

En mettant I'équation (16) sous cette forme

27w =229 t-2y"7)

et ajeutant ensuite son quarré & celui de I'équation (17), il vien—
dra, en faisant usage de I'équation (13),

@y —4er) =4y
d’ol, en élevant less deux membres au cube,
37(#* +y’ —46) =64y = 4.(4y'7)

mettant dans cette dernidre pour 4y/!* sa valeur donnée par I'équa-
tion (17) il viendra finalement

(2 Fy*—4c?)=108c4y" :
équation qui coincide exactement avec I'éqnation (7) de la causti-

que, si l'on y change ¢ en % .
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Ainsi, dans le cas des rayons incidens paralléles, la caustique
par réflexion relative aun cercle est une épicycloide engendrée par
lun des points de la circonférence d'un cercle d'un rayon égal au
quart de celut du cercle réfléchissant , roulant sur un cercle con—
cenirique & ce dernier, et d'un rayon moitié moindre que le sien.
Les points de la circonférence du cercle-base ou vient s’appliquer
le point décrivant, sont les deux points de rebroussement de la caus-

tique (*).

IL. ‘Tl va nous devenir facile, d’aprés ce qui précéde, d’attaquer
le cas général du probléme qui nous occupe.

Soit toujours r le rayon du cercle réfléchissant. Pour simplifier
nos calculs , autant que la question peut le comporter, nous place-
rons encore l'origine au centre de ce cercle, et nous ferons passer
I'axe des # par le point rayounant que nous supposerons d’ailleurs
quelconque sur cet axe.

Cela posé, soient (x,y) un quelconque des points de la causti-
que (2',y/) le point'incident qui lui correspond , et enfin & I’abscisse
du point lumineux; on aura d’abord

24y =r* . (r)
L’équation du rayon réfléchi sera

y—y'=p(z—=’) ;

3

(*) Pour ne rien laisser 4 dire sur ce sujet , il faut encore ajouter que
la caustique par réflexion relative au cercle , dansle cas des rayons incidens pa-
ralléles yest enveloppe de Uespace parcouru par un cercle mobile , variable de gran-
deur et de situation, qui , ayant constamment son centre sur la circonférence d'un
cercle fixe , concentrique au cercle réfléchissant , mais d'un rayon moitié moin-
dre , serait constamment tangent au diaméire de ce cercle fixe de méme direc-
tion que les royons incidens.

Tom. X¥VII 4
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dans laquelle il faudra déterminer p de telle sorte que langle de
réflexion soit égal A l'angle d’incidence.

Or, la tangeute de l'angle d’incidence est

¥y ¥

P —— ;,— ay/ ay’ .
— , ou prrw————— ou enfin o

1+ x'(x/—a)

et celle de l'angle de réflexion est

!

PO y'—pa!
, ou —_—
y' *'+py’'
14p =
on doit donc avoir
a‘y’ y’_—pxl
ri—ax!  x'py! ?
d’olt
Yl (rrm=oax’) y/(r*=—2ax’)
P= a(y/a_xu)_'_rzx/ - &/ (raemzax’)4-ar?

L’équation du rayon réfléchi sera donc

y/(r*=2ax’)

&/ (Premm2ax’)-4-ar?

y—y'= (x—2') ,
ou bien, en chassant le dénominateur , développant et réduisant,
[#/(r*—2a2)F-ar* ]y —y/(r’—2az")x =ar’y’ | (2)
Les dérivées de (1) et (2) sont

dy’ x! dy’ _ (r2=fax')y-t}-20y'x
da’ y 2 d=r (r:—2ax')x-f-ar? ?

on exprimera donc quela caustique est I'enveloppe de 'espace par-
couru par le rayon réfléchi, en écrivant
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1M
~3

x! (rr=_ax")y-}2ay'x
— — T

y! (r2=—2ax’)x-+ar?

ou bien, en chassant les dénominateurs et ayant égard i léqua-
tion (1),

{2/ (r’—4az’)F2ar* }x4-(r*—faz!)y'/y-}ar’z' =o . 3)
L’équation de la caustique cherchée sera donc le résultat de I'éli-
mination de z/ et y/, entre les équations (1), (2), (3).

S’il ne s’agissait que d’obtenir les points de cette caustique qui
correspondent aux divers points d’incidence, sans qu’il fit néces-
saire de parvenir & I'équation de la courbe, on remarquerait que
2/ et y/ étant dés lors donnés et les équations (2) et (3) n’étant
que du premier degré seulement en x et y, ces équations sont
conséquemment celles de deux droites qui , par leur intersection,
doivent donner un des points de la caustique. ;

L’équation (2) est celle d’une tangente a la caustique , et par suite
celle du rayon réfléchi qui répond au point d’incidence (z7,5/). On
peut donc considérer comme déji construite la droite exprimée par
cette équation.

Pour construire la droite exprimée par I'équation (3) on pour—
rait tout simplement déterminer ses intersections avec les axes des
coordonnées , et on serait méme d’autant mieux fondé A en agir
ainsi, qu'ici ces axes ne sont point des lignes tout-a-fait étrange-
res au probléme qui nous occupe; mais il sera peut-étre préférable
de faire usage d’une méthode employée d’une manicre si heureuse
par M. Gergonne, en plusieurs endroits de son recueil.

L’équation (3) peut étre écrite ainsi

N x/x4-yly _ a(2x==—x’)

rz r2—4a_r/

; (4)

d’oli il suit quon aura deux points de la droite qu'clle exprime
en construisant les denx systémes de deux droites
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@'rty'y=o , ) xafyly=rt . ©
I

20—2'=0 ; a(2ax—a')=r*—faz’ .

qu'on déduit de (4), en y supposant tour-a-tour ses deux mem-
bres égaux a zéro et a l'unité.

La premiére des équations (5) est celle d’une perpendiculaire me-
née par l'origine au rayon qui va au point d’incidence ; l'autre est
celle d’ane droite perpendiculaire & l'axe des z, dont l'abscisse est
moitié de celle de ce point d’incidence; ainsi le point (5) de la
droite (4), intersection de ces denx droites, sera toujours facile a
construire,

La premicre des équations (6) est celle de la tangente au cer-
cle au point d’incidence ; la seconde qui revient i

est celle d’une perpendiculaire & l'axe des # facile & construire ,

. r2 . e . .
puisque — est la distance de T'origine & la polaire du point rayon-

a
nant, et que 2/ est I'abscisse du point d’incidence. Ainsi le point (6)
de la droite (4), intersection de ces deux droites, et par suite la
droite (4) .elle-méme sera facile & construire. Elle coupera le rayon
réfléchi & son point de contact avec la caustique, Voild donc un
procédé assez simple , pour construire tant de points qu'on voudra
de cette courbe.

Occupons-nous présentement de la laborieuse recherche de son
équation, En résolvant les équations (2) et (3), par rapport a =z
et y; et se servant de l'équation (1) pour simplifier les résultats,
il vient

2 o -
r*(r'—3ax/+2a*)y =20y , (7)
2 / 2 - 2 y; )
r(r'—3azx'42a")\r = al2ax'y* —r*(r’—az’)} . €))

L’équation (8) peut encore s'écrire ainsi
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r*{(r—3az'd28*)x+a(r'—az’)y =2a"z"y" ;5 (9)

d’ott ,.en divisant (7) par cette derniére

. (10)

y _ Yy
a(r:—ax’) T g

r*—3ax/+4-2a?

-

Ce résultat nous apprend que si, par I'un quelconque (z,y) des
points de la caustique, on méne une paralléle au rayon qui va au
point d’incidence (#7,y') qui lui correspond , cette parallele cou-
pera l'axe des # en un point dont l'abscisse sera

a(ri—ax’)

r2—3ax/+2_a2

Nous verrons tout-a-I'heure ce que c'est que cette dernieére quan—
tté,

Pour faciliter la solution du probléme, il faut en combiner les
équations de manicre a les rabaisser autant qu’il est possible par
rapport & 27 et y/. D’abord , au moyen des valeurs de x et de
y données par les équations (7) et (8), et en faisant usage de 'équa-
tion (1), on trouve
12a4(@=—x')y2

a___ 2 2 2\ 2 2 gl e
(4a*—r') (@' +y")—zar'z—a'r (" —3axipaan

mais , I’équation (7) donne , en quarrant et renversant.
fatyS=r*(r*—3aa’/+2a*)y"

multipliant ces deux équations membre 4 membre et réduisant ,
il viendra

(har—r?)(x1dy?)==20rix=—a’r?  (a=x')3

Srbfyz . y/é ’
et par suite
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a=—x' _ (402 =r2)(@34-y?)—2ar>x—a7rs
ylz — 3!"#‘}'3 ¢

Le second membre de cette derniére équation ne renferme plus que

. , 1
les senles cordonnées de la caustique ; en le représentant par STl
et en mettant pour y/* sa valeur r°—z/*, on aura o

M(a—a')=r'—a™.

De cette derniére équation, combinée avec I'équation (1), on ti~
rera les valeurs de 2/ et y/ qui, substituées dans l'une ou l'au-—f
tre des équations (7) et (8), donneront I'’équation cherchée en x
et y. Nous n’achevons pas le calcul, qui n’offre plus présentement
que des difficultés pratiques, parce que le résultat en serait trop
compliqué pour pouvoir étre employé utilement,

Puisque I'équation générale de la caustique rapportée & deux axes
choisis méme de la maniere la plus favorable, se présente sous
une forme si pen traitable, il convient de remplacer cette équation
par une autre entre d'autres variables ; car un probléme ne peut.
ére réputé résolu que lorsqu'on est parvenu a un résultat sns-
ceptible d’interprétation. Cherchons, par exemple, la relation cons-
tante qui doit exister entre la longueur du rayon incident et celle .
du rayon réfléchi ; le premier étant compté depuis le point rayon- .
nant jusqu’au point d’incidence , et l'autre depuis ce dernier point
jusqu’au point de contact du rayon réfléchi avec la caustique.

Soient P et P’/ ces deux rayons , on aura d’abord

P= Vy}2+(a—x/)I=Vr2+a2_aax.’ ; (Iz)
et ensuite ~ :

Pl=y/ @—slyt =0 =V r=a(@ay )+ &4y -

En éliminant #,y,y’ de cette derniére formule, au moyen des
équations (1), (7), (8), elle deviendra
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ri—ax/ ————
Pl= _— rid-gie—2aqx
rie=3gx/~}-2a3 + ’
c'est-a-dire (11),
ri—ax’
Pl= P. (13)

rie==3ax'42a2
Au moyen de cette équation (13), I'équation (10) devient
7
P 7
zta —
+ P
c’est-3-dire que la paralléle menée de l'un quelconque des points
de la caustique au rayon qui va au point d'incidence correspon-
dant, coupe la droite qui va du centre au point rayonnant i une
distance de ce centre quatriéme proportionuelle au rayon incident,
au rayon réfléchi et a lalongueur de cette droite.
Si l'on élimine 2/ entre les équations (12) et (13), on trouvera

P[P (ri=e?)]

) — .
P= 3P2—(r2e~a) ! (14)

formule qui donnera la longueur du rayon réfléchi, quand on con-
naitra celle du rayon incident.

Mais cette formule est susceptible d’une simplification notable.
Supposons, en effet, qne le point rayonnant soit intérieur au cer-
cle, et soit 4¢ la longueur de la corde interceptée dans le cercle
par le rayon incident considéré comme drovite indéfinie, longueur
qui est censée connue , dés qu'on crnnait la direction de ce rayon.
Par la propriété des cordes qnri se coupent un aura

P(4e—P)=(r+a)(r—a)=r’—a* .

Mettznt cette valeur de r*—a* dans la formule (14), elle devieadra

Pl= — (15)

ou encore
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I 1 1

PV = ™ (16)

4

Si le point rayonnant était extérieur au cercle, on aurait, par
la propriété des sécantes qui partent d’un méme point,

P(P—4c) ou P(P44o)y=a"—r*=—(r*—a").

suivant que le rayon parviendrait & Ya partie concave ou 4 la par-
tie convexe de la circonférence. Dans le premier cas, la formule
serait évidemment la méme que ci-dessus; dans le second, P au-
rait simplement changé de signe et on trouverait

cP
P= e (7).
ou bien
1 1 x
P ¢ °

Pour le rayon lumineux qui passe par le centre, on a c=3r et
P=oa-r ou a—r suivant que le rayon incident atteint la conca-
vité ou la convexité du cercle; substituant dans. les formule (¥5)
et (17) il vient
ra+ry Pl=

2a4r 20T

r{a=—r) .

P'—=

ce qui donne la position des points de rebroussement , dont les dis-
tances au centre sont

ar ar

r=-}

204r 7 20==r

X =

Une plus ample discussion prouvera’ d’ailleurs que, pour le cas
général , la caustique est & peu prés de méme forme que pour ce-

(*) Clest précisement la formule de Petit. Voyez la correspondance sur PEcole

olytechnique ( tom. II, pag, 355 ).
poyreE > P8 J.D. G.
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lui des rayons paralicles, si ce n’est qu'clle cesse alors d'¢tre symé-
trique par rapport & l'axe des z. Lorsque le point rayonnant est ex-
térieur au cercle, la caustique touche ce cercle a ses intersections
avec la polaire de ce point.

Tom., XFII.



