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THEORIE DES LIGNES DU SECOND ORDRE. 1-3

GEOMETRIE ANALYTIQUE,

Mémoire sur les lignes du second ordre ;
Par M., Ch. Sturm.

( Deuxiéme partie (*))

. - -~ - -~

§ VI

NOUS avons développé , dans ce qui précéde, la théorie purement
analytique des poles et polaires , et nous avons fait voir qu'on
pouvait en déduire, avec facilité, les propriétés généralement con-
nues des lignes du second ordre qui nous ont été transmises par
les anciens géométres. Nous allons présentement reprendre les con-
sidérations du §. I, concernant le systéme de trois lignes du se-
cond ordre qui , tracées sur un méme plan, ont les mémes points
d'intersection ; et, aprés avoir étudié les propriétés d'un tel sys-—
téme , nous montrerons que , dans leur généralité, elles renferment
la presque totalité de celles qui compesent aujourd’hui la géomé-
trie de ces sortes de courbes,

Soient sur un plan, trois lignes du second ordre , rapportées aux
mémes axes et ayant les mémes intersections. Nous avons vu qu’en
supposant ces courbes eaprimées par les équations

(") Voy. la pag. 265 du précédent volume.
J. D. G.
Tom XVII, n° VI, 1.°* décembre 1826. a3
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Az*+By'+-*Czy+4-*Do+*Ey+F=o , ©
Ao By 4 Cap’ Do+ Ey+F=o , ()
A'THB ¥ Cay D a¥EybF=0, ()

on devrait avoir les six relations
mA++A'"—=A" , mB4+B'=B", mC+C'=C",
(a) ~
mD+D/'=D" , mE+-E/'=E" , mF+F=F',

dans lesquelles le nombre m peut étre quelconque.

Cela posé, par un point O, pris & volonté sur le plan des trois
courbes, et dont nous supposons les coordonnées X et Y, soit
menée une droite paralléle & I'axe des z, c'est-a-dire, parallele &
une droite fixe arbitraire,, puisque les axes des coordonnées sont
quelconques. Ensuite, sans changer la direction des axes , trans-
portons—en L'origine en O ; il nous suffira pour cela de changer res—

pectivement z et y en 24X et y4Y , dans les équations (¢),
('), (¢”) , qui deviendront ainsi

Axr4-By2}2Cxy42(AX4-CY 4-D)x4-2(BY4-CX+-E)y4-(4 X4 BY*4-2CXY 4 2DX 42 EY - F)==o,
Ax24 By 42Cxy 43 (A X+ C YD) x4-2(B' Y4 C XA E )y +(A' X4 B Y420/ XY 42D/ X} 2 EY4F)=o0 ,
Az 4By 42Clxyd2( A" XEC'Y +D")xt2(B"Y+C' X3 ENy+( A" X2 4B Y 420" XY 42D'"X42EY 4 F)=o ,

Si l'on fait, dans la premiére y==o, on en tirera les valeurs des
distances du point O aux deux intersections de la courbe (¢) avec
la transversale menée par ce point O. Ces distances pourront étre
réelles ou imaginaires, suivant que la transversale coupera ou ne
coupera pas la courbe (¢); mais, dans tous les cas, leur produit,
aussi bien que leur somme algébrique , auront toujours des valeurs
réelles, En effet, en désignant ce produit par P et cette somme
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par S, on a, par la propriété des équations du second degré,

2(AX4-CY4D)
A ’

P— AX34-BY?42CXY42DX+2EY+F §=
— d Y —

On obtiendrait des valeurs de méme forme pour les produits P/,
P, et pour les sommes S/, §, des distances du point O, aux
points d’intersection réels ou imaginaires , de la transversale avec
les courbes (¢/), (¢/) ; de sorte qu'on a

AP=AX*4BY4aCXY42DX+2EY4F , AS=—2(AX+CX+D) ,
AP=A' X4 B Y 42 C XY 2D XA2E Y4 F ,  ASI=—a(A'X+C'Y+D) ,

API=A X34 B! Y34 2C XY 42DV X4 2 EN Y+ 31 | ANS/=m2(A"X+CY D) .

De ld, en ayant égard aux relations (a) , on déduit, sur-le-champ,
ces deux équations

mAP+A'P'= APV , mAS-A'S'=A"S"
qui donnent, par la substitution de A47—A’ & la place.de mdA
(4V7—A)P4+A'P'=A4"P" , (A" —ASHA!S'=A"S" 5
ou bien
A'(P'—P)=A"(P!!—P) , A(§'—S)= A1(§1—5) ;
d’ou résulte enfin

PP Ar S8 A

— —
— — et

Pi—P A ! S'—8 A

Donc, quelle que soit Ia transversale, et quel que soit le point
O de sa direction , les différences de I'un quelconque des produits
désignées par P, P/, P/ aux deux autres, ainsi que les différen-
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ces de chacune des sommes désignées par §, §/, §7 aux deux
autres , sont dans un rapport donné et invariable , tant que cette
transversale se meot parallélement & elle-méme. ’

Les moitiés des sommes §, 8/, § expriment, comme l'on sait,
les distances du point O aux milieux des cordes interceptées sur
la transversale par les trois courbes; de sorte que les moitiés des
différences 8’—S§, §/—S, expriment les distances de I'un de ces
milieux aux deux autres. En vertu donc de la relation ci-dessus,
ces distances sont toujours entre elles dans le méme rapport , tant
que la transversale se meut parallélement a elle-méme, et consé-
quemment elles doivent s'évanouir en méme temps. La relation en-
tre §, 8, 8 nous donne donc ce théoréme : Lorsque trois lignes
du second ordre , tracées sur un méme plan , ont les mémes points
d’intersections , leurs diamétres dont les conjugués sont paralléles

& une méme droite fixe, vont tous trois concourir en un méme
point (*).

(*) Il n’est pas difficile de prouver que cette propriété renferme implici-
tement les précédentes , bien qu’elle paraisse d’abord moins générale.

Soient, en effet, (A, B), (C, D), ( E,F ) les points ol la trans-
versale indéfinie coupe les trois courbes (€), (¢/), (¢ ); et soient respec-
tivement H, 1, K, les milieux des cordes interceptées AB, CD,EF. En

supposant que les quatre points C, D, E, F soient sur le prolongement
de AB, la double relation

ACAD A" BCBD
AEAF — 4~ BELF

donnera

ACAD _ A7  (AC—AB)(AD—AB)  ACAD—AB(AC-4-AD=—AB)
AEAF 7 A T (AE==AB)(AF—AB) ~ AE.AF—AB(AE4-AF—AB) °’

d’ou I'on déduira
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Voyons maintenant ce qui résulte, en particulier, de la relation
établie entre les produits P, P/, P/, Si l'on prend pour le point
O l'un quelconque des points ol la transversale coupe la courbe

. P'—P A" ) A
(¢), ona P=o, et la relation o= devenant =
se traduit alors dans I'énoneé suivant : g

A" AC4AD~AB
A~ AE4AF=~AB

Puis, en observant que AB=2AH, AC4-AD=2AI, AE4AF=2AK ,

A" 2AT—2AH _ AI—AH _ HI
A 2AK—zAH  AK—AH  HK

“e

. 8§ A
e'est la relation contenue dans Péquation == °
Soit pris ensuite un point quelconque O sur la direction de la transver-
sale. En supposant que tous les points A, B, C, D, E, F se trouvent si-
tués d’'un méme coété de ce point O, on aura

OC.OD=—0A.0B _ (OA+4AC)(OA+AD)—OA(OA+AB)y
OE.OF=0A.OB ~ (OA+4AE)(OA4AF)—0OA(OA4-AB)

__ OA(AC4AD—AB)4AC.AD
T OA(AE4AF—AB)4-AEAF '’

Pr—P A
Pi=pP A °
La propriété qu’exprime la double équation

eu , ce qui revient au méme

ACAD 4”7  BC.BD
AEAF — 4 — BEBF °’

et que nous avons tout-a-1'heure énoncée, doit donc étre considérée comme

la seule propriété fondamentale du systéme de trois lignes du second ordre
ayant les mémes points d’intersection.
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Lorsque trois lignes du second ordre , iracées sur un méme plan,
ont les mémes intersections , soit réclles soit Imaginaires , toute
droite menée sur leur plan , parallélement & une droite donnée de
position , les coupe de telle sorte que le produit des segmens com-
pris entre l'un des points de section de l'une des courbes , proposée ,
et les deux points de scction de l'une des deux auitres est égal
aw produit des segmens compris entre le méme pt')z'nt et les deux
points de section de la courbe restante.

De la nous passons aisément & la propriété suivante : Etant donndes, sur
un plan , trois lignes du second ordre , ayant les mémes points d'intersection ,
si par un point A pris & volonté sur Pune d'elles (c), on méne des parallé-
les & deux droites données de position , T’une coupant la courbe (¢') en deux
points ¢, d, et Pautre coupant la courbe (c'') en deux points e, f; les deuwx
produits de segmens Ac.Ad , Ae.Af seront toujours entre eux dans un rapport
constant, En effet, par le point A, pris & volonté sur la courbe (¢), soit
menée une paralléle & une autre droite fixe quelconque, et soient respec-
tivement C et D, E et F les points oi cette paralléle coupe (c/) et (¢”).
En vertu d’un principe connu, le rapport ég—AQ est donné et invariable,

AcAd
- AE.AF . -
aussi bien que le rapport W; mais on a prouvé ci-dessus que le rap-
AC.AD . . .
port TEAT doit aussi étre donné et constant ; donc il doit également en

étre de méme du rapport—éﬁi\—d— .
Ac.Af

Au reste la méme proposition peut directement se déduire de notre ana-
1yse. En eflet, soient rapportées les trois courbes 4 deux awes dc coor-
données , paralléles aux deux droites données de position. Ces courbes étunt
alors représentées par les équations (¢), (¢'), (c¢’), accompagnées des
relations (a); si lon transporte lori gine en un point quelconque ( X,Y)
de la courbe (c), les deux nouveaux axes étant menés par ce point la,
patallélement aux premiers, on trouvera que le produit des abscisses com-
prises entre cette nouvelle origine et les points d'intersection de la courbe
(<) avee le nouvel uxe des x, est au produit des ordonnées comprises en-
tre la méme origine et les points d’intersection de la courbe (¢”) avec le
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Soient donc respectivement ( A,B), (C, D), (E, F) les
points olt les courbes proposées (¢), (¢’), (¢ ) sont coupées
par la transversale dont il s'agit , cette transversale étant toujours
menée parallélement & une droite fixe quelconque, les deux rap-
ports
AC.AD BC.BD

auront une méme valeur déterminée et constante, etil en sera de
méme des rapports

CA.CB DADB
CECF ° DE.DF ’

somme aussi des deux suivans

EAEB FA.FB
EC.bD ° FC.FD

e

de 13 résulte ce nouveau théoréme, qui n’est

qu’une conséquence
immédiate du précédent,

nouvel axe des y , en raison inverse des coefficiens A’ et B/ de x* et y3,
dans les équations (¢’) , (¢”), ce rapport étant toujours le méme, quel
que soit, sur la courbe (¢) le point (X, Y) par lequel on méne les pa-
ralléles aux deux axes primitifs ; la proposition dont il s’agit se trouve ainsi
démontrée,

Voici une autre proposition , déja connue , qui découle , comme corollaire ,
de ce qui précéde: Un quadrilaiére étant inscrit & une ligne du second er-
dre , si, d’un point quelconque de la courbe , on aba’sse sur les directions des
cbtés de ce quadrilatérs des perpendiculaires, ou des obliques foisant avec eux
des angles égaux & un angle donné , le rectangle des perpendiculaires ou des
obligues abaissées sur deux cOtés opposés sera dans un rapport comstant avec
le rectangle des perpendiculaires ou des obliques abaissées sur les deux autres.
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Soient trois lignes du second ordre, tracées sur un méme plan
et ayant les mémes points d'intersection. St lon méne & volonté ,
sur leur plan , une droite coupant chacunce d'elles en dewx pornts,
il y aura sur cette droile arbitraire six points de section tels que
les deux produits de segmens compris entre un point de section
apparicnant & lune quelcongue des trois courbes et les points de
section de chacune des deux auires, seront enire eux dars le méme
rapport que les deux produits de segmens compris enire le second
point de section de la premiére courbe et les mémes points de scc-
tion des deux autres.

Ainsi, l'on a ces trois équations

AC.AD _ BC.BD CA.CB DA.DB EAEB FA.FB
AEAF ~ BEBF > CE.CF~ DEDF ’> ECGED  FCFD ' ®

«

En les combinant par voie de multiplication , on en déduit, sur-le.
champ, les quatre autres que voici:

AC.BE.DF=AF.BD.CE, AD.BE.CF=AF.BC.DE ,

®
ACBF.DE=AEBD.CF, ADBF.CE=AERBC.DF .

Lors donc gqu'une droite arbitraire coupe trois lignes du second
rdre qui ont les mémes points d'intersection , les divers segmens
Jormés sur cette droite par les trois courbes, sont liés entre eux
par le systéme de sept équations. 1l est clair, au surplus, qu’une
seule de ces équations doit comporter les six autres, puisqu’elles
dérivent toutes d'une seule et méme propriété, et que dailleurs
une seule suffit évidemment pour déterminer I'un quelconque des
six points A,B,C, D, E, I; les cinq autres étant placés arbitrai-
rement sur la transversale indéfinie.

Il pourra souvent arriver que la transversale arbitraire ne ren-
coutre pas a la fois les trois courbes proposdes. Supposons, par
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exemple, qu’elle ne coupe pas la troisieme (/) ; alors, parmi les
six points de section A, B, C, D, E, ¥, que cette droite doit ,
en général , déterminer sur les courbes proposées,les deux E, F
seront devenus imaginaires, et toutefois les produits AE.AF, BE.
BF conserveront toujours des valeurs réelles , puisque chacun d’enx
n’est aatre chose que le produit des racines d'une certaine équa-
tion du second degré dont les coefliciens sont toujours réels. Nous
conclurons de cette remarque, qui se lie d’ailleurs avec celle que
nous avons faite dans la note du §. 1T, que le systéme des formu-
les (f) a toujours une signification réelle et indépendante de la réa-
lité des points de section de la transversale , pourvu néanmeins que
ces points ne soient pas tous & la fois imaginaires; car alors on

pr—P An

1 gryi ! alatr — e L g _
serait obligé de remonter & la relation oip = o bour lear trou

ver un sens inteliigible.
Desargues, géométre contemporain de Descartes , le premier qui
ait consideré les diverses sections coniques comme des variéiés d'une
courbe unique, parait étre aussi le premier qui ait cxawiné les
propriétés qni appartiennent  six points rangés sur une méme droite
et liés entre eux par les relations (f). Cette liaison remargueble
dtait nommée par lai Znvolution de six points. Son ouvrage sur les
scclions coniques , qui ne nous est connu que par quelques cita—
tions des contemporains , renfermait , entre autres, le développe-
ment de la proposition suivante et de ses corollaires: Un gquadri-
latére étant inscrit @ une section conigque quelconque, toute droite
tracée sur son plan détermine , par ses intersections avec la courbe
et les cbtés du quadrilatére, six points qui sont en involution
c'est-a-dire , qui satisfont au systeme des relations (f). Ce principe,
sur lequel nous reviendrons bientdt, et qui se déduit, comme co-
rollaire , de notre second thécréme, a fourni & M. Brianchon le su-
jet de son intéressant Mémoire sur les lignes du second ordre. 11
a encore été rappeld dans la 2.m¢ scction du Traité des proprié-
tés projectives dee figures s mais jusqu’icl on n'avait pas encoie con-
Tom., X¥l, 2

/
24
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sid¢éré l'ensemuble des rei: ions (f) comme lexpression de la pro-
priété essentielle et caractéristique du systeme de trois sections co-
niques qui ont mémes points d'intersection. Le principe de Désar-
gues , ainsi géndralisé , devieut beaucoup plus fécond et plus
digne d’intérét. Le présent mémoire est fparticuliérement consacré
au développement des nombreunses conséquences qui découlent de
cette source (*).

(*) A cause de l'importance de cette propriété, on sera sans doute bien
aise d’en trouver ici une démonstration analytique directe et simple , et
telle nous parait étre la suivante :

Les équations des trois couches, rapportées a deux axes quelconques,
étant toujours supposées

Ax24-By*4-2Cxy+2Dx42Ey-+F=o0 ,
A'x:4-By4-2Cxyda2D/xt 2Ly 4 F'=o , (1)
A'gs 4 Blyr42ClxydoDiix42ElydF'=a 5

on a vu dans une note du §. I, que, pour que ces trois courbes se compas-
sent aux quatre mémes points, il fallait que, A, &', A" étant trois mul-
tiplicateurs , on efit les six relations suivantes

rALNAFATAN=0 , AD4-A'D/4-/Di'=s ,
AB4-A'B/4-A"B'=o0 , AE4-»E'4-2'El'=0 , (2)

ACHNCHA1Cl=0 , AF4 A F4-NFr=0 .,

Cela posé , puisque les courbes sont situées d’'une maniére quelconque par
rapport aux axes, l'axe des x peut, 4 linverse , étre considéré comme une
transversale quelconque tracée sur le plin de ces trois courbes. Soient res-
pectivement p et ¢, p/ et ¢/, p” et ¢g” les abscisses des points d’intersec-
tion de cette transversale avec les trois courbes, c’est-a-dire, les valeurs
de x que donnentleurs équations , lorsqu’on y fait y==o ; nous aurons, par
la nature des racines des équations du second degré,
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Il est bon d’observer, dos A présent, qu’il peut arriver que l'un
des six points de section vienne a coincider avec son conjugué ,
ce qui arrivera si la transversale est tangente & une des trois cour-
bes. Il est aisé de voira guoi se réduiront, dans ce cas, les rela-
tions (), qui constitueront alors une 7nvolution de cing points ,
suivant l'expression de Desargues. Si en outre la méme chose ar-
rive pour deux autres points également conjugués, on retombera

A(p+q)+2D=o0 , Apg=—F=o ,
A'(p'+qh42D=o . Ap'g'=Fi=o , )
A"(p"4gaDi=o , Allpligh—mblt=0 |

prenant la somme des produits respectifs des équations de chacune de ces
deux colomnes par A, A/, A", et ayant égard aux relations (2),il viendra

AP+ ALN(p' g AN (p/4g") =0 ,
rpgA-ap'q A4 N'p"gl =0 ,
joignant 3 ces équations l'équation
Ad4n AN Alh=0- ,

. ANA A AN . .
¢t éliminant entre elles g O g comme deux inconnues, on obtien-

dra cette équation

(P+‘l) (P'l]'-}’”q,")+(p’+9’) (P"‘I”"P?) + (P"+q”)(Pf}"P /qf)-_:o . (4)

Or, si dans I'équation:

(p==p)p=q") __ G=P9—9) (5)
P=pp=—g") ~ =P )"

on chasse les dénominateurs ; en transposant, réduisant et divisant par p—g
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sur la relation eatre quatre points, que nous avons déa fait con-
naitre sous le nom de division harmonique.

Nous devons encore placer ici une conséquence immédiate de
notre théorie qui nous sera utile dans la suite. On sait que trois
cercles tracés sur un méme plan et ayant une corde commune,
réelle ou 1déale, peuvent étre envisagés comme trois lignes du se-
cond ordre qui ont les mémes points d'intersection, dont deux si-
tués & l'infinl. OQu peut donc leur appliquer les résultats précédens;
ct, en les combinant avec la propriété connue des sécantes mendes
d’un méme point & un méme cercle, on aurale théoréme suivant
gni est d’ailleurs facile & démontrer par les élémens: 87 zrois cir-"
conférences tracées sur un méme plan, ont une corde commune ,
réclle ou idéale, et que , d'un point guelconque de T'une delles ,
on méne @ volonté deux droites qui coupent respectivement les deuz

’

on obtiendra I'équation ()3 dunc, quand p=—g n'est pas nul, I'équation (4)
revieat & I'équation (5) ; or, eette derniére exprime que‘les six points d’in-
tersection sont en Znvolution; donc Vautre lexprime également.

On sait que les conjugués des diamctres qui, dans les trois courbes, sont
paralltles & Paxe des x ont pour équations respectives

Ax+Cy4-D==o0 ,
Alet Cly+Di=o
A'x4-ClytD'=o0 .

Or, trois des équations (2) prouvent que ces tirois droites concourent en
un méwe point puis douc (ue Paxe des x est une droite arbitraire sur le
plan des trois courbes, il en faut conclure que , lorsque trois coniques sont
les mémes intersections, si on leur in*ne, sous une direction arbilraire , trois
diamétres paralléles , les conjugués de ces diamétres concourent nécessairement
en un méme point. Cest ce que M. Sturm avait déja établi plus haut, d’une
maniére un peu différente.

J. D. G. ”
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autres , les deux produits de segmens-compris sur l'une et sur l'au-
tre de ces sécantes , entre le point commun d'ou elles partent et les
cireonférences qu'elles coupent , sont toujours enire eux dans un
rapport constant. En outre, si l'on méne une irunsversale arbi-
traire, les six points de section , soit réels sort imaginaires , qu'elle
déterminera sur les trois circonférences, seront en involution.

§. VIL

Etant donné sur un plan un quadrilatére simple queclconque
on peut envisager ses deux couples de cOtés opposds et ses deux
diagonales comme trois lignes du second ordre ayant quatre points
communs ; conséquemment, si 'on méne sur son plan une droit
arbitraire , coupant ces mémes coiés et diagonales en des points A,
B,C, D, E,F; ces six points de section seront entre eux en in-
volution. Ceite propriété , qu’il serait d’aillenrs facile de démountrer
directement , est une extension de celle qui concerue la division
harmonique des diagonales du quadrilatére cowmplet ; puisqu’il suf-
fit, pour obtenir cette dernicre, de supposer, dans les relations
ci-dessus , que la transversale arbitraire passe par les points de con-
cours des cdtés opposés de notre quadrilatére simple. 11 suit de 13
que, si l'on déforme ce quadrilatere, de manicre que cing des
points de section dont il s’agit demeurent fixes, sur la mméme droite,
le sixicme ne variera pas. Ainsi, tout quadrilatére simple dout les
cdtés et l'une des diagonales passeront respectivement, et dansun
ordre assigné , par cinq points A, B, G, D, E, pris a volonté
sur une méme droite, aura son autre diagonale toujours dirigée
vers un autre point fixe ¥ de la méme droite , et lide aux pre-
miers par 'ensemble des relations ( f). Donc, cing points étant
donnés , sur une méme droile , il sera toujours facile , avec la régle
pour tout insirument , d'en Irouver un sixiéme qui soil en involu—

tion avec eux; et l'on voit em outre que ce sixitme point sera
unique.
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Ceci fournit une nouvelle solution du probléme connu: Par un
point aonné, mener avec la régle une droite qui passe par le pornt
de concours , supposé inaccessible de deux droites données de posi~
tion ? Et conséquemment de celui-ci : Deux paralléles étani tracées
sur un plan, mener par un point donné sur ce plan, et en n'em-
ployant que la régle, une paralléle & ces droites ? Ce probléme,
dont Lambert a déduit la solution des principes de la perspec-
tive, a €été rappelé & la page 108 du Traité des propriétés pro-
Jectives des figures.

Ayant, surun plan, un quadrilatére simple avec ses deux diagona-
les;si Pon fait varier deux cétés adjacens de ce quadrilatére , en
les assujettissant A tourner sur deux points fixes pris & volonté sur
son plan, et qu’on laisse immobiles les deux autres cétés et la dia-
gonale qui part de leur point de coucours; il arrivera que l'au-
tre diagonale, en variant de direction, coupera tonjours au méme
point la droite que déterminent les deux points fixes vers lesquels
les deux cOtés mobiles sont dirigés sans cesse. Par conséquent, en
considérant,, dans deux positions quelconques, le triangle variable
formé par cette diagonale et ses cétés mobiles, on aura ce théo-
reme : 87 deux triangles ont Fun et lautre leurs sommets situés sur
trois lignes droites qui concourent en un méme point, les trois
points de concours de leurs cités placés entre ces mémes. droites,
prises deux & deux sc trouveront en ligne droite. Et réciproque—
ment, si deux triangles sont tellement disposés sur un plan que
leurs cotés comcourent deux & deux en trois points situés cn ligne
droite , les trois droites qui jorndront leurs sommets correspondans
iront concourir en un méme point (*). '

(*) On peut consulter , sur diverses autres démonstrations de ces théore«
mes le Traité des propriétés projectives des figures ( pag. 87 =94 ), et les
mémoires de M. Brianchon.

(¢ Note de Uauteur. ),
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Cette proposition , fort importante dans la géoméirie de la ré-
gle, a éié donnée pour la premiére fois par Desargues , et repro-
duite par MM, Servois et Brianchon. Quoique nous ne fassions pas
usage ici de la méthode des projections, nous ne pouvons nous
vefuser & observer que la proposition dont il s’agit devient évi-
dente, par simple intuition , quand on met en projection ou en
perspective sur un plan un tronc de pyramide triangulaire 4 bases
non paralléles (*). On en déduit ce corollaire qui peut étre sou-
vent utile , savoir, que s/ deux iriangles sont inscrit et circonser:y
Tun 8 lautre de telle sorte que les droites qui joignent leurs som-
mets opposés concourent en un méme point , les points de concours
des directions de leurs cdtés opposés appartiendront a une mime
droite ; et réciproguement.

Au moyen du méme théoréme, étant donné sur un plan un
quadrilatére simple on pourra construire, avec la régle seulement ,
la droite dont la direction passe par les deux points de concours
de ses cotés opposés, en supposant ces deux points inaccessiles
et déterminer en méme temps le point ou cette droite est coupée
par une autre droite donnée @ volonté sur le méme plan (**).

On peut encore, en n’employant que la regle, construire le point
de concours de deux droites , déterminées chacune par deux points

et que des obstacles quelconques, situés entre ces points ou au-
deld, empécheraient de tracer (***).

(*) Cest ainsi que nous 'avons nous-méme démontrée dans notre XVI.¢
volume ( pag. 219 ) ou l'on peut voir les applications que nous en avons dé-
duites.

J. D. G.
(**) Nous avons indiqué cette application & I'endroit cité.

J- D. G.
(***) Cest un des deux problémes résolus par M. Vallés ( tom. XVI,
pag. 385).

J. D. G,
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§. VIIL

Lorsqu’un quadrilatére est inscrit & une ligne du second ordre
quelconque , on pent envisager ses deux couples de cités opposés
comme deux lignes du second ordre ayant avec la proposée qua-
tre points communs. On peut donc appliquer ici la théorie du
§. VI; cest-a-dire que si, sur le plan d'un quadrilatére imscrit
2 une ligne du second ordre, on méne une droite arbiiraire ,ses
points d'intersection avec deux cétés opposés du quadriiatére , ses
points dintersection avec les deux autres et enfin ses points d'in-
tersection avec la courbe scront six points en involution. G'est en
cela que consiste le théoréme de Desargues mentionné an §. VL
M. Brianchon en a déduit un graod nombre de conséquences par-
ticuliéres , sur lesquelles il serait superfiu de revenir.

Supposons que l'on reode fixes les points ot la transversale est
coupée par trois des cétds du quadrilatére inscrit , et qu’on fasse
ensuite varier ce quadrilatére de telle sorte que, sans cesser d'é-
tre iuscrit, 1l ait toujours trois de ses cOtés dirigés vers les mé~
mes poiuts, le quatricme c6té variera aussi ; mais comme , des
six points en involution, cinq demeureront invariables, savoir, les
trois points dont il s’agit et les deux points d intersection de la trans-
versale avec la courbe , le sixicme aussi devra étre wvariable. Donc,
st l'on inscrit @ une ligne du second ordre une suite de quadri-
latéres tels que trois de leurs cétés passent constamment , et dans
un ordre assigné , par irois points fixes, pris ¢ volonté sur une
droite arbitraire , leurs qualriémes cotés concourront consiaminent
en un quatriéme point fixe Je la méme droite.

Soit ABCDEF un hexagone quelconque inscrit & une ligne du
second ordre ; désignons par G, H, K, respectivement, les points
de concours des cétés opposés ABet BE, BC et I'F, CDetEA;
menons par les deux sommets opprsés A et D une dingonale cou-
paut GH en I les deux quadrii{xléres ABCD ¢t DEFA aurout trois
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de leurs ¢dtés qui passeront par les trois méwes points G, H, L
d'une droite; douc le point £ de concours des cOtés restans devra
aussi se trouver sur cette droite; cest-a-dire, que, dans tout hexa-
gone Inscrit & une ligne du second ordre, les points de concours
des cOtés respectivement opposés sont situés sur une méme ligne
droite (*).
Cette belle et importante propriété de I'hexagone inscrit a été
énoncée pour la premiere fois par Pascal, qui la désignait sous

(*) La démonstration que je viens de donner de ce beau théoréeme, dé-
moustration que je crois nouvelle, e parait se recommander par sa sim-

plicité, La théoric ordinaire des transversales en fournit une autre qui peat
trouver ici sa place,

$oit formé un triangle par les prolongemens des cotés AB, CD, EF de
I’hexagone, et soient respectivement L, M, N les sommets de ce triangle
opposés a ces cotés. En lui appliquant un théoréme connu, on aura d’abord

MA.MB.NC.ND.LE.LF=ME.MF.NA.NB.LC.LD.

Considérant ensuite tour & tour BC, DE, FA, comme des transversales cou-
pant le triangle LMN , nous aurons

LC.MHNB=LH.MBNC ,
ME.NG.LD=MG.ND.LE ,
NA.LK.MF=NK.LF.MA ;

multipliant ces quatre équations membre 4 membre , et réduisant, il viendra

MH.NG.LK=LH.MG.NK ;

¢e qui prouve que les trois points G, H, K appartienneny & vne méme droite.

Tom. XVII, 25
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le nom d'keragrame mystigue, et en avait fait la base d'un traité
de sections coniques qui n'a pas été publié. Quoiqu’clle paraisse
n'avoir pas été ignorée de Desargues, la découverte en est géné-
ralement attribude a Pascal. Depuis lors, plusieurs géomdétres 1'ont
reproduite sous différentes formes, et en ont tiré beaucoup de con-
séquences utiles ou curieuses. M. Brianchon a établi sur le méme
principe , d’'une mani¢re purement géométrique , toute la théorie
des poles et polaires des lignes et surfaces du second ordre { Jour-
nal de l'école polytechnigue XIIL® cahier ). Il a fait connaitre, en
méme temps , un théoréme non moins intéressant que celui de Pas-
cal ; théoréme que nous allons démontrer d’aprés lui, & l'aide de
la théorie des poéles et polaires.

Etant donné un hexagone circonscrit 3 wune ligne du second or-
dre, si nous joignons les points de contact de ses cOtés consécu—
tifs par des droites , nous formerons un hexazgone inscrit, dont cha-
que c6té aura pour pole un sommet de I'hexagone circonserit; et,
comme ( §. II ) la droite qui joint les poles de deux autres a
son pole au point de concours de celles-ci, il s’ensuit que les dia-
gonales qui, dans I’hezagone circonscrit, joindront deux sommets
opposés , auront pour poles les points de concours des directions des
cOtés opposés de l'inscrit; puis donc que ces trois points appartien-
nent & une méme ligne droite, les trois diagonales dont il s’agit
devront concourir en un méme point, péle de cette droite ; ¢’est—
a dire que, dans tout hexagone circonscrit @ une ligne du second
ordre , les diagonales qui joignent les sommets opposés concourent
toutes trois en un méme point (*).

(* Oan trouve dans le présent recueil, tom. IV, pag. 78 et 381, tom.
X1V, pag. 29, tom. XV, pag. 387 et tom. XVI, pag. 322, diverses dé-
monstrations de ces deax théorémes.

J. D. G,
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Les propositions inverses des deux précidentes s’en déduisent si
facilement qu’il nous suflira de les énoncer, 1.° lorsque cing des som-
mets d'un fheaagone appartiennent ¢ une ligne du seccnd ordre
et que d'ailleurs les points de concours des cités opposés de cet
hexagone appartiennent tous trois @ une méme droite , son sixiéme
sommet est aussi sur la courbe ; 2.° lorsque cing des cotés dun
hexagone sont tangens & une ligne du second ordre, et que d'ail-
leurs les diagonales qui joignent lcs sommets opposés de cet hexa-

gone sc coupent au méme point, son sixiéme coté est aussi tan-
gent a la courbe.

Il suit de 1 qui/ n'existe gu’une seule conique qui puisse pas-
ser par cing points ou toucher cing droites données sur un plan.
Les mémes propriétés fournissent le moyen , bien connu , de
consiruire , avec la régle seulement , une conique dont on a cing
points ou cing tangentes. Elles s’étendent au cas olt Uon suppose
qu’un c6té, ou plusicurs cotés non consécutifs , de l'hexagone ins-
crit deviennent nuls et tangens & la courbe, et & celui ot un an-
gle, ou plusieurs angles non consécutifs, de l'hexagone circons—-
crit deviennent égaux & deux angles droits et ont leur sommet sur
la courbe. On retrouve ainsi les propriétés des quadrilatéres inscrits
et circonscrits démontrés précédemment ( §. V).

En particulier , si 'on suppose que , dans I’hexagone inscrit, trois
cdtés non consécultifs soient d’une longueur nulle, ou que, dans

I'hexagone circonscrit , trois angles non conséeutifs soient égaux a
deux angles droits , on obtient ce théoréme : S/ deux triangles
sont l'un inscrit et l'autre circonscrit & une méme ligne du se—
cond ordre; de telle sorte que les sommets de [Iinscrit soiert les
points de contact du circonscrit; 1.° les points de concours des
cltés respectivement opposés , dans ces deux triangles appartien—
dront tous trois & une mime droite; 2.° les droites qui joindront
leurs sommels opposés concourront toutes trois en un méme point.
Il y aurait beaucoup d’autres choses & dire sur le sujet qui nous
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occupe ; mais ces ditails intéressans se trouvent pour la plupart dans
le Trarté des propriétés projectives des JSrgures ( pag. 109—1z20
et 290 — 204 ), auquel nous renvoyons. Nous nous bornerons &
extraire les énoncés snivans de deux théorémes qui dérivent des
propridtés des hesagoues inscrits et circonscrits :

1.* S tous les cotés d'un polygone variable, tracé sur un plan,
sont assujettis & lourner sur autant de points fixes , tandis que
ses sommets , un seul excepté, parcourent respectivement des droi-
tes données de position ; le sommet libre décrira , dans son mou-
vement , une ligne du second ordre passant par les points fizes
sur lesquels tournent ses deux coiés.

2.° 87 tous les sommets d'un polygone variable, tracé sur un
plan , sont assujettis & se mouvoir sur autant de droites fives ,
tandis que ses colés , un seul excepté, tournent sur des points
JSizes ; le coté libre sera constamment , dans son mouvemsnt , ian—
gent @& une ligne du second ordre touchant les deux droites fixes
parcourues par ses exirémités.

§. IX.

Soient ABC, DEF, deux triangles inscrits arbitrairement & une
méme ligne du second ordre ; soient respectivement H, I, K les
points de concours de AB et DE , AC et DF, BC et EF ; en menant
les cordes BF et CE, concourant en G, on formera un hexagone
inscrit BACEDF , dans lequel les points de concours G, H, I des
cOiés opposés seront en ligne droite; de sorte que les trois droites
BF, EC, HI concourent en un méme point; or, on peuatconsidérer ces
droites comme joignant les sommets opposés de I'hexagone BCIFEH,
dont les cdtés sont cenx des denx triangles proposés; donc cet
hexagoue est circonscriptible & une ligne du second ordre ; ainsi
deux triangles inscrits @ une méme ligne du second ordre sont par
la méme circonscriptibles & la fois @ une aulre ligne du méme ordre.
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Réciproquement , deux triangles circonscrits & une méme ligne
du second ordre sont par ld méme inscriptibles @ une autre ligne
du méme ordre. En effet, si deux triangles ABC, DEF, sont cir-
conscrits & une méme ligue du second ordre ; en disignant respec-
tivement par H et I les points de concours de AB et DE, AC et
DF, I'hexagone BCIFEH sera circonscrit & la courbe; d’olt il suit
que les droites BF , CE et HI concourront en un méme point G;
les trois points G ,H, I seront donc en ligne droite; d’ott il suit
que 'hexagone BACEDF, dont les sommets sont précisément ceux
de nos deux triangles sera inscriptible a une ligne du second ordre.
De ces théorémes, dus & M. Brianchon, il résulte que, sz un
seul triangle est inscrit & une ligne du second ordre et circonscrit
2 un autre , une infinité d'autres triangles pourront étre , & la fois
comme celui-ld, inscrits @ la premiére courbe ct circonscrits & le
seconde.

En considérant toujours les mémes triangles inscrits ABC, DEF,
jeigunons leurs sommets correspondans par des droites , et soient L,
M, N, respectivement , les intersections de AD et BE, CF et AD,
BE et CF. On voit d’abord que ces trois points seront situés sur
les polaires respectives de H,I, K. Ensuite si l'on méne KN,
cette droite sera la polaire du point G de la droite HI ; d’ol il
suit que KN contiendra le péle de HI, et que, par conséquent
le point N est sur la droite qui joint le point K au podle de HL
Pareillement , les points L, M, sont situés sur les droites qui joignent
les points H, I, avec les poles des droites IK et HK, respective-
ment , d’olt résulte ce théoréme : Lorsque deux triangles sont inscrits
& une méme ligne du second ordre , le triangle formé par les trois
droites qui joignent les sommets correspondans de ces deux Id est
tel que chacun de ses sommets se trouve & lintersection de la po-
laire du point de concours de deux cdtés correspondans des deux
premiers avec la droite menée de ce pornt de concours au pile de
la droite gui joint les deux autres.

Deux triangles inscrits 2 une méme ligne du second ordrc or-
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dre pouvant prendre une infinité de formes et de sitnations dif-
férentes , il s'ensuit que les points de concours de leurs cotés cor-
respoadaus pourront aussi prendre toutes les situations qu'on vou-
dra. On pourra donc sapposer ces trois points donnds & volontd sur
le plan de la courbe; et, pour chaque sitnation qu'on leur assi-
guera , il existera, en géuéral, deux triangles inscrits dont les c6~
tés correspondans se couperont en ces points; triangles qu’il sera
facile de construire d’aprés ce qui précéde. On obtiendra donc ainsi
une construction trés-simple et purement lindaire du probléme sui-
vant: Inscrire @ une ligne donnée du second ordre un triangle dont
les cotés passent par troi's points donnés? La solution qui résulte de ce
qui précéde , et i laquelle M. Gergonne a été conduit par l'ana-
lyse ( Annales, tom. VII, pag. 325 ), peut étre énoncée comme ik
suit :

Formez un triangle dont les sommets soient les pdles des droi-
tes qui joignent les points donnés , pris deux & deux ; jorgnez cha-
cun des sommets de ce triangle & celul des trois points donnés qui
n’a pas concourv & sa détermination par une droite; les droites
ainsi menées de trois sommets détermineront frois points sur les
cétés respectivement opposés. Formant alors un iriangle dont ces
trois nouveaux points soient les sommets , les cétés de ce iriangle ,
par leurs intersections avec la courbe , détermineront les six som-
mets des deux iriangles cherchés.

Si l'on circonscrit & la méme courbe deux triangles dont les points
de contact soient les sommets des deux triangies inscrits, il est
aisé de voir que ces triangles seront inscrits au triangle dont les
sommets sont les poles des trois points donnés , pris deux & deux;
et de la résulte le moyen de ramener, au probléme qui vient d’é-
tre résolu, cet autre probléme : A une ligne donnée du second or—
dre circonscrire un iriangle dont les sommets soient sur trois droi-
tes données? On peut aussi attaquer directement ce probleme, a
l'aide de ce que nous avons dit ci-dessus sur les propriéiés du sys—
teme de deux triangles circonscrits & une méme ligne du second
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ordre. De l'une ou de l'autre maniere on parvient 3 la construc-
tion linéaire que voici, et qui a aussi été indiquée par M. Ger-
gonne , en l'endroit cité :

Formez un triangle dont les cb1és soient les polaires des inter-
sections deux & deux des trois droites données ; marquez le point
de concours de chaque cdté de ce triangle avec celle des droites
données gui n'aura pas concouru & sa détermination, joignez les
points ainsi déterminés avec les sommets respectivement opposés du
triangle des polaires par trois droites , ces trois droites jforme=~
ront un nouveau triangle tel que les six tangentes menées & la

courbe par ses trois sommets seront les cités des deux triangles
¢herchés.

5§ X.

En exposant (§. II') la théorie des péles et polaires , nous avons
remarqué que la droite qui joint les péles de deux aatres droi-
tes, tracées sur le plan d’'une ligne du second ordre, a pour pole
le point de concours de celle-ci. Il s’ensuit immédiatement que ,
si deux polygones d'un méme nombre de céiés , tracés sur le plan
d’une ligne du second ordre, sont tels que les sommets de l'un
soient les pdles des cdtés de lautre, réciproguement les sommets
de ce dernier seront les pbles des cotés du premier ; et de plus le
point de concours de deux quelconques des cdtés de chacun sera
le péle de la droite qui joindra les sommets pbles de ce deux co-
tés dans lautre. A raison de ces propriétés corrélatives, les deux
polygones peuvent étre dits polaires réciprogues l'un de lautre
par rapport a la courbe, qui en sera dit elle-méme la direcirice.

Supposons que les polygones proposés soient deux hexagones et
que le premier se trouve inscrit & une ligne quelconque du second
ordre , autre que la directrice ; les trois points de concours de ses
cotdés opposés seront alors situds en ligne droite; mais ces points
sont les podles des diagonales qui, dans l'autre hexagone, joignent
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les sommets opposds; donc ces trois diagonales doivent concourir
en un méme point; donc ce second hexagone est inscriptible a
une ligue dua second ordre; donc guand deux hexagones sont po-
laires réciproques lun de [eutre , si I'un deux est inscriptible
une ligne du second ordre , ['autre est nécessairement circonscrip~
tible & une ligne du méme ordre ; et réciproguement.

De 14, en faisant varier simultanément le sixi¢tme sommet du
premier hexagone sur la courbe & laquelle il est inscrit et le siziéme
c6té du second , de telle sorte que ce sommet en reste toujours
le pole, on conclut généralement que , siun polygone quelcongue
tracé sur le plan d'une ligne du second ordre, prise pour direc-
trice , est inscriptible o une autre ligne du méme ordre , son po—
laire réciproque sera circonscriptibl: d wu:e troisiéme ligne de cet
ordre et réciproguement. 1l en résulte encore ce théoréme : 87 un
point y pris arbitrairement sur le plan d’une ligne du second or-
dre, se meut cn parcourant une deuxiéme ligne du méme ordre ,
sa polaire enveloppera , dans son mouvement , une troisiéme ligne
de cet ordre ; et réciproquement , si wne droite , tracée arbitrai-
rement sur le plan d'une ligne du second ordre, sc meut en en-
veloppant une deuxiéme ligne du méme ordre, son pdle parcourra,
dans son mouvement , une troisieme ligne de cet ordre.

Il est a remarquer que la relation qui a lieu entre la conrbe par-
courue par le pole et celle qu'enveloppe sa polaire est réciproque
entre ces deux courbes ; c’est-a-dire que, s/ en ur point quelcon-
que de la ligne du second ordre parcourue par le péle, on lui méne
une langente , la polaire de ce porni touchera la courbe envelop-
pée par les polaires en un point qui sera le pdle de cette tangente;
de sorte que chacune des deux courbes dont il sagit peut étre
considérée, & la fois , comme le lieu des poles des tangentes de
l'autre et comme l’enveloppe des polaires de tous les points de cette
méme courbe ; ce qui justifie complétement la dénomination de polai-
res réciprogues qu’elles ont recue. En effet , soient P, P/, deux points
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pris sur la premiere courise, et dont les polaires touchent la se-
conde en des points T, T/, respectivement. La corde PP’ aura
elle-méme pour son pdle le point d’'intersection des deux polaires,
Or ce point approche d’autaut plus de se coufondre avec les points
de contact T, T/, que ceux-ci seront plas rapprochés , et en mdéme
temps les poles P, P/, sur la premitre courbe, deviennent d’au-
tant plus voisins I'un de I'autre. En faisant douc coincider T/ avec
T, la corde PP/ se changera en une tangente & la premicre courbe,
ayant pour son pole le poiut T de la seconde; ce qui démon-
tre la proposition annoncée. On prouverait avec la méme fucilité
qu’étant donnésun point et sa polaire , par rapport a la premicre
courbe, si I'on consiruit , relativement a la directrice , la polaire
de ce point et le pile de cette droite , on aura par la mimne un
point et sa polaire, par rapport & lauire courbe.

Ce qui précede renferme les principes de la théorie des pdles
et polaires réciproques, dont nous ferons souvent usage dans la
suite de ces recherches, M. Poncelet, & qui est due cette exten-
sion importante de la théorie des poéles, a montré dans son grand
traité , et dans un article du tome VIII des Annales de mathéma-
tigues ( pag. 201 ), comment on peuty parvenir directement, sans
recourir aux propriétés des hexagones inscrit et circonscrit. il a fait
voir, par des applications trés-variées , toute l'utilité de cette nou-
velle théorie, dont ila enrichi la géométrie. En général, il résulte
de cette théorie qu’il n’existe aucune relation descriptive d’une fi-
gure donnde sur un plan qui wait sa correspondante dans une au-
tre figure; en sorte que toute propriété appartemant & une figure
composée de points et de lignes, soit droites soit courbes, et tra-
cée sur le plan d’une ligne arbitraire du sccond cordre, prise pour
directrice , entraine nécessairement lexistence d’une certaine pro-
pri¢té corrélative de la figure qu’on peut concevoir comme polaive
réciproque de la proposée. Par exemple, & chagque propriété des
polygones inscrits aux lignes du second ordre doit correspondre

Tom. XV1I, 26
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une propriété analogue des polygones circonscrits de méme espéce ,
et réciproquement. C’est ce quon peut vérifier an sujet des qua-
drilatéres et hexagones inscrits et circonscrits, dont il a été ques-
tion précédemment.

Pour le présent , nous nous proposons, & l'aide de cette théorie,
et en partant du théoréme général que nous avons établi sur les
lignes du second ordre qui ont quatre points communs, lequel est
exprimé par les formules (f ) du § VI, de démontrer un théo-
reme analogue & celui-ld, relatif & des lignes du méme ordre qui
ont quatre tangentes communes, Cette application fera le sujet du
§. suivant,




