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PROPRIETES DES TRANSVERSALES. 141

GEOMETRIE DE LA REGLE.
Note sur la théorie des transversales ;

Par M. Ferrior , Doyen de la Faculté des sciences de
Grenoble.

AMMAVATIWVIIVIAWA

I. SUR le plan d'un triangle quelconque ABC, soit menfe une
transversale arbitraire et indéfiuie , counpant respectivement en A/,
B/, C/ les directions des cotés BC, CA, AB. Ou bien cette trans-
versale laissera d’'un méme cOté les trois sommets du triangle ,
auquel cas les points A/, B/, C/ seront tous trois svr les prolon-
gemens de ses cOtés; on bien elle aura I'un de ses sommets d’un
coté et les deux autres de l'autre, et alors il n’y aara qu’'un des
trois points A/, B/, C’/ qui soit sur le prolongement d’un cété ,
taudis que les deux autres seront sur les c6tés méme ; d’ott 'on
voit que, dans taus les cas, le nombre de ceux de ces points qui
seront sur les prolongemens des cotés sera toujours impair,

Par l'un quelconque C des sommels du triangle soit menée une
paralléle an coté opposé, coupant la transversale en D; on aura

CD:AC/::CB/:AB/ ,
BC/:CD::BA’:CA/,
d’out, en multipliant et simplifiant,

BC/: AC’::CB/<BA’: AD/XCA’ ;
Tom. XVII, n° F, 1.°° novembre 1826. 19
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et par suite
AB/xBC/x<CA’=BA’<XCB/<AC/ , (1)

Riéciproquement, si trois points A/, B/, C/, sont situés sur les
directions des trois cotés BC, CA, AB d'un triangle ABC, de telle
sorte que cette relation ait lieu, et si en outre le nombre de ceux
d’entre eux qui sont sur les prolongemens des cotés est impair ,
ces trois points appartiendront nécessairement 3 une méme droite.

En eflet, il y aura toujours deux de ces points qui seront ou
I'un et l'autre sur les cétés, méme ou l'un et Iautre sur leurs pro-
longemens. Soient A/, B/ ces deux points; alors le point C/ sera
nécessairement sur le prolongement de AB; et, s'il n’est pas en
ligne droite avec A’ et B/, il faudra qu’en joignant ces deux der-
niers points par une droite, cette droite coupe la direction de AB
en quelque point C/ différent de C/, mais qui devra se trou-
ver , comme celui-ci, sur le prolongement de AB.

Les trois points A/, B/, C/ étant ainsi en ligne droite et se trou-
vant en nombre impair sur les prolongemens des cotés du trian-
gle, on devra avoir, par ce qui précide,

AB/<BC”x<CA’=BA’<CB/>X<XAC” ; (2)
d’olt, en divisant (1) par (2),

BC/ AC/ AC AC»
—_— ou = =

BU' . ACH B - BCY

or, cette équation exprime que la droite AB est coupée harmoni-
quement aux points C/, C/; donc, si elle pouvait avoir lien , un
des points C/, G/ devrait, contrairement & I’hypothése, se trou-
ver entre les points A et B ; donc le point G/ ne saurait étre
différent du point C/; donc la droite mende par les deux points
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A/ et B/ doit aussi passer par le point C’; donc enfin ces trois
points doivent appartenir & une méme droite (*).
Si par le point C/ on méne une nouvelle transversale , coupant
respectivement en A/, B” les directions des cotés CB, CA, on
aura pareillement

(*) On peut déduire de la une démonstration fort simple de la propriété
de I'hexagone inscrit au cercle, démonstration dont I'idée nous a été sug-

gérée par la lecture du mémoire de M. Sturm dont une partie a déja paru
dans le présent recueil.
Soient @, a’ , b, &', c, ¢! les sommets consécutifs de cet hexagone. Soient
A’ le point de concours des cotés oppesés ‘aa’ et Ve ,
B’ le point de concours des cétés opposés &b/ et ¢z ,
C’ le point de concours des cotés opposés cc/ et a/d ,
Soient en outre
A le point de concours des cotés by et ¢/ ,
B le point de concours des cotés ¢’ et aa’ ,

C le point de concours des cétés aa’ et 5/ .

En se rappelant les propriétés des sécantes qui partent d’un méme point ,
et considérant tour-a-tour ac’ ,cb’, ba’ comme des transversales par rapport
au triangle ABC, on aura

AcxAci=AbxAY AB/%CaxBc/=CE’'xBaxAc’ ,
BaxBa/=Bcx B/ , Be'w Abx Ca'—=AcxCéxBa’ ,
ChxChi=CaxCa’ , CAXBexAy'=DvxAcxCl ;

équations qui, multipliées eatre clles, donneront, en réduisant,
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AB/xBC' xCA”=BAXCB/"xAC ; 3)
d'ol, en divisant (1) par (3),

AW _CA _ BN _ CH

‘ AD S C Ta X

c’est-a-dire , '

dd

CA/ CB BN

CA” : CRB" AT

-

B
B

|

5 ]

I

>

et il est aisé de voir que réciproquement, si cette proportion a
lieu, les deux transversales A/B/, A#B// iront concourir en un point
de la direction de AB, si du moins elles ne lui sont pas paralléles.

1. Par un quelconque P des points du plan d’un triangle ABC,
et par chacun de ses sommets , soient menées les droites AP,DP,
CP , rencontrant respectivement les directions des cétés opposés en
At, B/, C% Si le point P est intérieur au triangle , les trois points
A/, B, C/ seront sur ses cités méme ; tandis que si , au contraire,
il lui est extérieur, deux d’entre eux seront sur les prolongemens
des cotés ; tellement que, dans tous les cas , le nombre de ceux

AB/)BCRCA/=BA/XCB/XAC ;

ce qui prouve que les trois points A/, B/, €’ sont en ligne droite.

Voila donc le beau théoréme de Pascal démontré fort simplement pour
le cercle; et on en peut aisément conclare le théoréme analogue de M. Brian.
chon, par la théorie des péles, susceptible aussi, pour le cercle, d'une ex-
position fort eélémentaire. Ces deux théovémes, si féconds en belles consé-
quences, peavent donc figurer, pour ainsi dire dés Uentrée , dansles élémens
de géométrie ol on finira sans doute t6t ou tard par les introduire, au lieu
de les reléguer, comme on I'a fait jusqu'ici, dass des traités spcciaux,

J. D. G.
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d’entre eux qui seront situés sur les cotés méme, sera tonjours im~
pair.

Par I'un quelconque C des sommets du triangle soit menée au

c6té opposé une paralltle, coupée respectivement en D et E, par
les directions de AA’ et BB’ ; on aura

AB/:CB/:: AB:CE ,
BC/:AC/:: CE:CD ,
AB:CD::BA’/:CA/;

d'ott , en multipliant et simplifiant,

AB/x<BC/:CB/><XAC/:: BA’:CA’ ;
€t par suite
AB/XBC/<CA’=BA’<CB’xAC’ . (1)

Réciproquement, si trois points A/, B/, C/, sont situées , sur les
directions des trois cotés BC,CA, AB d’'un triangle ABC, de telle
sorte que cette relation ait lieu, et si le nombre de ceux d’entre
eux qui sont situés sur les c6tés méme du triangle est impair , les
droites AA/ , BB/, CC/ concourront toutes trois en un méme point P,

En effet, il y aura toujours deux de ces trois points qui seront
ou l'un et l'autre sur les c¢6tés méme, ou 'un et lautre sur leurs
prolongemens. Soient A’, B’ ces deux points, soit P lintersection
de AA’ et BB/; et admettons que la droite CP couape la direc~
tion de AB en quelque point C” différent de C/; il faudra né-
cessairement que les points C/ et C/ soient tous deux sur le coté
AB lui-inéme.

Mais alors AA’, BB/, CC” concourant en un méme point P, on
devra avoir, par ce qui précéde,
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AB/x<BC/><CA’=BA’<XCB/x<XAC” ; (2)
d’olt en divisant (1) par (2),

BC/ ACr AC ACH
BCr — ACr ? B T BCY

or , celte équation exprime que la droite AB est coupée harmoni-
quement aux points G/ et C/; donc, si elle pouvait avoir lieu ,
les points G/, C” ne pourraient , suivant Fhypothése , étre si-
tués tous deux entre les points A et B; donc le point C/ ne sau-
rait étre différent du point C/; donc la droite menéde du point G
au point d’intersection de AA’ et BB/ coupe AB au point C/;
donc enfin, les trois droites AA’, BB/, CC/ se coupent au méme
point (*).

Par un autre point P/ de la direction de CC’, soient menées
deux nouvelles droites AP/, BP/, coupant respectivement CB et
CA en A”,B”; nous aurons semblablement

AB”x<BC’/<CA”=BA” < CB"xAC/ ; 3)
d’'ou en divisant (1) par (3),

AR CN BN CB
AB N Car —BA7 N Cor )

c’est-3-dire ,

cA CH BA/ AB/
CA" ° CB" " Bar - ABr ? (4)

(*) 1l serait curieux d’examiner side la on ne pourrait pas tirer une dé-
monstration directe de la propriété de I'hexagone eirconscrit au cercle ana.
logue a celle que nous avons donnée, dans la note précédente , pour I'hexa-
gone inscrit,

J.D. 6.
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et il est aisé de voir que réciproquement, si cette proportion a
lieu, les points P, P/ seront en ligne droite avec le point C.

IIL. On voit que, lorsque sur les directions BC , CA, AB des cétés
d’un triangle ABG, on prend trois points A/, B, G/ tels que

AB/%<BC/<CA’=BA’<CB/xAC/,

ou bien ces trois points sont en ligne droite, ou bien les trois droi-
tes AA/, BB/, CC/ coucourent en un méme point; et cela, sui-
vant que ceux de ces points qui sont sur les c6tés méme du trian-
gle sont en nombre pair ou en nombre impair.

Mais, lorsque quatre points A/, A/, B/, B/ pris, les deux pre~
miers sur la direction da cdté BC et les deux autres sur la di-
rection du cété AC d’un triangle ABC , sont tels quon a la pro-
portion

CA/ Ccp BA/ AB/

.. .

CA? : CB” " BAY ° AbBr ?

il arrive & la fois que le point de concours de A/B’/ et A//B// est
sur la direction da c6té AB; et que les points d’intersection de
AA’ et BB/, AA/ et BB” sont en ligne droite avec le sommet
C; ce qui donne cet élégant théoréme :

Si trois droites issues d’'un méme point P coupent les cétés d’un
angle dont le sommet est S, savoir I'un en A, A/, A et l'autre
en B,B’, B”; et si G, C/,C” sont les intersections respectives de
A'B/7 et B’A77, A”B et B”A, AB/ et BA/; ces trois points C,C/,
C// appartiendront & une méme droite contenant le sommet S de
Pangle ; et réciproquement, si ces trois points appartiennent 3 une
méme droite contenant le point S, les droites AB, A’B/, A”B/
concourront toutes trois en un méme point P (*).

(* De la, par la théorie des polaires réciproques, on onclura cet auntre
théoréme :



