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 GEOMETRIE ELEMENTAIRE.
Théorémes sur les polygones réguliers ;

Par M. Cu. STtUunwm.

IL a paru, & la page 45 du présent volume , une démonstration
d’un théoréme de géométrie dont M. le professeur Lhuilier avait
donné Vénoncé dans la Brbliothéque universelle. Cette démonstra—
tion nous ayant paru moins simple que le sujet ne semblait le
comporter , nous nous sommes occupés A en chercher une antre;
ct le tour de raisonnement que nous y avons employé nous a
heureusement conduit & quelques autres théorémes assez curieus.
M. Lhuilier n’ayant point encore publié sa démounstration , nous
pensons que mos recherches sur ce sujet seront accueillies avec
quelque bienveillance. '

Nous allons d’abord chercher quel est le lieu des points da
plan d’un polygone régulier quelconque, desquels abaissant des per-
pendiculaires sur les directions de ses cotés, la somme des puis—
sances semblables quelconques de ces perpendiculaires est une grandeur
constante donnée.

Soient 7 le nombre des cotés du polygone régulier dont il
s'agit, O son centre, et P I'un des points desquels abaissant des
perpendiculaires sur les directions de ses cdtés , la somme des n.™¢

puissances de ces perpendiculaires soit une grandeur constaute
donnée,
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Du point O comme centre, etavec sa distance au point P pour
rayon , soit décrit une circonférence (C). Du méme point O soient
mendes des droites & tous les sommets ; ces droites diviseront la
circonférence (C) en m parties €gales. Or, excepté le cas ol le
point P se trouverait le milieu de l'une des divisions , ce point
sera plus prés de I'un des points de division que de tous les autres.
Soit pris , de lautre cété de ce point de division , un second
point Q qui en soit & la méme distance que le point P, de sorte
que le point de division dont il sagit soit le milien de l'arc PQ.
Soient enfin déterminés , pour chacun des autres points de division
de Ia circonférence (C), des points P/ et Q/, P7 et Q7 , PV et
Q7 weee qui soient situés par rapport & eux de la méme manicre
que le sont les points P et Q par rapport au premier. Il est ma-
nifeste que la circonférence (C) sera aussi divisée en m parties égales,
soit par les points P, P/, P/ ... soit par les points Q, Q/,
Q" e Il n’est pas moins dvident que les points de ces deux
sérics seront tous des points semblablement situés par rapport aa
polygone dont ils’agit; d’ou il suit que les perpendiculaires abaissées
de P'un quelconque d’entre eux , autre que le point P, sur les
directtons des cOtés de ce polygone scront, une & unc , égales aux
perpendiculaires abaissées de ce point P sur ces mémes céids. i
arrivera seulement que les perpendiculaires égales , dans les deux
séries , correspondront & des cotés différens.

Conclaons de 13 que la somme des n.m¢s puissances des perpen-
diculaires abaissées de 'an quelconque des 2m points P, P/, P/, ..,
Q, ¢/, Q",..., autre que le point P, sur les directions des cités
do polygone est égale & la somme des ».™¢ puissances des per~
pendiculaires abaissées de ce point P sur ces mémes directions,
et qu’ainsi ces 2z points doivent tous appartenir & la courbe cher—
chée, qui doit conséquemment couper en 22 points au moins la
circonférence (C), si teutelois elle ne se confond pas avec elle.

Or , un cercle, qui est une ligne du second ordre, ne saurait
étre coupé en 2m points au moins que par une ligne qui soit
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au mons dum™¢ ordre ; donc toutes les fois que le lien cherché
sera d’'un ordre inférieur au m.™¢ , il devra nécessairement se
confondre avec la circonférence (C).

Mais , d’'un autre c6té, il est connu que la longneur de la per-
pendiculaire abaissée d’un point sur une droite est une fonction
linéaire des coordonnées de ce point ; d'olt il résulte que le licu
des points P du plan d’un pelygone régunlier desgueis abaissant
des perpendiculaires sur les directions des cétés de ce polvgone,
la somme des 7.m°s puissances des longueurs de ees perpendicu—
laires est une quantité donnée, ne saurait étre qu’une ligne du
n.™¢ ordre au plus; donc, toutes les fois quon aura n<m, ce
lieu devra se confondre avec la circonférence (C). On a donc ce

théoréme assez remarquable :

THEOREME. Le licu géométrique des pornts du plan d’un po-
lygone régulier , desquels abaissant des perpendiculaires sur les
directions de ses cités , la somme des puissances semlblobles dun
degré donné quelcongque des longueurs de ces perpendiculaires est
une grandeur constante donnée , est nécessairement une circonference
concentrique au polygone dont il s'agit ; toutes les fois du moins
gue lexposant de la puissance est inférieur au nombre des cdtés

de ce polygone.
Or, il est connu que toute fonction symétrique entiére et ration-

nelle de plusieurs quantités est exprimable en sommes de puissances
semblables de ces mémes quantités , dont le degré n’excéde jamais
le nombre des dimensions de la fonction dont il s’agit; on peut
donc a ce théoréme substituer le suivant, beaucoup plus général.

THEOREME. Le liew géométrigue des points du plan dun
polygone régulier , desquels abaissant des perpendiculaires sur les
directions de ses cbiés , une jfonction symétrigue rationnelle et en-
tiére de forme quelconque des longueurs de ces perpendiculaires
est une quantité constante , est une circonférence concentrique au
polygone dont il sagit ; toutes les jois du moins que le nombre
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~des dimensions de lu fonction est inférieur auw nombre des cétés de
ce polygone. ’

Ainsi, en particulier, le théoréme sera vrai pour les sommes de
produits deux & deux , trois & trois, ....m—r1 & m—r1 de ces
perpendiculaires.

D’aprés l'idée qu'on se forme communément de Ia loi de con-
tinuité, on serait tenté de croire que notre premier théoréme doit
subsister encore pour les sommes de puissances des longueurs des
perpendiculaires d’un degré égal ou sapérieur & m. Il paraitrait
étrange et vraiment paradoxal , en effet, que, par exemple , le
lien géoméirique des points du plan d’un polygone régulier de 100
cdtés desquels abaissant des perpendiculaires sur les directions de
ces cotés, la somme des gg.™°* puissances ou des puissances sem-
Liables de degrés inférieurs serait constante , duit étre un cercle ,
et que ce lien diit devenir tout-d-coup une ligne du 100.m° ordre,
ou peut-étre méme d’un ordre plus élevé, dés qu'il s’agirait seu—
Ieruent de la somme des 100™°® puissances de ces mémes longueurs.

Pour démontrer généralement qu’alors le lien demandé cesse
d’étre un cercle, il faudrait probablement s’engager dans de longs
et difficiles calculs ; mais nous pouvons du moins prouver , par
un exemple particulier des plus simples , que du moins la loi de
continuité n'est point observée dans tous les cas. En effet, dans
ses Elémens danalise géoméirigue ( pag. 139 ) , M. Lhuilier a
prouvé que le lieu des points du plan d’an polygone régulier tels
que la somme des cubes de leurs distances aux c6tés du polygone
est constante, est une circonférence concentrique & ce polygone ,
tant que le nombre de ses cités surpasse trois; mais que, dans
le cas du triangle équilatéral , ce lien cesse d’étre une circonfé—
rence , pour devenir une ligne du troisitme ordre. Il résulte d’ail-
lears , de ce qui vient d’é¢tre démontré ci-dessus , que , pour le
triaugle équilatéral, comme pour les autres polygones réguliers ,
ce lieu redevient une circonférence dés qu’il ne s’agit plus que
des sommces de perpendiculaires ou de la somme de leurs quarrés.

Tom. XV. 34
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Venons prisentement au théoréme de M. Lhuilier , que nous
avons rappelé au commencement de cet article , et cherchons quel
est le lieu des points du plan d’un polygone régulier donné quel-
conque, desquels alaissant des perpendiculaires sur les directions
de ses cOtés , le polygone non régulier inscrit qui aura ses sommets
aux pieds de ces perpendiculaires, ait une aire constante donnée.

Exécutons exactement les mémes constructions que ci-dessus et
nous obtiendrons comme alors 27 points P, P/, P7, ... Q, Q/,
Q4 ... distribués sur la circonférence (C) , de telle sorte que lz
polygone non régulier inscrit qui aura ses sommets aux pieds des
perpendiculaires abaissées de l'un quelconque , autre que P, sur
les directions des cétés du polygone primitif, sera identiquement
égal au polygone irrégulier inscrit qui aura ses sommets aux pieds
des perpendiculaires abaissées du point P sur ces mémes directions;
d'ott l'on conclura , comme ci-dessus , que le lien cherché doit
couper la circonférence (C) aux 2 pomts P, P/, P/, ...Q,
Q/, Q/, ..., si toutefois il ne se confond pas avec elle.

Mais , d’un autre cété, il résulte, des considérations trés-simples
exposées a la page 293 du précédent volume, que le lieu cherché
ne saurait étre qu'une ligne du second ordre qui, si elle ne se
confond pas avec la circonférence (C) , ne saurait la couper en plus
de quatre points; donc ce lien est cette circonférence elle-méme ;
de sorte qu'on a ce théoréme , qui est précisément celui de M.
Lhuilier: ‘

THEOREME. Eiant donné, sur un plan , un polygone régulier
d'un nombre quelconque de cotés ; une circonférence concentriqus
& ce polygone est le liecu géométrique des points de chacun des-
quels abaissant des perpendiculaires sur ses cotés, laire du poly-
gone qui a pour sommets les pieds de ces perpendiculaires est
d'une grandeur donnée.

Désignons présentement para, 4, ¢ .0 g, % les perpendiculaires
abaissées du point quelconque P de la circonférence (C) sur les
dircctions des cOtés du polygone régulier dont il s’agit ; ces per—
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pendiculaires diviseront le polygone irrégulier inscrit en une suite
de triangles dont les aires seront respectivement, en représentant

par ¢ l'angle intéricur du polygone régulier ,
sabSine , $hcSine ... .. 0., 2gASine , LlaSine ;

la somme des aires de ces triangles, c’est-d-dire , Jaire du poly-
gone irrégulier inscrit , aura donc pour expression

";‘ (05+5c+ e s 00 +gb+ﬁa)8in-e -

Or, d’apres ce qui vient d’étre démontré ci-dessus, cetle aire est
constante , quelle que soit la situation du point P sur la circonfé-
rence (C); puis donc que Sin.e est constant , il sensnit que la
somme de produits

ab4bet v v oo v o oo o Fghtha,

est aussi une quantité constante , quelle que soit la situation du

point P sur la circonférence (C).
Or, les quarrés des coOtés consécutifs du polygone irrégulier

inscrit ont respectivement pour expression
a4+ +-2a0Cos.¢ ,
b 4-c’F-26cCos e
et e s e ey
g"-{-/z’-}-:zgizCos.e“ .
i ~4-a’+-2%aCos.e ;

donc la somme des quarrés de ces mémes cités a pour expression



256 POLYGONES REGULIERS.

2+t g )2 (@b be .. A-gh4-ha) Cos.e

Or, il a &é démontré ci-dessus que @’—-0°c"....4-g"+A4* duait
une quantité constante , et nous venons de démontrer la méme
chose de @b~tldc—-.....4-gh-+ra; on a donc cet autre théoréme:

THEOREME. De quelgue point d'une circonférence concentrique
a un polygone régulier donné quon abaisse des perpendiculaires
sur les directions de ses cétés , la somme des quarrés des cités
du polygone irrgguiier inscrit dont les sommets consécutifs seront
les pieds de ces perpendiculaires , demeurera constante.

Le tour de raisonnement qui nous a conduit 4 la démonstration
de ces divers théorémes peut éire employé a démontrer un grand
nombre de théorémes analogues, parmi lesquels nous nous borne-
rons & indiquer le suivant:

THEOREME. Une circonférence concentriqgue & un polygone
régulier donné est le liew géoméirique des points de chacun des-
quels menant des droites & tous ses sommets ,la somme des puis—
sances paires du méme degré des longueurs de ces droites est une
grandeur constante ; pourvu toutefois que lexposant commun de ces
puissances paires soit inféricur au nombre des coiés du polygone
régulier donné.




