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ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai sur la sommation d'une classe lrés- generale
de séries ;

Par M. Querrer , chef d'institution 2 St-Malo.

.y -

n. PAR les premiers principes de la théorie des fonctions circulaires;

on a

2Cos.2Cos.z= Cos.(t4u)-4Cos.(+—u) ;
d'ol, en multipliant par 2Co0s.s,
4Cos.2Cos.u€Cos.¢=2Co0s.(#+4u)Cos.y 4 2Cos.(¢—u)Cos.y ;

Mais si, dans la premiére équation , on change successivement #
en 4z et en t—uz et v en ¢, il viendra

2Cos.(#2)Cos 9=Cos.(f+u+v)+Cos.{i+uf o) ;
2Cos.(¢—u)Cos.o=Cos.(t—~u--0)+Cos.(t—u—r) ;
‘ee qui donnera, en substituant dans la seconde équation ,
4Cos.1Cos.uCos.p=Cos.(?+ u~v)4-Cos.(4u—r)
~+-Cos.t—u-tv)

+Cos.(f etz )
Tom. XIII, n.® XII, 1.°% juin 18a3. 5x
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En mulipliant de nouyeau celle-ci par 2Cos.z, il viendra
8Cos.zCos.uCos.¢Cos.z = 2Cos.(¢ fu+) Cos.x~+-2Cos.(¢-+u—vCos.x ;
~2Cos. (¢ —u-+,Cos.z

~+2Cos.(¢— u—9)Cos.z

mais, par la premicre équation,
:zCo's.(t+u‘+v)Cos r= Cos.(¢4u4e+2)+Cos..t4utv—z) ;
2Cos.(¢4-u—r)Cos.x = Cos.(¢}-usv4-2)+Cos.(1-ru—p—z) ,
2Cosi(t—u-¢)Cos.z = Cos.({—u~+v+2)+Cos.(t~u4v —2) ,
2Cos.(¢—u—)Cos.2 = Cos.({—u—v~42) + Cos. t—tpmm =2 ;
substituant donc ces valeurs dans i’éciluat';()‘n précédente, elle deviendra
8C05.1C05.uC05.¢ Cos.8==Cs.(¢t +u {-v4 ) - C 3. (4t v ) Cos. (¢ um—y=sc) 3
| | }cos.(t-{-u-—y+aé)+cos.(t-u+p—x)

}Cos. (t—u4-v-4x)4-Cos. (t=u—-p-}-x)

=} Cos, (fmmtpmp—ux)

et on pourrait ainsi pousser le procédé si loin qu'on voudrait.

2. Si présentement on fait s égal a 74z dans la premiére, 2
t4u+v dansla seconde, a t4u-+v+42z dans la troisieme, et qulen
outre on fasse z=s dans 1’équation Cos.l=Co5.z, on aura’

Pour un arc , Cosiz=Cos s ,
Pour deux ; 2Cos.tCos.u=Cos.s}-; Cos.(s—2¢) ,

4 Cos.(s—2u)
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Pour trois ; '4Cos.tCos.uCos.p=Cos.s+C§s.(s-—-21) ,

+Cos.(s—zu)
~-Cos.(s—2¢)

Pour quatre, 8C‘os‘tCos.uC<‘JS.VCos.x=‘-=C05.$+C°5'(3"'2t)+5 Cos.ls=m2(t4u)] ;
~+Cos.(s=2u) 4 £ Cos. [smmz (t-h-4)]
+Cos. (smm2¢) 1 Cos.[smm2(u -] -
thCos.(s=2x)4 Cos.[s=2(t4-2)} -

o} 1 Cos.[s—z(ut)]
43 Cos.[s—2(v-a)]

et ainsi de suite.

3. Si, dans les résultats auxquels nous venons de parvenir , on
change respectivement #, %, ¢, x en iz, lw—u,
il viendra

% T=F, ;—xz
Pour un arc , Sinz=-}Sin.s ,
Pour deux , :zSin.tSin.u:-—Cos.s—}—’;Cos.(s-.gz) R
o Cos.(s—2z)
Pour trois , 4SinsSin.uSine=—Sins-Sin.(s—21) ;

=+ Sin.(s—2u)

. 'j—Sill.(tf*Qg)'
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Pour quatge, 88iasSinuSin.eBin.xm=$Cos,s=Cos.(s=m2t )4 £ Cos.fi=2(t} u)) 4
#=Cos.(s—2u)~+ $Cos [s=2(t4-¢)]
—Cos.(s=—2v)+ § Cos.[s—2 @ +4+)]
w=Cos.(s—2x)4 2Cos.[s—2(t4x)]
o} 2Cos [s=—2(u#a)]

7Cos.[s=2(v4-2)}
et ainsi de suite. _

4. Pour écrire ces formules sous une forme plus bridve et pouvoir
en généraliser Pexpression , adoptons les notations que wvoici : 7,
¥, ¢, &,... étant des quantités en nombre quelcongue , et F la
caractéristique d’une fonction quelconque ; nous poserons

EF)=F(@)+F ()T )+ Fl2)d4...
SF ¢, u)=F(, u)+F(, )+ F(u,v,+F( )+ F(u, 2)+F(, 2) 4
2F(¢, u, 0)=F(t,u, o)+ F{t,u, 2)+F@, v, 2)+F(u, ¢, 2)Fu

lod 4 . L - . 3 . 3 » . - . ~ - . 'Y . . - . e

On wvoit &sprds cela que, 51 les quantités 2, ¥, £, Xy 000cn
sont au nombre de 2, i

=F() aura ;- termes ;

n ne—x .
ZF(t 2 ll) aura p—n termes,
2

ne—1 A2 )
. —— . —— termes,
2 3

2F(t, u,¥) aura

ZF(¢,u,v,s) aura termes ,

2 3 4

I

n
—_

1

n ne=I n—2 np—3
—_—

1

-

» o . ° . . [ » @
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On voit assez, d'aprés cela, ce que signifieront
3 Sin(s—2r) , B Sin.[s—2(t+0)], 2 Sinfs—a(rtutr)], .

=Cos.(s=—27) , ECos.[s—2(z+u)] , ZCos.[s—2(ttut0)] ,.....:

¢l toutes les autres expressions analogues.
5. Au moyen de ces notations , les résultats auxquels mousg
sommes parvenus ci-dessus (2, 3) pourront étre écrits comime Al suit ;

Pour un arc, Cosz=Cos.s ,

Pour deux, 2Cos.zCos.u=Cos.s4 ;=Cos.[s—2/] ,

Pour trois,, 4Cos.zCos.uCos.o==Cosis}-=Cos.[s—2/] ;

Pour quatre , §Cos.zCos.uCos.pCos.x=Coss4=Cos.[s~=22]
2 2Cos.[s~—2(t4)] -

Pour un arc , Sins=-}Sin.s ;

Pour deux , 28in.sSin.y=~—Cos.s+% =Cos:[s—27] ,

Pour trois , 48in.sSin.uSin.g= = Sin.s4ESin.[s~—27] ;

Pour quatre , 8Sin.£Sin.uSinsSin.z =--Coss—=Cos.[s—2/]

o :2Cos.[s—2{t4u)]

6. La loi de ces divers résultats devenant ainsi manifeste , nous
pourrons, en la géneralisant , parvenir aux trois lemmes que voici:

t,u, 9, T,eu.u.,. étant des arcs ¢n nombre quelconque 5 ;
¢t leur somme s,
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LEMME I
On a, quel que soit 7 ;.
271 C05.#C05.2C05.6COS.Lurrrs = Cos..s;-l-ZCos,[s—-zt]
+3Cos.[s—2(r+u)]4+5Cos [s—2(t+ute)]+ o

Ia-suite- devant étre poussée i autant de termes qu'on pourra le
faire, sans que le nombre des ares #, #, ¢, u..., dont le double
de la somme se trouve retranché & s, excéde la moitié du nombre
n, et le dernier terme devant étre réduit a sa moiiié, lorsque
7 est un nombre . pair, -

EEMME 1L
Lorsque 7 est un nombre pair, on a -
~+2"~'Sin.zSin.2S8in.¢Sin.#.....= Cos.s—=Cos [s=—27]

= Cos.[s =2 (14-1) ] —ZCos.[ s == 2{t4-u+9) ] +oreee

le signe supérieur ou le signe inférieur devant éire pris , suivant
que 7 est de la formie 42 ou de la forme 472, la série devant
sarréter an terme dans lequel le nombre des arcs 2, w, #,...,
dont le double de la somme est retranché & s, scra précisément
égal 3 la niwoitié de 7, et ce dernier terme devant étre réduit a sa
moitié seulement,

LEMME 1IILI
Lorsque n est un mombre impair, on a
2"t SinsSinuSiveSin.g......=Sin.s = 2Sin. [ s—2]

ﬁ-zb‘in.[.s‘—vz(t-—}-u)]*-ZSin.{s—z(l—i'u-}-’P)]+m.m.
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e signe supéricur ou le signe inférieur devant étre pris suivant

que n est de la forme 4it1 ou de la forme 4i4+3, et la série
devant étre poussée & autant de termes quon pourra le faire sans

que le nombre des arcs £, z, # ..., dont le double de la somme
se trouve retranchd & s, excéde la moitié du nombre z,

7. Si présentement nous supposons tous les ares 7, u, ¢, w.
égaux entre cux et au premier, ce qui donnera s=nf, nous dé-

duirons , comme corollaires de ces trois lemmes , les formules
connues que voici:

Corollaire 1.

On a, quel que soit le nombre entier positif » ;
n n n——I )
2"=1,Cos. = Cos.uz-- < Cos.(n—2)t —- — Cos.(n—4)t

n n—I n

+......
. I

«

— Gos.(n—6)tt-wus

2
,série qu’il faudra pousser aussi loin qu’on pourra le faire, sans
admettre d’arcs négatifs , et ol il ne faudra prendre seulement que
la moiti¢ du dernier terme, si » est un nombre pair.

Corollaire 11.

Lorsque 7 est un nombre pair, on a
o n 2 n—1
—+28=1,8in# = Cos.nt~ - Cos.[n—2)t4~ T Cos(n—4)¢

N ne=mi pe=2

-— e Cos.(n—6)t ccvee

1 2

le signe supérieur ou le signe inférieur devant étre pris, suivant
que 2 sera de la forme 47 ou e la forme 4i+4-2, et la série
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devant étre poussée aussi loin qu'on pourra le faire sans y admettre
d’arcs négatifs, en réduisant son dernier terme a sa moitid seulement..

Corollaire I11.

Lorsque n est un nombre impair, on a

. . . n .. . n Ne==Y ., .
2"~ Sin"s=Sin.nz— - Sin/p—2)z+ - Sin(n—4)z

n ne-i

_rrr 1;'_’ Sin.(z—4)z41ree

) 8 2

Ie signe supériear ou le signe inférienr devant étre pris , svivang

que n sera de la forme 4i+41 ou de la forme 4/4-3, et la série:
devant étre poussée aussi loin qu'on pourra le faire sans y admettre:

d’arcs négatifs..

8. Soit
fla]=d,a¥ A 0"+ A+ 4 ot
une série infinie que l'on sache sommer , et dans.laquelle 4 , 4,

4, ... sont des coefficiens numériques ; on aura les-deux remarques:
suivantes :

Remargue E
La somme finie de la série infinie
A,aCos.244,0°Cos.214 4 ;6°Cos. 3144 a4 Cos ft 4.t

est
£[a(Gos.24 1/ =5Sind)[4fTalCos.tmy/ =38in.00] |

2

Remarque 11

ELa somme de la. série infinis.

Yan
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4,aSint4A,0'Sin.204-4, 0’81030+ A4 43Sin. ft4-u e

‘est

fa(Cos.z4y/ =1Sin.t\] —f[a{Cos.t— 1/ T1Sin.1)]

2N =1

En effet, 1.° snivant la définition de f[2], les sommes des deux sdries

4,a/Cos.t4y/ ZiSins)44,a*(Cos.t-1/ =iSin.ty 4 A, 4 (CosutAy/ T3Sin.1Y eus

4,0(Cos.d—1/ =iSina) A 0 (Cositmy/ =38in.£) A, 6> Cos.dmy/ Z3Sind) s
ou de leurs équivalentes

A,4(Cos.t-4-y) S3Sint A ,5%(Cosiatty/ =iSin.2i)4 4,6 Cos. 34 =350.31) 4 .

A,a(Cosidemy/ Z1Sin.t)4 A ,0*(Cos.2£-1/ = Sin.22)4A ;a3 (Cos.31— y/ =18in.37)+- ...

sont respectivement
f[2Cosua4-/ =18ing)] , f[a(Cos.temy/ =:Sin2)] ,

dorc la demi~somme de ces deux séries et le quotient de leur demi-
différence par /=i, lesquelles ne sont autre chose que les deux
séries proposées , doivent-avoir respectivement pour sommes la demi-
somme de leurs sommes respectives et le quotient de la demi-
différence de ces mémes sommes. par /=3, ainsi que nous I'avons
annoncé..

g. Soient respectivement F[z], F/[/] les fonctions auxquelles

se réduisent
f[a(Cos.z-/ =1Sims)]+f[a(€Cos.t—y/ =:Sin.t)T ,
f[a(Cos.z+/ =:1Sin 2)]—f[2{Cos.t—/=;Sin.2)] .
Y= !
Tom. XIII. 52
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lorsqu'on les a débarrassées des imaginaires qu'elles contiennent,
au aura les théordmes suivans:

THEORLEME 1.
La somme de la série infinie
A,aCo05.:Co5.C08.9. .. o v 44 ,08*C05.20C05.2uC08.2P .0 - 4 130

"l"d-,0300503[COS.3UCOS.3"4 ceseca e + YRR

dans laquelle on suppose les arcs £, #, ¢,.... au nombre de »
et leur somme s, a pour expression finie

5‘,; g F[s] FEF [s=—2t]4ZF[s — 2(z+2) |+ EF [s—2(}udo) ... z

en observant , par rapport & la limitation dc seette série, ce quia
déja été dit ( Lemme 1).

THEOREME 11

Si » est un nombre pair , la somme de la séric infinie

A,a5inSinuSing. . .ve. .. 4A4,4°Sin.2/8in.248in 20, Lo raee
+A,3assiﬂ.3fsiﬂ.3usin.3" eaes e ses +~¢a cesw0es
% pour expression finie

+ %ﬁ-gF[s}-EF[s—-—zt]+2F[s—.:z(te.{-u};]—-zl?‘{s—z:z-{-u-{-p)]+,_,,,; ;

en observant, pour le signe et la limitatien de cette sdérie , ce
qui a été prescrit ( Lemme 11 ),
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THEOREME IIL
8i' n est un nombre impair, la somme de la série infinie
A,a8in.28in.uSin #evoeses . +A4,42Sin.2¢8in.228in.aap, .. ...,
4 ,a%81n.38in.3uSin3p e oo e eenns
a. pour expression finie

+ L P2 a4 SF s a(rhu) |- 2P Ls—a(ebude) T+ £ ;

en observant , peur le signe et la limitation de cette série-, ce qui
a. é1é dit ((Lemme 1II ).

Il nous suffira de démontrer le premier de ces deux théorémes
pour faire voir de quelle maniére doivent se démontrer les deux
qui le suivent,

Par le Lemme I', on-a successivement:

2"=1Cos..Cos.uCosy....=Cos.s4-=Cos.[ s—2/]+ECos.[s—2(t+u)]+.%
201 Cos,2¢Cos.2uC08.26,..=Cos.25+5Cos.2 [s-2¢]+=Cosi2[s-2(24u) ]+
2*=1C0s.3:C0s.3uCos.3¢u.= Cos.354+=Cos.3[s-2/]+=Cos.3[s-2(ttu)] .-

- - . - ~
e o~ . L * . . o @ . .. o . . . L . ° L] °-

En prenant la somme des produits respectifs- de ces équations par
24,0, 24,0*, 24,a%, ..., l]a somme des premiers- membres sera
la suite infinie proposée multipliée par 2"; quant 2 la somme des
seconds membres. elle sera composée de cette suite de séries infinies

que Yoici
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2(A4,2Co0s.s4-A,a*Cos 2544 ,a’Cos.33+......)
F-23{ 4 18C0s.[s=2t]+4,a*Cos.2[s——27]+A ;2 Cos.3[s— 27140}
“+2%{4,aCos [?-z: t+u)]4A,a*Cosz2[s-2(¢4u) 1+ A ;a*Cos3[s-2(t4u)]+..}
Or, d'aprés la définition de la fonclion ¥ et ta. Bemarque I, la

. (e F(s) :
somme de la premitre série est — et les sommes des autres sé-
2

P
ries, sous le signe =, sont successivement

Fls=2at] F sz (t4u)] ;

’ Jr 0 ensae —

2 2

en les ajoutant donc et divisant ensuite par 2", on ebtiendra la
somme annoncée de la série proposée.
On démontrera les deux autres théorémes, a ’aide des Lemmes 11
et I11, comme nous avons démontré celui-la 3 V'aide du Lemme 1.
10. En supposant, dans nos trois théorémes, que les arcs 7,
B, ¢, deviennent égaux entre eux et au premier, cc qui .
donne s=n¢, on en conclut les trois corollaires que voici :

CLorollaire L
Quel que soit le nombre entier positif z, la somme de la série
anfinie
A.aCos"t+4A ,a*Cos."2t+ A4 ;a*Cos." 3t 4.
a pour expression finie
: n— ' ,
F{Fnd 2 Fle—) o T T F L e |

en observant les limitations prescrites (7, Corollaire 1).
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~Corollaire 11,

Si n est un nombre pair, la somme de la série infinje

A,0Sin" 144 ,°Sin"204 4, 510" 304 v

a pour expression finie

+ L {Flne)— T Fi(r—) o] + 2 T2 Fla— T

en observant , pour le choix du signe et pour le nombre des
lermes , ce qui a été prescrit (7, Corollaire 11),

Corollaire 111,

8i 7 est un nombre impair, la somme de la série infinie

A, aSin"4A4,0°Sin 214 A ;6 Sin 3144 (0 Sin X ft 4= aenee

a pour expression finie

I . ”n N Ne=p ) -
j"_:—; F/lnz]— ;—F/[(n—z)x]-i- -;-'TF’[(n-@x]-—....} 5
en observant , pour le- choix du signe et-le nombre des termes da
développement , ce qui a éié prescrit (7, Corolleire 111 ).

Remarque générale

11. Comme toutes les sérigs que nous avons considérées ( 8 ;
9, 10 ) sont dépourvues de leur premier ferme, il faudra avoir
soin, lorsque le contraire arrivera, d’ajouter ce premier terme 3§
la somme doanée par ce qui précéde
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Arpricarion I..
12, On sait que

ay., ..
c‘r—x—]- + +”3 Fow 3

1.2.3.4,

d’onr -
1.2 2.3 x.2.3.4+""' !

de sorte qu’on a ici
fla]l =¢tom1 ;.

“donc, 1.* la somme de la série
aCos.2 a2Cos.af a3Cos.3¢- a4Qos.4¢ +
' La 123 234, 0

sera ( Remarque 1.)
{ga(00;~t+\(:3iﬂ-t)§_ I; + {?a(Cos.t-'-\{I.'iSin.t:);_ l'ii

-4

2
ou bien.

2008t FVSeSind | =vVieSing

Cosl:
—rze Cos, (aSm,t)~ I:
2.

de sorte:qu'en. ajoutant 1 de- part et d'autre, on a

Cos.t aCost a2Cos.2f - 3Co0s.3¢ ‘
¢a ° CosJaSm i)—-l+ : 08.2 a?Cos.. a4Qos. 4t

1.2, + 123 12.3.4,

' le-..

2.° La. somme de-la série

"aSint  a*Siniaf | a3Sin3#

asSin.4é
RS
1. 8% 33,3 1.2.3.4

sera (Re)narque I)..
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e o(Cost-\/=(Sint) Pt ea(Cos.t—\]'—""xsm.t)_-

— r
3 V —f
‘ou bien
~\/"iaSint  ~=\/"TaSin.t Cos.£
o200 e - =" Sin.(aSin.e)
2y =1
de sorte qu'on aura
aCos ¢ aSint  a®8in2f = aSin.3¢ | 0tSin.4f .
Sin. (aSm,z‘)- 1.3 123 1.23.4 o ( )

13. D’aprés cela, on aura ici

Flil=2{ " CosfaSins)—1}, F=2c"""" Sin(aSin) ;

substituant donc ces valeurs dans les formules ci-dessus (9 2 10)y
nous aurons, par le Théoréme I, gquel que soitnm,

aGos.tCos.uCos.w... ,-83Co08,2¢Gos.2uCos.2¢...  83C05.3tC05.3uC05.3v..0

1+ + + 1.2.3 +

1 1.2

1 aCosy aCos.(s== af)

=—{e¢ .Cos[aSin.s]+Ze

28—1

.Cos.[éSin.‘(s.; 21)]

+ zeac°5°("'3"-2").Cgs;[aSi.n-f"""’f—z”)]+'“‘} H

par le Théoréme Il, pour n pair,

(*) Nous ne connaissions pas encore le Cours d’analise de M. CAUCHY , oh
la premiére de ces deux séries se trouve sommée , lorsque nous en avons denng
la somme , & la page 107 du présent volume.
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aS'n.#SinuSinv.s  28in.2¢Sin.24Sin.20... , @3Sin.3:Sin.31Sin.3¢..;
l + 2 + 3‘ +.'l.

=t aCos *.Cos. [aSm.s]—-Eeacos.(s 2t)(]os.{:aSin.(.s'—-zz!‘)i(

—pn— I. (

aCos.(s~2t—24)

e Cos.[aSinfs—~2f —2u)]—0n } 5 .

par le Théoréme 111, pour n impair ,

Sin.tSin.uSing... a28in.2¢Sin 2uSin.2¢ a38in.3¢8in.3uSin.3v...
L + | S 3. +M“

aCos.s

aCos.(s—at)

Sin.[aSin.s]—Ze Sin.[aSin.(s —2/)]

aCos.(s——2tf==21) Sin

=

par le Corollaire I » quel que soit z ,

[aSin.(s—2t=20)]—....} ;.

" aCos.nt a2Cos.nat a3CosM3t  a+Cos™4t A

1+ 1 1.2 1.2.3 1.2.3.4 e |
Cos.nt aC -
=== g O o8, [aSin nt]+ on(a=2)t Cos.f«Sin.(n—2)t],

+ _'li. S eacos’m_@t.CDs.[_aSin.({z —4)t 14w b s

3
par le Corollaire 1I, pour n pair,

aSin.1t a28in”a¢  @&3Sin."3t atSin."4F

1.8 1.2 . 1.2.3 N ],2_354 +eo..f
-'=I’-";;':,—{eacos ".Cos.[aSinnf]— 2 e*“* O GosSin(n—a)]
. _% _n:x 4ga(:os.(n 4)’.005.[aSin.(n-4)t],+.,,,.,% s

et
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et par le Corollaire 111 , pour 2 impair ,

aSin "t aSiu."2t a3Sin."3¢ a4Sin.n4¢
1 1.2 1.2.3 1234
b4 aCos.nt . . n  aCos,(n==2)t .. = |
=t e Sin[aSinnt]— Te ¢ )t.Sm.lLaSm.(n—z)t]

+ %."_:_: eacos’(n_[})t.Sin.[aSin.(n—4)z]+....... § ;

14. Si, par exemple, ou suppose n=3, les premiére, deuxiéme,
quatritme et cinquieme formules deviendront, en ayant toujours
égard aux limitations prescrites pour les seconds membres ,

3
1.0 I_LaCos,tCos u  a>Cos.2tCos.u  a3Cos.3tCos.3u | a4Cos.4tCos.fu

t T ; ores
o H 1.2 1.2.3 i 1.2.3.4

Cos. . .
F255% ¢+ .Cos.[aSin.(z4-u)] + s (t-u>.Cos.[aSin.(t-u)] }.

o oSintSinu a2Sin.2tSin.ou a38in.3¢tSin.3u | @4Sin.4tSin.4u

’ 1 + 1.2 + 1.2.3 + 1.2.3.4 e

aCos.(t+4-u)
e

Y

Il

(Cos. [aSin.(ttu)l—e" "™, Cos [aSin(t-u)] ; :

; aCos.3t  a2Cos.22f = a3Cos.23¢ . ¢ aCos.2t .
3.0 41 + -} +..z+i{e .Cos./aSin.27)+¢} .
I 1.2 1.2.3
., aSinst  @3Sinsat | a3Sin.23¢ . ¢ aCos.at .
40 2y - -+ 3 F=——i{e .Cos.(aSin.2#)—cs} :
I '2 . »

Ces deux derniéres formules avaient déji é1é données par M. Stein , &
la page 112 du présent volume.

15. Si l'on suppose 2=3 , les premiére, troisitme , quatriéme
et sixieme formules deviendront

Tom. XIII.. 53.
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aCos.tCos.uCos.y = @2Cos 2tCos.2uCos.2¢ _ 43Co0s5.3¢£Co0s.3uCos3¢
1.° 1+ -+ -+

1 1.2 .23

/
20 o LaSintd-ut) ]
[t o, .
+gaCos (i V).Cos.[aSm.(t+u—v)]
=+% ! . .
aCos.(u-f-pe=t) ]
“+e Cos.[aSin(z~4-y—12)]
Cos. B .
4% e u>.Cos.[aSm.(¢+t—-u)]
e aSin,tSin.uSin.e 22Sin.2tSin.2uSin.2¢ 23Sin.3tSin3u8in.3¢
2. 1 1.2 1.2.3

-

e‘acos'(¢+u+v).8in LaSin.(tF u-tv)]

Cos(tfu—v) . .
| R— i v).Sm.[aSm.(t-l-u-——v)]
= Co —i) > )
— O i [aSin (ud-o—7)]
_eacos'(‘,+t-u).Sin.[aSin.(,v-i-l-—u)] )
aCos.3t a2Cos. 32t a3Cos.33¢t
2 0
3.0 14 - -+ - 3 cteare
.. @Cos.3¢ . Cos.t .
=421 " Cos.(aSin.37) 43¢ .Cos.(aSin.2)3 .
4° aSin3¢ 2*Sin 2t a3S8in.33¢
. I 1.2 1"2..3 ePentpee
. 6Cos3t _, ] Cos.t . .
=—1{"""" Sin(eSin38)—3¢ .Sin.(aSing)} .

et ainsi de suite.

L]

3.3
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APPLICATION 1].

16. On sait qu’en faisant usage des logarithmes naturels on a

a 2 3 & 5
Log(14a)= 5 — T 5 — = 45 —..
de sorte qu'ici
flal=Log.(14a) .

done, 1.° la somme de la série

aCos.t a>Cos.o¢ 23Cos.3¢ aiCos.ft .

Sonc— —— b 1

I 2 3 4 iney

sera ( Remarque I')

Log.{14-a(Cos.t+1/=3Sin.t)} +Log.§ 1—+-a(Cos.t—1{/ =7 Sin.?) 3
2

H

ou bien
Log{( 14aCos.t)h\/ =7aSin.#}{( x-{—aCos.t)—\[:'aSin.t}_Log.{(I +aCos.t)24a28in.22}
2. - 2
ou enfin
Eog.(14-2aCos.t}-a2)

R ——
=Log.y/ 1-4-2aCos,ta° 5

2

2,2 la somme de la série

aSin.¢ a2Sin, ot a3Sin. 3¢ a#Sin.4f + R

1 2 3 4,

sa0 -

sera ( Remarque 1I).
Log.{ 1+4-a(Cos.t+/=18in.2) } —Log.{ 14-a(Cos.z—1/ = Sin.) }

2Vt

Y

ou bien-
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(1-}aCos.t)+V—=71aSint
2 \/ —I °8 x+aCos.t)—\/:205m.t -

En vertu de la formule connue

o, L=
Log. | §P+7 <p+q <p+q L §

cette somme devient

aSin.t ,( aSin.t >+ ( aSin.t >5 N
1-}aCosd 14-aCos,z 14-aCos.t e
c’est-a-dire,

Are (Tang.,._ :_S'::; t)

17. D’aprés cela, on aura ici

Sin.t
¥[t]=2Log.y/ T4aeCositar , F/[¢]==2Arc (Tang.: ,:jgos t) 5

substituant donc ces valeurs dans les formules ci-dessus {9, 10)5
nous aurons , par le Théoréme 1, quel que soit »,

aCos.tCos.uCos ¢... 02C0s.21Co5.2uCos.2¢0... ~ a3C05.3¢Cos.3uCos.3¢...

P—— —gre1g0ve

I 2 . 3

=4 — ELOg \/1+zaCos s+a=+2‘.L0 - 14-2dCos.(s—2t)4a?

zll—— 3

+2L05-\/1+2aCos.(s—2t—2u)+a2+‘.m.} .
par le Théordme 11, pour n pair,

.aSin.iSin.uSin.e... a2Sin.2tSin.2uSin.2¢... a35in.3:Sin.3uSin.3¢...

3 - 2 + 3 S
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b ¢ —_——
= 21 b Log.y/ 1+20Cos.s+4-a2 —ZLog./ 1+4-2aCos.(s—2t )4-a2

-+2L08' \/1+2aCos.(s—zt—zu)+aﬁ~—...,..} .
par le Théoréme 111, pour n impair,

aSin.tSin.uSine...  @2Sin.2tSin.2uSin.2¢... a3Sin.37Sin.3uSin.3¢..7

—

1 2 3 -:'.

Sin.s ~ e
=t §Arc {:Tanﬁr =277 —ZArc[Tang: __aS_is__i]

-— gn—1 °'-‘x+aCos.s 14-aCos.(s==2t)

aSin.(s—2t—au) }

14aCos.(smmztmmzyd "

+ZArxc [Tang.:

par le Corollaire I , quel que soit 2,

aCos.nt a?Cos."2t a3Cos."3t a4Cos.mjt

—— L ]

I 2 3 4

k4

=+

2u—1

———— 7
{Log.v x+zaCos.nt+a=+-; Log.y/ 142aCos.(n—2)t4-a3

n Ne=3

+

LogV 1+2aCos.(n~ﬂ-4)t+q=+..... } .

2
par le Corollaire 1I, pour n pair,

afin "t a2Sin.nat a3Sin."3¢ 24Sin."4t
W— Srattmtivny, 1]

¢ 2 3 4

=t - gLOg.\/ 1+zaC05.nt+a=—; Z:— Log.‘/1--|-211Cos.(n-—2\)tﬂ|-a3

— 211

72—

-} .r;‘... ! Log.V1+2aCOS‘(n—4)t+G“—""' } .

a2

par le "Corollgire 111 ; pour n impair,
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aSin."¢ 22Sina2t  a3Sinn3¢ a4Sin 4t .
rm— r— +.u.0.

1 2 3 4

1 aSm nt n aSin.(n=—1)t
—_+ .__ _—— =
- 2" [Tan 1+aCos nt 1 Arc [Tang 14aCos.(n=2)t + }

18. Si, par exemple , on suppose n=2 , les premiére , deuxiéme,
' P pie, »1€5 p

guatridme et cinquiéme formules deviendront , en ayant toujours

égard aux limitations prescrites pour les seconds membres,

aCos.tCos.u a>Cos.2tCos.2u a3Cos.3tCos.3u

I. -

I, 2 3

— g

=- }{Log. V/ 14-2aCos.(t-w) +d=+LOg.V 1424 Cos.(i—u)-4a2 } .

>

aSin.tSin.z a28Sin.2tSin.ou , @35in,3#Sin 3u

2,‘0 - —_— + Y Y1 O

1 2 3.

-

-1t Log.v/ 1+24Cos.(tfu)+a2—Log.y/ 1 2aCos.@Fu)Fa}

aCos.>t 22Cos.23¢ - a3Cos.23¢ a+Cos.24in
0 — P— oo
3. T .+ — ) 7 Fos.

=1 {Log. \/ 1420Cos.2tfar-FLog. (1 +a)d ..

aSin.2¢ a2Sin.22f a38in.23¢ a4Sin. 24t
4-. T— + p— + aigs,

- 2 3 4.

- =Re— fiLOg.;/-l-}-zaaos.zt-l-:(;;—Log.(l+a~)} °
1g. Si l'on suppose n=3., les premitre, troisitme , quatriéme.
et sixiéme formules donneront

o aCos.tCos.uCos.¢ 22Cos5.21Cos.2uCos.2¢ , a3C0s.3tC0s.3uCos.3¢
I. Dmc m—— K - — g 408,

9 Y 2 ke 3.
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B I LOg-‘/‘t+2dCos.(t+u+-v)+a= ]

+L06- V' 14-2aCos. (tu—v)+ta*

+L°§-\/ 14-2aCos. (u-4-v—t)-fa?

+‘Log Vi +-2aCos.(¢v4-t —u)-{-c2

00 2Sin.iSin.uSin.e a28in,22Sin,2uSin.2¢ = a3Sin.3¢Sin 3uSin.3¢
» ‘I 2 3 —“'.I.
| 'Sin. (2
Arc [Tang.: aSin.(t+ut)
14-aCos.@+u4v) J
| aSin.(t4u—v)
—Are [Tang ™ 14-aCos.(t4u—y) B
m—§ k¢ > w
aSin.(u-f-o=—=t) 7
—Are [Tang.__ 1-4aCos. (ufv=—t) |
Sin. £ e
—Arc | Tang.= aSin.(vi—u)
! 14-a(Cos.y4-t—u) |
Cos.3t 2”Cos.32t a3Cos.33¢t a+Cos. 34t
‘3.0 ‘a T— — il—.'b
1 2 + 3 4 +ee

= +‘;§ Log. \/ 14-2aCos.3t+a* +3L05- V 14-2aCos t4-a2 § .

aSin.3t a?Sin.32t 38in,33¢ a4Sin.34t

4 — —

1 2 3 4

. - aSin.3f N aSin.t
T § Are (Tang._ 1+aCo5.3¢ —-3Arc(Tang. - x+aCos.t)§ :

20. Nous ne pousserons pas plus loin , pour le moment, ces

applications qui n’ont, comme l'on voit, rien de bien difficile,
et qui conduisent a des résultats trés-remarquables. Il nous sufs
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fisait d’établir les principes généraux et de montrer la marche du
calcul. Mais, dans un supplément au présent mémoire , nous nous
occuperons de la construction des formules générales servant a
sommer les séries infinies de la forme

A4,a2C05.%tCos.PuC08.%puue...4A ,a*Cos.%21C05.82uCo0s.72¢....7
A ,a%Co5.#3:C05.*3uC05.” 3p..0..tuu..e
A,aSin%8in BuSin.p..cvecdA4,6*Sin #2510 2 2uSin.Y 20 e ris.
4 ,4a*8in.*3:8in.23uSin. ¥ 30, i tenennne.

lorsqu’on sait sommer la série. infinie

Aat+4,60 4,834,044 05+ (%)

(" Presque en méme temps que ce quon vient-de lire nous est parvenu,
nous avons recu de M. Sturm de Genéve , sur la sommation de diverses classes
de séries , un travail qui, sans &tre aussi étendu que celui de M. Querret,

offre néanmoins quelques résultats curieux , et que nous ferons prochainement
connaitre.

'Le Dl GAA

ANALISE.



