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SURFACE ET VOLUME DE LA SPHERE. 343

GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

Recherche , par un procédé nouveau, de la surface et
du volume de la sphére et de ses parties ;

Par M. GERGONNE,

IL y 2 plus de deux mille ans que , pour déterminer la surface
et le volume d’'une sphére, on est dans l'usage de la considérer
comme la limite du corps engendré par la révolution d’un demi-
poligone régulier d’'un nombre de ¢dtés pair, tournant autour de la
diagonale qui en joint deux sommets opposés.

Mais on pewt, tout aussi naturellement, considérer la sphére
comme la limite du corps qui serait terminé par une suite de fu-
seaux cylindriques circonscrits tous égaux entre eux et d’un rayon
égal au sien, se réunissant tous 2 ses deux péles, et passant par
les cotés d’un poligone régulier quelconque, circonscrit & son équa-
teur: et c’est méme ainsi qu'on l'envisage dans la construction
des aérostats. Mais il n’est pas & notre connaissance qu'on ait ja-
mais tenté de parvenir par cette voie a la déiermination de sa sur-
face et de son volume,

Nous ne prétendons pas que cette nouvelle maniére de parvenir
au but ait sur le proceédé vulgaire des avantages bien décidés; mais
“nous croyons devoir observer 1°, quil n'est jamais sans intéréu de
voir comment , en géométrie, des procédés trés-différens conduisent
exactement au méme résuliat ; 2° que, si la méthode vulgaire a sur
celle-ci I'avaniage de ne décomposer la surface et le volume du
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corps dont la sphére est la limite qu'en parties terminées par des
lignes droites et des arcs de cercles senlement, par une sorte de
compensation, celle-ci ne décompose la surface et le volume de ce
méme corps qu'en parties égales, 3.° que cette nouvelle manicre
de procédé exige la détermination préalable de la surface et du
volume de certains corps que l'on rencontre souvent dans les arts
surface et volume qui, comme nous le verrors, sont exactement
quarrables , et cubables et qu’on peut étre bien aise d’avoir appris , che-
min faisant , & évaluer ; 4.° que la détermination de la surface et celle
du volume de la sphére qui, suivant le procédé ordinaire , dépen-
dent de deux théories distinctes , se rattachent, en suivant celui-ci,
A une seule et unique théorie ; 5.° qu'enfin quand bien méme Ila
comparaison entre les deux procédés ne ferait qu’offrir aux commen-
¢ans le sujet d’un utile exercice, ce serait encore un motif suffisant
pour ne point négliger la considération de cclui qui va faire le
sujet de cet article. ‘

Il nous aurait sans doute éié facile de revéiir ce qu'on va lire
des formes rigoureuses auxquelles M. LEGENDRE , 4 I'exemple d’Eu-
clide, a cru devoir assujettic ses Elémens de géométrie; mais pré-
cisément parce que cela est facile, nous avons cru, dansla vue
d'+bréger, devoir nous en dispenser, en nous appuyant simplement
sur la considération des limites ; nous nous sommes méme bornés
a indiquer bri¢vement les points pour lesquels cette considération
est ndcessaire, en abandonnant au lecteur le soin d’un facile rem-
plissage. On pourra, au surplus, suppléer 3 nos omissions par un
raisonnement dont on trouve le modcle 4 la page 183 du V.* vo-

lume du présent recueil, et qui nous parait le plus prepre a em-
ployer en ces sortes de rencontres.

1. L.a détermination de la surface et celle du volume d'une
sphére se réduisent évidemment & ces deux points; 1.° détermi-
ner l'aire du quadrilatére curviligne compris entre deux méridiens
et deux paralleles quelconques & l'équateur ; 2.° déterminer le
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volume de la pyramide sphérique qui, ayant ce quadrilatére
pour base , a son sommet au centre de la sphére. On voit
en effet , 1.° qu'en supposant que les paralleles dont il sagit
passent par les deux poles , on obtiendra la surface du fu-
seau et le volame de l'englet sphérique compris entre les plans
de deux méridiens quelconques; d'ot il sera facile de conclure
la surface ‘et le volume de la sphére entiére ; 2.° qu’en supposant,
au contraire , que les deux méridiens entre lesquels le quadrilatére
se trouve compris sont distans 'un de 'autre d’une circonférence
entiére,, on obtiendra la surface de la z6ne sphérique comprise entre
les plans de deux paralléles quelconques et le volume du corps
terminé par cette zéne et par deux surfaces coniques droites qui, ayant
mémes bases qu’elle, auraient leur sommet commun au centre de
la sphére ; d’ou il sera facile de conclure la surface de la calotte
et le volume du secteur sphérique, et par suite lasurface et le vo~
lume de la sphére entiére.

Il y a méme un évident avantage a procéder ainsi; car, silon
déterminait d’entrée la surface et le volume de la sphére entidre,
on serait obligé ensuite de faire de nouveaux frais pour parvenir 3
I'expression de la surface et du volume de ses diverses parties.

2. Considérons donc le quadrilatére compris entre deux méridiens
et deux paralléles; les arcs de ces paralléles interceptés entre les
méridiens étant des arcs semblables , on pourra leur circonscrire, 2
Pan et & l'autre, des portions de polygones réguliers d’'an méme
nombre de cotés, dont les cotés homologues seront parallcles et
distans du centre de la sphére d'une quantité égale & son rayon.
On pourra donc concevoir-que , par ces mémes ¢6tés homologues,
on ait fait passer une suite de surfaces de cylindres droits circonscrits
a la spheére, lesquelles se couperont consécutivement , suivant des
courbes planes , situées dans les plans des méridiens conduits par
les sommets homologues des deux polygones. En faisant donc abs-
iraction des parties de ces surfaces cylindriques qui excedent leurs
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intersections consécutives , ainsi que de celles qui sont an-deld des
plans des deux paralléles, on obtiendra une surface toute com=-
posée de portions de surfaces cylindriques de méme rayon, et de
méme que les arcs des deux paralléles sont limites des portions.
de polygones circonscrits, la surface de notre quadrilatére curviligne:
sera la limite- de cette surface composée de surfaces cylindriques.

En outre , si I'on imagine deux pyramides qui, ayant leur sommet
commun au centre de la sphére , aient pour bases ces deux mémes
surfaces , celle qui aura pour base le quadrilatére faisant partie de
la surface de la spheére,sera la limite de celle dont la. base sera.
composée de parties cylindriques.

Notre probléme se trouve donc réduit & évaluer la surface de
cette derniére base; ainsi que le volume de Ia pyramide qui lui
répond , et a examiner ensuite ce que deviennent I'une et lautre
a la limite., Mais cette surface sc trouve composée de parties éga-
les entre elles, en nombre pareil a celui des cotés des deux por-
tions de polygones; et la pyramide qui lui répond peut aussi étre
décomposée en un pareil nombre de pyramides égales, ayant ces
parties pour bases ; de sorte que tout se-réduit & déterminer I'aire
de la base et le volume de I'une quelconque de ces pyramides et
& les multiplier par le nombre des cétés des deux portions de polygones,

Chacune de ces pyramides partielles fait partie d'un onglet cylin.
drique d’un rayon égal 4 celui de la sphére , lequel se trouve borné,
d’une part par la surface convexe: du. cylindre dont il-fait lui-méme
partie , et par les plans de deux méridiens, cest-3-dire , par deux
plans passant par un méme point de I'axe du eylindre , et ayant
leur commune section perpendiculaire & cet axe , et conséquem-
ment dirigée suivant un de ses diamétres. La pyramide partielle
est détachée de 'onglet par deux plans passant par I'axe du cylin-
dre, et coupant conséquemment sa surface convexe suivant deux.
perallcles & ce méme axe.

3. Concevons donc que, sur l'axe d’un cylindre droit, on ait
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pris un point arbitraire, par lequel on ai: conduit un d'amétre,
qu’on ait fait passer deux plans par ce diamdtre et deux autres plins
par l'axe du cylindre ; ces quatre plans dcétacheront de ce corps
une pyramide quadrangulaire & base convexe, et otre probléme
se trouvera reduit a déterminer l'aire de la base et le volume de
cette pyramide.

Or si, par le méme diamdtre , on conduit un plan perpendi-
culaire a I'axe du cylindre, et donnant conséquemment une scction
circulaire, notre pyramide et sa base se trouveront la somme ou
la différence de deux autres dans lesquelles ce plan circulaire serait
un des quatre plans qui les limiteraient ; de sorte que le probléme
se réduit a déterminer I’aire de la base et le volume de la pyramide
pour le cas seulement ot un des deux plans qui ne passent pas
par l'axe du cylindre est perpendiculaire 4 cet axe.

Soient ( fig. 6 ) C le point pris arbitrairement sur P'axe du cy=
lindre, AB le diamétre arbitraire mené par ce point, AFB celut
des deux plans qui, passant par ce point , est perpendiculaire
I'axe du cylindre AF/B ,l'aatre plan passant par ce diamétre, et
enfin CDD/ et CEE’ les deux plans passant par l'axe; la pyramide
dont i s’agit aura pour base le trapéze convexe DD/E’E et son
sommet au point G, et il s’agira d’évaluer laire de la base et
le volume de cette pyramide.

Concevons qu’ayant circonscrit 3 I’arc de cercle DE une portion
de polygone régulier quelconque , on la considére comme le péa
rimctre de la base d’une portion de surface prismique droite ayant
méme axe que le cylindre et terminée par sa rencontre avec les
trois plans DCD/, D/C’E/, E/CE , et qu’on fasse de cette surface
la base d’une pyramide ayant également son sommet en C; on
congoit que la pyramide cylindrique sera la limite de la pyramide
prismique , et que la base de la premiére sera la limite de la
base de la seconde. Tout se réduit donc a asssigner laire de la
basc et le volume de la seconde, et d’examiner ce que deviennent

X

June et lautre & la limite.
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Mais si, par ’axe du cylindre et par les sommets de la portion de
polygone circonscrite & 'arc DE on congoit des plans, ces plans
diviseront la pyramide prismique en plusieurs pyramides ordinaires
a bases trapézes ; et il est clair que, pourvu qu'on sache assigner
Yaire de la base et le volume de l’'une quelconque d’entre elles,
c'en sera assez pour pouvoir assigner l'aire de la base etle volume
de la pyramide prismique totale qui en est la- somme,

4. Soit donc le trapeze DD/E/E (fig. 7) la base de I'une de ces
pyramides partielles ; de mani¢re que DF soit un des c6tés. de la
portion- de polygone régulier dont il vient d’étre question ; son mi-
Jieu M sera son point. de contact avec l’arc de cercle ; et cette base
touchera la surface da cylindre svivant la droite MM/ parallele A
DD/ et EE’. Abaissons sur le diamétre- AB les perpendiculaires
DD/; EE#, MM/ abaissons-aussi DG perpendiculaire entre les
deux premicres de ces. droites ; menons M/M/ et le rayon CM,
menons enfin. un autre rayon CF, perpendiculaire a2 AB;la droite
FE/ paralléele & Taxe du cylindre ainsi ‘que la droite €F/.

Les triangles rectangles CFF/ et MMM’ sont semblables comme
ayant les c6tés.paralléles chacun achacun; et les triangles rectangles
CMM” et EDG le sont également, comme ayant les cGtés perpen-
diculaires chacun a chacun; de sorte.qu’on a les deux proportions,

MM/: MM/ .. FF*:FC,.

MM“/:DG :: MC: DE ;.

multipliant- ces proportions par ordre, en supprimant les facteurs

communs, observant que MG=FC , et remplagant DG par son
égal D”E/”, il viendra

MM/:D”E/ .. FF/ .DE;.
d’oir

DE X
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DE XXMM =FF/<XD/L",

mais le premier de ces deux produits exprime Plaire du trapize
DD/E’E; donc le second lexprime dgalement; c’est-a-dire que ce
trapéze est équivalent & un rectangle qui, ayant pour hauteur la
plus grande largeur FF/ de la sarface convexe de longlet cylin-
drique , aurait ponr base la projection de la hauteur DE de ce
trapéze sur le diameétre AB.

Quant au volume de la pyramide qui, ayant ce trapéze pour
base , 4 son sommet au point C, en remarquant que CM=CF en
est la hauteur, on en conclura que ce volume a pour expression
Paire du rectangle dont il vient d’étre gquestion , multipliée par le
tiers. du rayon du cylindre.

On conclura facilement de 13 (3) 1* que la base de la pyramide
prismique circonscrite 4 la pyramide eylindrique dont la base est
le quadriletére DD/E/E (fig. 6 ) est équivalente a un rectangle qui;
ayant pour hauteur la plus grande largeur FF/ de la surface con-
vexe de I'onglet, aurait pour base la projectien sur le diamétre
AB de la portion de polygone régulier circonscrite a2 I'arc DE;
2° que conséquemment le volume de cette méme pyramide pris—
mique est le produit de la multiplication de l'aire de ce méme
rectangle par le tiers. du rayon du cylindre.

5. En passant donc de 13 4 la limite, om reconnaitra 1° quo
le trap2ze cylindrique DD/E/E lui-méme est équivalent 3 un rectan-
gle qui, ayant pour hauteur la plus grande largeur FF/ de la
surface convexe de l'onglet cylindrique, aurait pour base la projec-
tion de arc DE sur le diamétre AB; 2° que le volume de Ila
pyramide cylindrique qui aurait ce trapéze pour base et son som-
met en C est le produit de la multiplication de l'aire de ce méme
pectangle , par le tiers da rayon du cylindre.

Si Pon fait présentement attention 3 ee que nous avons dit

Adom. XIII. 49
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ci-dessus (3), on verra que les mémes choses doivent encore avoir
Iieu , lors méme qu’aucune des deux faces planes de longlet
n’est perpendiculaire & I'axe du cylindre ; pourvu que son aréte
rectiligne, intersection des plans de ces deux faces, continue d’étre
perpendiculaire 3 Vaxe du cylindre , c'est-d-dire, d'en étre un
diameétre. )
Il résulte de 13 1° que pour diviser la surface convexe d'un
onglet cylindrique , dont l'aréte rectiligne est un diamétre du_ cy-
lindre , en parties qui aient entre elles des rapports donnés, il suffit
de diviser son .ardte rectiligne en parties qui aient entre elles les

mémes rapports , et de conduire ensuite , par les points de division,
des plans perpendiculaires a cette aréte ; 2°. que pour diviser son
volame en parties qui alent entre elles des rapports donnds, il
faut, aprés avoir, par ce qui vient d'éire dit, partagé sa surface
counvexe en parlies ayant entre elles ces mé&mes rapports, conduire
des plans par I'axe et par les lignes de division. Il est digne de
gemarque que toutes ces opérations puissent étre {exécutées,p?r
une géométrie rigoureuse.

On voit aussi 1°. que la surface convexe totale de l'onglet cy-
Jindrigne dont P’aréte rectiligne est un diamétre du ecylindre est
4équivalente a celle d’un rectangle qui, ayant pour base ce méme
diamétre, avrait pour hauteur la plns grande 'argeur de cette sur-
face; 2°. que lec velume total de l'onglet est les deux tiers de
celui du pr'isme triangulaire circonscrit (*). Cette surface convexe
et ce volume sont donc rigoureusement quarrable et cubable; et
il est fort remarquable que ce soit la face convexe de l'on-
glet, dont le développement est terminé par des courbes trans-
cendantes , qui jouisse de cette propriété i 'exclusion des faces pla-
mes quisont terminées par des courbes algébriques fort simples.

™} Bezout avait déja déduit cette derniére proposition du calcul intégral;

mais seulemeat pour le cas o I'une des deux faces planes de Llonglet est
perpendiculaire & Paxe du cylindre. (Poyez som cours)
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6. Soient pre’sememeng , sur un hdmisphére APB ( Fg 83 )', deux
petits cercles paralléles’ & celul qui seit de base 3 l.h(’ﬂliﬁpgzérﬁ'; et
concevons qu’ils soient conpés tous trois en M, M/, M~ p.:!r un méme
méridien. Par ces points d'intersection menors des tangentes 4 ces
trois cercles, prenons arbitrairement, sur ia prehsiére MD=BME, par
Faxe C/P et parles points D et E, faisons passer des plans qui
détermineront sut les dcux autres tangentes des parties M/D/=M'E’
et M/D”=M~E”. Les trois droites DE, D’E/, D”E/ appartien~
dront ainsi 3 la surface d'un méme cylindre circonscrit & la sphére,
et la portion DD’E’E de cette surface scra (5) équivalente 4 un
rectangle ayant pour hauteur D”/E/ et pour base la distance CC/
entre les centres des decux petits cercles; et cela soit que ces petits
cercles appartiennent 3 un méme hémisphére ou qu'ils se trouvent
situés dans les deux hémisphéres opposés ; et, quant & la pyramide
qui, ayant cette méme surfage pour base, aura son sommet an centre de
I’hémisphére , son volume aura pour expressionle produit de la multi-
plication de I'aire du rectangle dont il vient d’étre question par le tiers du.
rayon du cylindre ou , ce qui revient au méme, de celui de la sphére.
Si nous revenons présentement & notre quadrilatére sphérique-
considéré ci-dessus (2) et compris entre deux méridiens et deux
paralléles quelconques , nous verrons que, d’aprés ce qui précéde,
Passemblage de portions de surfaces cylindrigue dont il est la li-
mite est équivalent 2 un rectangle qui ayant pour hauteur la lon.

gueur de la portion de polygone régulier circonscrite a l’équaleur',,
de telle sorte que ses cOtés soient paralléles & ceux des portions
de polygones réguliers circonscrites aux deux arcs de paralleles qui-
terminent le quadrilatére, et pour hauteur la distance entre les:
centres de ces deux paralléles; et que le volume de la pyramide qui,.
ayant cet assemblage de portion de surfaces cylindriques pour basc ,.
4 son sommet an centre de la sphére , estle produit de 'aire de ce:
méme rectangle par le tiers du rayon de cette sphére..

7. En passant donc de la 3 la limite , on.reconnaitra.1°. que,,
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pour obtenirl’aire du quadrilatére sphérique comprisentre deux méridiend
et deux paralléles quelconques, il faut multiplier I'arc de 'équateur com=
pris entre les deux méridiens par la distance entre les centres des
deux paralléles; 2°. que, pour obtenir le volume de la pyramide
sphérique qui, ayant ce méme quadrilatére pour base , a son som-
met au centre de la sphére, il faut muliiplier l'aire de sa base par
le tiers du rayon de la sphére,

Et dela on conclurasans difficulté 1°. que I'aire du fuseausphérique
est lz produit de la multiplication de I'arc de I'équateur qn’il inter-
cepte par le diamétre de la sphére, 2°. que I'aire d’une zéne sphérique
A bases paralléles est le produit de la multiplication de la circon=
férence d'un grand cercle par la distance entre les centres de ses
deux bases, 3°. que l'aice d’une calette sphérique est le produit
de la multiplication de la circonférence d'ua grand cercle par la fléche
de cette calotte; 4° qu'enfin 'aire de la surface sphérique entitre est
le produit de la circonférence d’un grand cercle par son diamétre.

Et de 1d résultera encore que le volume soit d’un onglet sphé-
rique, soit du corps terminé par une zéne et par deux surfaces conis
ques de mémes bases qu'elle , ayant leur sommet commun au centre
de la sphére, soit d’un secteur sphérique, soit enfin de la sphére
eatiére, est le produit de la multiplication de I'zire du fuseau, de
la zdae, de la calotte ou la surface sphérique entitre qui le termine
par le tiers du rayon de la sphére.



