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M

ANALISE TRANSCENDANTE.

Extension et démonstralion nouvelle du théoréme de
M. de SramviLLE, présentée ¢ la page 229 du IX.c
volume du présent recueil ;

Par M. GERGONNE.

L’IMPORTANCE da beau théoréme démontré par M. de Stainville &
la page 229 du IX.® volume de ce rccueil peut en faire désirer
une démonstration sinon plus simple , du moins qui exige assez
peu d’écriture pour pouvoir non seulement étre introduite dans.
les traitds élémentaires, mais encore étre présentée dans une lecon
publique , sur un tableau d’une médiocre étendue. On peut remarquer
en effet que, puisque I'un des principaux avantages de la langue
algébrique sur la langue vulgaire consiste dans la brieveté de ses
_notations, une démonstration dcrite dans cette langue doit étre
d’aatant plus claire et plus facile & suivre qu’elle est exprimée en
termes plus concis.

En nous occupant des moyens de parvenir 4 ce bat, relativement
an théoréme dont il s’agit, nous sommes tombés sur un théoréme
un peu plus général qui se démontre avec la plus grande facilité,
et duquel lautre se dédnit ensuite immédiatement. Clest & exposer
Je résultat de nos recherches sur ce sujet que nous destinons. le
présent aticle.

Soit une série
F(a)=fu(a)t(a). =+, (a). T+, (a). ‘3‘—;-+f,,(a>.i;i e D)

dans laquelle nous supposons le premier tezme f, (2) une fonction
tout-a-fait arbitraire de 2 et de tant d’autres quantités différentes
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de £ qu'on voudra, et ol tous les autres coefficiens se trouvent
définis par DI'équation

f.(a)=af,_,(a+F) , (2)
de telle sorte qu'en changeant, dans le coefficient de I'un quelcongne
de ses termes @ en a+k, et multipliant ensuite le résultat par o,
on obtient le coefficient du terme qui suit immédiatement.

Si, dans cette série, vous changeons simplement @ en & nous
aurons cette autre scrie

x 2 3
F@)=LDH0G). - +f,(5).-% +f,(l:).—:-!— 6,2 . Z—f +.e (3)

dans laquelle f, (&) ne différera de la fonction arbitraire f,(a) qu'en ce
que @y sera changé en 4, et ol les cocfliciens des autres termes
se trouveront définis par U'équation

£.(0)=0f, _, b+k) , (4)

de sorte qu'en changeant, dans le coeflicient de 'un quelconque
des termes, b en A4k et multipliant ensuite le résultat par &, on
obtiendra le coefficient du terme qui suit-immédiatement.

Si I'on fait le produit de ces deux séries, on pourra I'ordonner

: x x2 a3 . .
Jpar rapport a TS0 3o et les cocfliciens de ses diffé-

rens termes seront des fonctions de @z et &, de sorte qu'on pourra écrire
. x2 x3 .
F(a)F(b)=0.(a, b)+0:(a, ) - +0:(8,8) = +0,(2,8) - +.0; (5)
série dans laquelle on aura évidemment
oo(a, by=£,(a).fo(6). (6)

Or ce que nous nous proposons de démontrer, c’est que les coefliciens
de tous les autres termes de cette série seront définis par I'équation

%(a’ 5)=aep,,_,(a+l£ ) b)+b¢n—-x(a ,0tk), (7)

c’est-3-dire, en d’autres termes, que, si dans le coefficient de l'un
quelconque des termes, on change d’abord @ en a+/% en multipliant
le résultat par a, puis & en 5+% en multipliant le résultat par 4,
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la somme des deux produitssera le coefficient du terme qui suivra
immédiatement.

Pour y parvenir, faisons d’abord les premiers termes du produit
effectifs de nos deux séries ; nous trouverons ainsi

F(0).F(5)=f,(a) f(IE(@)E(8) | = HFu()(2) | 27 4 ee (8)

FE@LG) | -2f(a).(5)

: + (@60 |
il est facile de s’assurer que la loi annoncée i lieu dans ces premiers.

termes ; en effet, si nous exécutons les opérations qu'elle prescrit
sur son premier terme, nous aurons. pour résultat

af(a-k) £,(8)4-bf(a).fo(0+F) ;.
mais , par les définitions (2 et 4), on a
af (a+ky=f.(a), bf (o) =1,(8);
donc- cette quantité revient &
f(@f(0)Hfo(a)i(8) o
qui est bien, en effet, le coefficient du second terme.
Si Yon fait les mémes opérations sur ce coefficient, le résultat sera.
alfat k)£, byt ath £.(0) 110 [ £ () fo(b+E)Afo(@) [, (0+H)] ;
mais , par les définitions (2 et 4)
af,'at+-k)=f,(a), U (0 E)=f,(2) ,.
af (a+k)=f(a), bt (b4-k)=f£,(8) 5
substituant donc et rédaisant, il viendra
f2(@)fo(b)t2b(a) i (54, (a)f (0),
qui est bien, en effet, le- coefficient du troisiéme terme,
Nous étant ainsi assurés de la vérité de cette loi pour les premiers.
termes du développement du produit de nos deux séries, il ne nous
reste plus qu'a démontrer qu’elle a lieu pour deux termes consécutifs

. xn= an .
quelconques. Prenons ceux qui sont affectds de ——et — ; il
n=1)! nt

gst aisé de voir que ces deux termes sont

£ s,
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fue 1 (a)£(D)
+ T e ()
;_*_’_’,'_:_L. ﬁ:_fc_ J(a). fz(;;)
A e ..
+ :’:_:1 X ”;‘2 fo(a)fun ,(B)
+ (@) (8)
fo(@) £y, (2)

a1t

(n—1)!

+ £a) £, () i s
- _} foe i f0).0,(0)
+ ’22‘ "_2'21 fa_2(e) .[,00)
P .
-+ T ﬁ'z—[ f.(2)f,2(2)
n \
4 = f(a)fue s (2
+ fo(2).1,'0)

opérant sur le premier de ces denx termes comme nous Pavons fait cj-

dessus, nous aurons , pour résultat

‘Fnd-z (d"}’/;’).fo (5) )

+ LA (3)
T R e R,

R I (gt

Floem—] Tl e,
- " fa(a+8)€_ (b
+ e,
L+ fo(a+k).f,_, (b)J
Tom. XII1.

faei(a) Fo (B4-K) s

S W R

71 72 e

o fe (@£, (00

Ne==] nNe==p
+ . - T f‘z (0).f -3 (b+k)
+ ) fn, D)
iy fola)f (b + 1),

38
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mais, en vertu de nos définitions (2 et 4), on a

af,_ (a+k)=f (a) ,
afn_z(a—{-lt):fn- ‘(0) Py
af, _,(a+k) =f,_,(a),

s » . . e

afz(a+.lc)=f,(a) ’
af Ja+k)=I,a) ,
ofy a1 =1,(a) ,

substituant donc , il viendra

Mo+ 0)=£.(2) 5

bE(BE)=F,(B) ,

B, (b+E)=f,(2),
by (bHE)=f"a(®)
b e b+l ="f, . (8) ",
Bf e (Bt B)=F i (B) 5

( £,(a)-£,(5)) £ (a)f,(0))
TR A (D) +222 1, (). £,(0)
I
n==1 71— ne=1 n—a
+ -2 @0 | | T S el (0)60)
S S B I i T IC I SRR I
+ n-:I ) n:2 f;(”)‘f"" S(b) f:ll ) n:2 fz(a)’ fn-'z(&)
+ @) f ) = (@O
. +f2{0>.f Mo 1 (5) J +f0(a) fn(b) J
observant alors que .
ne—1 n
1-+ -,
x 1
Rems ne=—1 ) ne—3y . n=——1
- 1 1 - 2
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n—1 ne=2 ne=1 n=—2 n=——3 N—o

. -+ .

l

et réduisant , il viendra ’
fn(a:'fo\/.b) ’

LY SNORAL
+“1' nm1\@)e *\}) »

n F] neses.
—

S ROIROR

"'l"' _Tf : — f,_(d) i‘n—zzb) H

i 2

+ = f@ (B

+£,(a).£00) ,
x’l

qui est précisément le coefficient de — ; notre loi est donc générale.

1l scra donc facile, dans tous les cas , de déterminer' le produit
de nos deux séries, sans exdcuter la multiplication, puisqu'on con-
nait le premier terme f,(@).f,(4) de ce produit, et qu'on sait en
déduire un terme quelconque de celui qui le précéde immédiatement.

Supposons ,” par exemple, que les deux fonctions semblables
f.(a), fo(?) soient l'une et 'antre égales & l'unité; d’apres les dé-
finitions (2 et 4), et en observant que 1 reste toujours 1, soit
quon change 2 en g% ou & en b4k, il est clair que nos deux
séries deviendront

2 3
F(o)=1+4a = +alath) = +ala+h)a+ak) 5 4o s (9)

F)=1-45 > +b@+h) S +00+1)0+21) ? Fuws (10).
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puis donc qu’alors le premier terme de leur produit est 1, on aura ;

suivant la définition (7) que nous avons démontrée étre une suite
nccessaire des définitions (2 et 4), ‘

F(a)F(0)= I+(a+3)..? +(a+8)(atb-+ B) ,_a;

Hath)atbb R abbtok) 5 A

on voit que ces premicrs termes ne sont autre chose que les termes
correspondans de l'une ou l'autre des deux séries muliiplides, dans
lesquels on aurait changé 2 ou & en a-kb. Or il est aisé de voir
que cette lol s’étendra a toute la série, quelque loin qu’on la pro-

xn—1 .
SOIL SOU=

longe ; car, si Von suppose que le coeflicient de

Flrm=]

mis a la loi dont il sagit, ce coefficient devra étre
(a+0)at-o4-E)(a4-bA4-2k). o [a+-b4(n—2)k] ;

. x? A
celui de — devra donc étre (7)

a(a4-b40) (a-f-b42k) [atbt(n=2)k {0 (a1 (a0t 2k) o Lad-b-4-(n—2)E1 5.
c'est-a~-dire

(a4-8)(a+bE) (@t bdr2h).wi[a+B4-(n—1)A] ,

c’est-a-dire, tel que l'exige cette loi, qui se trouve ainsi générale-
ment démontrée : on aura donc, daprés cela,

F(a\F()=F(a+2);

c'est-a-dire , que le produit des deux séries (g et 10) est une série
qui ne diTfére de l'une ou de l'autre qu’en ce que @ ou & sy
trouve changé en a-f-5 ; et c’est précisément en cela que consiste
le théoréme de M. de Stainville. g

Nous renvoyons 3 I'endroit cité ainsi qu'd la page 261 du méme

volume , pour les nombreuses et importantes conséquences du méme
thoré¢me.



