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PUISSANCES DES COSINUS. 213

ANALISE TRANSCENDANTE.

Solution d’une difficulté connue que présente la theéorie
des fonctions angulaires , relativement au dévelop-
pement des puissances fractionnaires des cosinus ;

Par M. CrerrE , docteur en philosophie , membre du
conseil supérieur des batimens civils de Prusse.

Oxa

2Cos.z=(Cos.z+1/ =:Sin.2)+ (Cos.z—/ =;Sin.z) ;

mais
(Cos.z+41/ =18in.z)(Cos.#—/ =1Sin.z)=1 }
d’ou
—_— 1
Cos‘x——\/—-l\Sm.x_ Cos.z41/ —iSinz
donc

2Co0s.2=Cos.z-+}/ —1Sin.z4 Corn +;/:YSin pat
Si donc, pour abréger, on pose

Cos,z+y/ =3Sinz=u ,
on aura

Tom. XII1, n.° VI1, 1.°% janpier 1823 3o
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X
2Cos.x=u-+4 -3
cela donne

T e |

uymn4
2

m m m
(2Cosaz)"= a+':7) ‘—L‘u'"‘l"-;u"’”—‘l' —-

+—r:-m--l m—
1 a 3

Py LN U

ou bien

m m  me—x
(2CQS.I>”’=(%+1‘ =U~M+:_2u-m+a+_;_ - u=m+4

1 2 ’ 3
Ces deux développemens ont évidemment lieu pour une “valeur
quelconque de m.

Mais on a, comme l'on sait, aussi pour une valeur quelconque
de m,

(Cos.x+4-y/ =iSin.z)" = Cos.ma~~y/ =—1Sinmz ;
ce qui donne successivement

u"=Cos.mz-ty/ =iSinmz ;
z"m=Cos.mz -/ =1Sin.mz ,
um=? :—:Cos.'(m--z)x-‘-l- vV =1Sin.(m=—2)z ,
u~m+2 = Cos (m—2)z—1/=15in.(m—2)x ( s
w4 = Cos.(m—§)x+ “/”.x:iks"in,( m-:-”4)x* ,
w44 = Cos.(m—§) v =1/ 3 Sin.(mem )2 , -

. N -
. . - oz @ . L T . LI 1 . . . P

ce qui donne, en substituant,
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o
—
(8 4

1ywwa g

(zCos.x)"’::Cos.mx-}--;m- Cos.(m-—-z)x-}--?‘ — Cos.(m~ )4 e

x V:TESin.mx-l- 7-:1 Sin.(m~2)z- ‘?‘ ’ T‘E‘i Sin.(m—f)z ... |.

Telle est Pexpression générale de la m.™° puissance de 2Cos.z,
en cosinus et sinus des multiples de # , peur une valeur quel~
conque de =z,

Si l'on fait, pour abréger,

m

m et ¢
Cossma-t 3'—}{Ios.(m«w2):«5wlm»—I--n ~— Qosi (M=)t 4=n =P ]

. -1 .
Singmxn{«f; Sm.(mm:a)x-{—--fi-?T Sin(m—4)2t==Q ,
cn aura
(2Cos.2)"=P1 /=1 .
3.
X
Euler, en observant qu'on a z-- —= -{; ~+u , suppose aussi

1 " I 7 4 —— B
(u-}- -—;) :(-;- +u) , et par consequent P—i- V..-., Q=P—~1/-—1Q,

k¢

d'olt Q=0 et, par suite
(2Cos.z)"=P ,
pour ane valeur quelconque de m.

Lagrange, dans ses Legons sur le caleul des fonctions , (Legon XI),
trouve aussi, par la voie des équations différenticlles
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(2Cos.z)"=P;

mais cette expression est en défaut pour toutes les valeurs de =
qui donnent des valeurs négatives pour Cos.z, lorsque les valeurs de m
sont fractionnaires et de numérateurs pairs, car alors (2Cos.z)™ est
une quantité imaginaire ; il est donc visible qu'on ne peut pas gé-
néralement supposer ()=o. La formule

Pty =0,

et non la formule P, semble donc é&tre précisément I'expression
générale de (2Cos.z)™

Mais , lorsque (2Cos.#)™ est une quantité réelle, la formule
P+ /== (Q n’est pas moins embarrassante que l'est la formule P
pour le cas ou (2Cos.z) ' est imaginaire ; parce qu’on ne voit pas
que Q doive étre nécessairement nul pour les diverses valeurs de
z et m qui peuvent répondre i ce cas.

Il y a donc la une sorte de paradoxe dont lexplication était a
désirer.

%

M. Poisson parait étre le premier qui ait fait voir que la for-
mule P/ =7 est réellement la véritable expression générale de
(2Cos.z)™; que cette expression ne rentre dans la formule d’Euler
(2Cos.2)"=P que dans le cas ou m est un nombre entier, et
qu'elle peut donner toutes les différentes valeurs de (Cos.z)m qui
existent pour une valeur fractionnaire de m , si I'on met succes-
sivement pour £, 242 , 2+4=, 2467, et généralement z+2n= ,
= désignant deux angles droits , et » un nombre entier quelconque.
Il a montré en nombres I'exactitude de lexpression (2Cos.z)"=P
G/ =1Q, pour le cas particulier de == et m=3; (voyez la
Correspondance sur I'école polytechnique, tome 11, page 212).

~
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C’était 14 sans doute un grand pas vers explication du paradexe ;

car une grande partie de la difficulté consistait en ce qu’on ne
voyait pas comment la formule

(Cos.2)"=P+y/=1Q ;

pourrait donner plusieurs valeurs différentes pour PHy/=Q, et
seulcment une valeur unique pour (Cos.z)”. L’heurcuse idée de
M. Poisson de metire z-~}2n= au lieu de 2, ce qui est toujours
permis , puisque les expressions Cos.z et Cos.(z-}-2n=) sont iden-
tiques , léve euticrement cette partie de la difficulté,

5.

Mais il faut avouer que la question n’était pas encore comple-
tement éclaircie, puisqu’on ne voyait pas encore comment, pour
une valeur quelconque de #, la formule générale P+ /=1 pour-
rait donner tantdt une quantité réelle et tantét une quantité ima-
ginaire, Les travaux de M. Deflers, dont on trouve une notice dans
le troisitme volume de la nouvelle édition du Traité de calcul dif-
Sérentiel et de calcul intégral de M. Lacroix ( page 6o 6) et ceux
de M. Plana, dans le XL¢ volume des Annales de mathématiques
(page 84) ne semblent pas lever toutes les difficultés; et il reste
encore a faire voir comment la formule générale (2Cos.z)"=P
T/ =1Q s’applique 2 tous les cas, et sur-tout & trouver les va-
leurs du nombre » dans z4-2n= auxquelles correspondent les va-
leurs purement imaginaires et les valeurs purement réelles de
( 2Cos 2)™ (*).

Tel est, principalement le but que je me propose dans cet écrit.

(*) On peut encore consulter , sur le méme sujet, un mémoire de M.
Pagani Michel , inséré & la page 94 du présent volume,
. J. D. G.
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6.

Soit m dgal 4 la fraction —;? , ou k£ peut étre un nombre entier

queleconque. Pour plus de simplicité , nous supposerons ce nombre
positif, L’application & d’autres cas n’aura aucune difficulté.

On sait, par la théoric des équations, que, dans le cas dem

fractionnaire et égal A .;Z.. , la quantité (2Cos.z)™ a toujours % va-
leurs différentes, savoir, les valeurs des % racines de la quantité
2Cos.w. Si 2Cosx est positif et £ impair, une de ces racines est
enti¢rement réelle, ou de la forme p; dautres peuvent étre en-
tiérement imaginaires, ou de la forme —F{/=1g; le reste des ra-
cines est de la forme py/—=ig. Si 2Cos.x est positif et % pair,.
deux de ces racines sont de la forme p ; le reste est de la forme
Py =1g9. Si 2Cos.z est négatif et % impair, une seule racine
est réelle , ou de la forme p ; les autres sont de la forme p+y/ =7, Si
enfin 2Cos.z est négatif et & pair, aucune racine n’est réelle; mais
deux racines sont enti¢rement imaginaires , ou de la forme
+ /=iy, et le reste est de la forme pty/—ig.

La forme générale des racines de 2Cos.x est donc
PV =173

et c’est précisément la forme de Uexpression générale P/ =50 ;
trouvée ci-dessus pour (2Cos.z)™. Mais, dans les cas particuliers
il faut que tantét p ou P et tantét ¢ ou @ s’évanouissent , pour
donner, suivant ces différens cas, des racines entiérement réelles,
ou des racines entiérement imaginaires.

11 s’agit done de trouver les valeurs de », dans #-}-2n=, pour
lesquelles P ou @ devient égal a zéro.
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7e
On a généralement
Cos.z=Cos.+(2n=12) ;
Sina=8in.+(2n=z-4z)=8in.[F(2n41)az] ;
mais on ne peut mettre que x#2n= pour z, dans Vexpression
de 2Cos.z, parce quil n’y a que cet arc seul qui ait en mdne

temps le méme sinus et le méme cosinus que Jarc .
On a donc généralement

(2Cos.z)m=Cosamn(xt2n=) T/ 5Sinm(a+2n=)

-{“? [Cos.(m=2)(at2n=)1/Z318Sin(me—2)(xt207)]

o 2 B [Cos(m—g) @mtans)y/ TiSin (memg)(aan=)]

- . - P . ~ - .
. B . I o e . ° . - e ® . & = 3 . e 3
t

de sorte qu'en pozant, pour abréger;
g ‘
Cos.m (a+ana) E’I_ Cos (rme2)(2 - 2nw) 4= P,

. m .
Sinamlzt 2ne - - Sin (772 2)(a 207 )40 = Q,

110usS aurons

(2 Cos.x)"’ :Pn i‘/::;(gn
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8.

Maintenant j'observe qu'on peut toujours exprimer une quantité
de la forme (2Cos.z)™ par [2Cos.2z]™(+1)", pourva que I'on con-
vienne de représenter par [2Cos.z]™ la valeur arithmétique , c’est-
a-dire, la valeur numdérique absolue de la quantité 2Cos.x , prise
sans signe.

En effet, la formule [2Cos.#]™(71)™ exprimera toutes lesk valeurs

X

de (2Cos.z)™ ou (2Cos.z)k d’'une manidre aussi compléte que l'ex-

pression (2Cos.7z) % elle-méme.

Mais [2Gos.2z]™.(1- 1™ n'est autre chose que la valeur de (2Cos.z)™,
prise pour £=0 et z==, et multiplile par [2Cos.z]™ puisque
Cos.o=~1 et Cos.w=-—1. Donc on aura aussi la valeur de (Cos.z)",
si 'on met dans V’expression générale de (2Cos.z,™, donnée ci-
dessus , =0 et z=w=, et qu'on multiplie le résultat par [2Gos.z]™
On trouve, pour z=o,

P,=Cos.m(+2n=)+ —-?'Cos.(m-—z)(iznw)+

m m me—x
r=Cos.2mnw(x+ —_——— ...
b ¢ 2 2

=2".Cos.2mn=;

: i . m o .
Qu=Sin.m(F2nm)+— Sinfm—2)(Fans)t.i
="1Sin.2mn= ( x-i----;’-l ~+ .= +)
. X 2

="2"Sinamn= ;

et pour 7==
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P,=2".Cos.2m(n+41)n , Q,=t2mSinm{2n41'n ;
donc
(2Cos.z)m=[2Cos.z]™.§ Cos.2mnaty/ —1Sin.2mn=}

ou
(2Cos.x)™ =[2Cos.2]™{ Cos.(1 T 2n)nty/ =1Sinm(1 £ 2a)a} .

9.

Ces expressions se vérifient sur-le-champ ; car la formule gé-
nérale connue ‘

(Cos.z+y/ =:Sin.g)™ = Cos.mz+y/ =iSin.mz
donne , si on y fait z=2na,
(+1)"=Cos.2mn=—t ' =iSinc2amnn ,
et si 'on y fait z=(1+t2n)=

(—1)m=Cos.m(1t2n)=t =iSinm(1t2n)n .
\
Substituant donc ces valeurs de Cos.2mnnty/=:Sin.2mn, et de
Cos.m(1t2n)nt/ =1Sinom (1t 2n)n dans I'expression de (2Cos.z)™,
trouvée en dernier lieu, on aura

(2Cos.z)"=[2Cos.x]"(F1)" ;

comme cela doit &tre.

Voila donc une preuve certaine de l'exactitude de l'expression
générale de (2Cos.z)™ & laquelle nous sommes parvenus en dernier
lieu.

Pour distinguer la nouvelle expression ci-dessus de I'expression
générale P,/ =1Q,, désignons-la par

Tom. XIII. 31
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[2Cos.2]™ A,/ =i Bmy=(2Cos.2)" ;
de manidre que
AniV:T n=(il>m °

10.

Maintenant nous observerons que , pour toutes les valeurs de #
qui donnent le méme signe a Cos.z, la réalité, ou généralement
la forme des racines différentes de 2Cos.x, est absolument indé-
pendante de la valeur de # méme, de maniére qu'on peut mettre
une valeur quelconque pour z, par exemple, #=0 pour un cosinus
positif et z=== pour un cosinus négatif, sans passer d’une racine
réelle 4 une racin¢ imaginaire, ou généralement de la forme d’une
racine quelconque, correspondant & une certaine valeur de 2, i
unc autre forme, C'est , au surplus, ce que I'expression

(2Cos.z)" =[2Ces.x]™.(F1)"

fait voir clairement; car les % valeurs qu'expriment les deux for-
mules (2Cos.z)™ et [2Co0s.2]™.(Z1)™ étant identiquementles mémes,
et [2Cos.z]™ n’ayant qu'une seule et unique valeur, il est clair
que les valeurs de (2Cos.z)™ sont purement réelles, purement
imaginaires ou de la forme p+y/=i7 dans les mémes cas que les
valeurs de (F1)™, c’est-a-dire, les valeurs de (Cos.z)™ pour z=o0
et z== le sont elles-mémes.

xl.

On trouvera donc les valenrs de n qui donnent les racines de
aCos.z toutes réelles; toutes imaginaires ou de la forme p+y/ g ,
si I'on cherche les valeurs de #' qui donnent pour (+1)m des

F N
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racines de méme forme ou, ce qui est la méme chose, si l'on
met =0 et == dans l'expression générale de (Cos.z)™, et qu'en-
suite on cherche les valeurs de » pour lesquelles cette expression
prend les formes 4,, *y/=1B, ou 4,y =1B,.

12.

Puisque , lorsque Cos.z est positif ,
an . . an
A,=Cos.2mnn= Cos. + ™» Ba=Sin.2mna=Sin. ="

tandis que, lorsque Cos.z est négatif

. ~tan . R n
An=Cos.m(xizn)n=Cos.-:-7‘-3-a y Bx=Sinam(112n)n=Sin, i’: n,

il s'ensuit que, dans le cas ou Cos.z est positif, on aura

s . =
,‘.‘,..Q.‘QI

- . 2n .
4,=o0 , si lon fait — =1,

. . an
B,,‘—"'O » S1 l'On falt T=o, I, 2, 3 ,oo-;:.:

et que, dans le cas ou Cos.z est au contraire négatif, on aura

1==an s

,:,-cao:-:

wiw

A,=o0 , si l’on fait

1==an

K

B,=o0 , si l'on fait =0, 1,2,3,....5

on pourra aisément trouver par 13, pour chaque valeur de &,
les valeurs correspondantes de z.
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13,

Nous remarquerons d’abord que le nombre des valeurs différentes

132

2n , . .
de - et de , et conséquemment de 5 , ne pourra jamais

étre plus grand que le nombre % ; car le nombre des valeurs diffé-

s
rentes de la quantité (2Cos.z)* ou de Cos.m(zt2naz), Cos.mw2)
(z7+2n%) , wee , Sinum(2+3na), Sin(m=—2)(z7285) ., correspon-
dant & ces valeurs, étant toujours égal au nombre %, le nombre
des valeurs de » sera aussi égal a ce nombre, en commengant par
zéro , et en parcourant tous les nombres entiers. Donc n ne sera
pas plus grand que 4.
Il suit de 1a qu’on aura

1. Pour Cos.z positif.

o m ., R =z
1. 4,=o0 seulement pour = =7z ¢t 3, eu pour 2n=(Fk et

viw
N
-y

an
2. B,=o0 seulement pour - o et 1, ou pour 22=0 et £ ;

puisque an ne doit pas surpasse‘r 2k.
IL. Pour Cos.z négatif.

1d2n | s . s
1. A,=0 seulement pour % =71 etg, ou pour 2an=3k et ; &

s

1%4=2n

k

2. B,=o seulement pour =1 et 2 ,0u pour 22=Fk—1 et 2k—1

-e

car, n ne pouvant étre fractionnaire, les valeurs 2n=—(ok—1)
n’existent pas. De plus 2n ne pouvant surpasser le nombre 2k,
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il faut que la valeur de 2z se trouve entre ({k—r1) et (:h—1),
pour A,=o0, et entre k—r1 et 3k=—1 pour B,=o. Mais la plus
petite valeur de % étant 2, les valeurs thke—1 et 3k—1 de :on
donnent déji les nombres 4 et 5, c'est-d-dire, 2k et 2f+4-1 , dont
la premiére est la limite des valeurs de 27, tandis que Vautre
la surpasse. Mais, puisque la valeur de 27, correspondant A une
des limites elle-méme , égale toujours la valeur pour lautre, 1la
valeur {%—1 ni toutes les_suivantes n’existent pas pour A,=o0, ni
la valeur 34—1 et toutes les suivantes, pour B,=o. Donc il ne
reste que les deux valeurs 1A—1 et ;4—1 dc 2z pour An=z0 et
les deux valeurs k—1 et 2f=1 pour B,=o.

14.

Puisque 4, et B,, P, et s’évanouissent en méme temps , ou
q n ny n n

pour la méme valeur de 7z, ainsi que nous l'avons vu (g, 10,
11), et que l'on obtient (7), pour Dexpression générale de

(2Cos.)™ ,
(2Gos.z)"=Cos.m(x+2n=)+/ =iSinan(zt-2nn)=P, v/ =1Q, ;
- -Zi Cos.(m—z)(wiann)_i‘ -?— v/ =:i8in.(m=—2)(z+2n=)

m me—1

+ == Cos(m—4)(z+anm)F 2. Py =iSin (m— (a5 2ns)

en ajoutant, dans I'expression,

P,+y/=5Q,=Cos.mzt / =iSinmz

m a—y s
:-i—-g Cosm—2)2t — v/ =18in(m—2.2
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m == - ‘ —
+ pal —2-: Cos.(m—4)xt :1 ”:;'l / =1Sin(m—4)z

4+ . o000 0 o e e e

la quantité +2nx 3 =, il suit de ce qui a éé dit ci-dessus
qu'on a

Pour Cos.x positif

P,=o0, en ajoutant & z lune des quantitds +:kn et k=,
ouen ajoutant & mz la quantité m(; ka)="t ;= ou tm(:km)="F =,
Q=o, en ajoutant i 2 l'une des quantités o et F k=,

ou en ajoutant & mz la quantité o ou tmin="TF=.

On devra avoir de méme

Pour Cos.x négatif

P,=o0, en ajoutantd z1'une desdeux quantités +(3k-1)net (3 k-1)7,
ou i mz la quantité *m(rk-1)a=—(;—m)= ou +m(thk-1)m= T+ (;-m)w.
=o,en ajoutaﬁt 3 z’'une desdeux quantités +(k—1)net +(2k—1)7,

oudmzlaquantité Tm(k-1)e=1t(1-m;wou tm(2k-1)==F(2-m)wm
15,

Les différences de toutes ces doubles valeurs surajoutées & mz
sont partout égales & = On trouverait aisément aussi que les
différences des doubles valeurs surajoutées aux quantités (m—2)z,
(m=4)%, en..a sont toutes des multiples de »=. Mais les sinus et
cosinus changent tout au plus de signes, et jamais de valeur
absolue , si I'on ajoute aux arcs un nombre quelconque de demi-
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circonférences ; donc toutes les doubles quantités trouvdes ci-dessus .
pour P,=o0, Q,=o0, se réduisent toujours & une seule, et par
conséquent on aura

-

1. Pour Cos.z positif.

- b § . k
P,=o0, en ajoutant seulement d z , =+ ; k=, qui répond 4 2= -4- ;

de sorte que P, =o:
Py
@.,=o0, en n'ajoutant rien 4 & ; ce qui correspond a4 n=o;

de sorte queQy,=o .
I1. Pour Cos.x négatif

. ' 1 . » \ bz
P,=o, enajoutant seulementaz, +(;4-1)=, qui répond an= —f

de sorte que Pi(k-—n):o .

. . . ke
Q.=0, ensajoutant seulement & #, (4—1)», qui répond a n=——rt ;
2

de sorte que Qi(k—x)-__o'

16.
Il suit de la que

I. Pour Coszx positif,

1.° La quantité P, ne peut s’évanouir ou , ce qui revient au méme,

z
(2Cos.z)k ne saurait avoir des valeurs purement imaginaires, 3
moins que % ne soit multiple de 4, puisqu’on a trouvé la con-

.. k . . .
dition n= i et que n doit toujours étre un nombre entier.
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2.° La quantité Q, s'évanouit toujours , cest-i-dire , qu’une valeur

de (2Cos.z)* toute réelle existe dans tous les cas, et pour toutes

les valeurs possibles de %, puisque, pour cette valeur réelle , la
P » puisque, p

quantité n est loujours égale d zéro, et par suite indépendante

de 4. ’
11. Pour Cos.z négatif.

1.°* La quantité P, ne peut s’évanouir ou , ce qui revient aun

méme , (2Cos.x,l% ne saurait avoir des valeurs purement imaginaires,
3 moins que %—2 ne soit un multiple-de 4 ; car on a trouvé, dans
ce cas, n=£§—, sous la condition que 7 soit un nombre entier.
2.° La quanuté Q. ne peut s’évanouir, c’est-d.dire , qu’il ne peut
exister des valeurs enti¢rement réelles de (2Cos. z)k 4 moins que %
ne soit impair , puisqu'on a trouvé pour ce cas n-.li.;—f-x- » sous la

condition que 7 soit un nombre entier.
17.

, . , ' : . . x
L’expression générale de (2Cos.z)%, si I'on y substitue la valeur —

de m , donne

(2Cos.2)k =P,/ Qs

=Cos.-:: (z+ana) Sin. i— (x-+2n=)

+—;— Cos.(—;‘-—z) (z+2nm) “+-— Sm.(——z)(xiznw)
ma eI

I Cos. (— —-4) (ztan=) + = £~2 Sin. ( - —4) (z+2n4)

A S T T T B ST A
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si donc on introduit dans cette expression générale les valeurs
particulidres de n qui répondent aux divers cas de P,=o et
Q.=o, trouvées ci-dessus (15), pour déterminer les valeurs de

(2Cos.z)k toutes rdelles ou tout. imaginaires qui répondent i ces
mémes cas, on parviendra aux résultats que voici:

1. Pour Cos.x positif ,

1.° Si Pon veut avoir, dans ce cas, les valeurs purement ima-

ginaires de (2Cos.z) ", il faut supposer P =o. Mais (15) la valeur
Yden répond & P,=o0, donc il faut mettre n=% ou’2n=§ dans

tous les termes dont la quantité Qs est composée, en supprimant
d’ailleurs P,; on trouve ainsi

Sin. %(sznw)'::Sin. -;{-(xigka)
. x x
=Sin, (—I; *I_:ea)=jCos.-l: =—1+Cos.mz ;
Sin.(-% —2) (ziznﬂ:Sin.(—;: --2) (xjék,).

= Sin.[( -II:- —2)xi( ; ==k)w | =+ Cos (_;{_ __2)x=jCos.(m-n)x 5

> - - - -
- - . . . [ -

. . . . - -

P » . . .- -

- . * o

En ‘conséquence ,1a valeur de @,, qui est alors Q. devign/drg
- m m o=
Q k=i{005-mx+ —Cos.(m—2)z+ —-=—Cos.(m —4)x+,,,§-_—_ip@

de sorte qu'on aura, pour ce ©as,
Tom. XIII.. 32
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(2Cos.z)f =/ =7 P, ;

d’'olt Pon voit que, pour Cos.z positif et % muliiple de 4, il

existe toujours -deux valeurs purement imaginaires de (2Cos.k)t ,

ne différant que par le signe , et dont la valeur commune abso-
lue est /=1 P,. '

Si l'on voulait savoir & quoi se réduit alors la quantité Pik’
4
que nous avons dit devoir s'évanouir dans ce cas, il faudrait faire
k k
également n=»-&- ou n=—, dans tous les termes dont P, est

composé ; on trouverait ainsi successivement
I \ X 1
Cos. Z—(xizn::,:Cos.—E(xj: Lh=)

=Ces.{ o 3 w)_—:-_t—_sm.% =+Sinmz ;

7N

Cos. ( = —2) (st2nw)=Cos - —2 J(a = 1 k=)

=Cos [(-;—_2) 2t (i —k)m | = tsm.(-;; —2) xzisgn.(m—zfx,

En conséquence la valeur de P., qui est alors Pik , deviendra

a ?

Pé‘!k:f'_t;,%in.mx—}- "~ Sin.(m—2)at = 2 Sin.(m—-;4)x+...;= +0Q.;

d'pi‘; Ion voit que, pour le cas de Cos.z positif et.de % multiple
de 4, on doit avoir Q,,::o.

2% Les valeurs toutes réelles de {2Cos.z)% qui répondent 3 toutes
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les valeurs possibles de % (16) se trouvent sur-le-champ ; car,
pour ces valeurs, » étant égal & zéro, elles ne seront autre chose
que - P,, de sorte qu’on aura

(2Cos.2)k=+P,

L’ambiguité du signe tient & ce que la valeur est nécessairement dou-
ble si & est un nombre pair. Si & au contraire est impair, le

signe =+ a seul lieu. Car l'expression de (2Cos.z)t étant toujours

soumise aux mémes conditions que I'expression (1)t , ce qui re-
vient , pour le cas actuel (g), a

ann

(+1)%=Cos.i:—“i‘/:_181n. z,

il est aisé de voir que cette derniére expression donne toujours
une couple de valeurs toute réelles, ne différant que par le signe,
pour 2n==0 et 2n=Fk ; car ce sont les valeurs de » pour lesquelles

. ang 14 1 Ié A

Sm.—’-i- est égal 2 zéro. En effet, ce sont les mémes valeurs
déja trouvées (13), pour le cas de Q,=o0; et, puisqu’il y a deux
valeurs entiérement rdelles pour (--1)k, en supposant 2z=0 et

an=k, il y a aussi nécessairement deux valeurs réelles de (zCos.x)é
pour les mémes cas. Mais 2n=F suppose % pair. Si % est impair,
on n’'a pas 2n=Fk, puisque » doit toujours étre un nombre entier.
Dans ce dernier cas, on peut donc sculement mettre 2z2=0, et il
n’existe que la valeur positive. Donc il n'y a que deux valeurs

entidrement réelles de (2Cos.z)k , ne différant que par le signe,
si k& est pair. Elles sont, comme on vient de le voir, égales 2
+ P, Sik est impair, il n’existe que la valeur 4P, seule.

Au reste, puisqu'il existe foujours une ou deux valeurs entié-
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3
rement réelles de (2Cos.z ¥, dans le cas de Cos.x positif, et
qu'en méme temps il existe aussi deux valeurs purement imagi-
naires. dans le cas particulier o % est un multiple de 4, il sen-
suit que ces deux derniéres valeurs doivent étre essentiellement
distinctes des premiéres, de ‘maniere qu’on a , dans ce cas , quatre

X
valeurs de (2Cos.k k.
La quantité qui s'évanouit dans le cas des valeurs entierement

réelles de(2Cos.2)k , toujours pour Cos.z positif, se trouve, aussi
sur-le-champ. Elle n’est en effet autre chose que @, , puisque,
dans le cas actuel » doit étre égal 4 zéro. On a donc I'équation

x

Q=o0, pour le cas des valeurs entiérement réelles de (2Cos.x)k ;
ce qui s'accorde parfaitement avec ce qu'on vient de trouver plus

haut. Car les valears cnti¢rement réelles de (2Cos.z)k ayant zou-
jours lieu pour Cos.z positif , il faut que le cas de £ égal & un
maultiple de 4, dans lequel il existe en outre deux valeurs pure-

£
ment imaginaires de (2Cos.z)t, donne aussi (=0 ; puisque, dans
ce cas, les deux valeurs entiérement réelles et les deux valeurs

purement imaginaires de (2Cos.x)k existent en méme temps ; et c’est
précisément ce qu’on vient de trouver.

P

Il. Pour Cos.x négalif ,

1.° Pour avoir les valeurs purement imaginaires de (2Cos.z)% qui
existent, si k—2 est un multiple de 4 , il faut (16) 3ubstituer

k—2 . ., .
la valeur e de n qui (15) correspond i ce eas dans Ja quantité @, qui
alors devient Q.(k—2), et constitue i eclle seule les valeurs cher-

3

chées, Cela donne successivement
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Sin. —-(x”**znw)" Sin, —(x“i‘“ ks w)
"'+Cos. (x+w-) ~+Cos. m(x'f—u) ,

k‘
Sin. (% -—::) (xjam:):Sin.( .;_._2><xt : 2 w)

= Cos, ( £ —2) (sEn)=+Cos(m—2)azt),

. » e . . - - - . . . . . .

_ donc la quantité @, se réduit, dans le cas actuel, a

Qup—zy=" { Cos.m(xiw)-}-—:-:Cos.(m——n)(xjw)-l-....}: +P, ;
d’ot résulte
(2Cos.zp =/ 5P, ;
ce qui donne les deux valeurs purement imaginaires de (2Cos.2)t  qui
existent, dans le cas od A—a est un multiple de 4, Cos.z étant

négatif.
La quantité P, ou P: (k—z2)’ qui doit s’évanouir dans ce cas;
4\

. ' . k2,
s'obtiendra , en substituant la valeur - de 7z dans tous les

termes qui la composent. Sans faire ici le calcul, qui ne serait
qu’une répétition de celui que nous avons fait plus haut, il nous
suffira de dire qu'on trouve définitivement

Py my=E Sinma )+ T Sinm—sat o] =220,

il vient alors, en développant,
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P, fem2) =+ { SinimzCos.m=+ Cos.maSin.m=

-+ :..'.'. [Sin.(m-—-fz)xCos.(m—z)wi'Cos.(.m--z)xSinA(m-z)w]

me—1

+= == [Sin.(m—4)zCos.(m—4)= 3 Cos.(m=4)sSin.(m— 4)]

+._; . . . . . . . 3 . L L) . . . . . . };

or,

Cos.mz=Cos.{m—2)a==Cos.m—4})m=.+ . ¢ . ...
Sinm= = Sin(m=2)d = Sin(m—4z=. . . . T ...

donc, en dyant égard i ces relations

P gy=ECosm= {Sin.mx-i—- 2 Sin(m—a)a-t - T Sin, (e ):’v—l-....}

FSinm= g Cos.mz- —"—:- Cos.(m—2)z4 -’; . T—;—t Cos.(m—4)z4.... g;
c’est-a-dire , ‘ *

. . X . =7 . N . . .
Donc; si ff:—-‘-;; est un multiple de 4, et que Cos.z soit négatif,

on :aura toujours la relation

poSin.r}z@iQ,Gos;mw:_-' Q: =o0:

* 2.° Les valenrs entidrement réélles de {2Cos.z ¥ qui existent (16)
dans le cas ol & est impair, Cos.z étant toujours négatif , se
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. k—1 . )

trouvent en substituant la valeur - de », qui correspond A ce
cas, dans tous les termes de P,, qui devient ainsi P

H(h=—1) 7 €t
qui constitue & elle seule la quantité cherchée. Cela donne

Cos. -;‘- (z+2n=)=Cos. -}f‘- [zt (k—1)=]
===Cos. % (#tw)==Cos.m(z+=) ,
Cos. ( -:-; -2) (z1t2nw)=Cos. ( -;— —2>[xj(k-- =]

=-—Cos. (-;‘— -—2> (zt=)==Cos(m—2)(2t=) ;

~
- - - - - - . - -
a . - . . . . . - - . . . * - -

"z

et par suite

P; (ke1)= " {Cos.n? (zt=)+ ';2 Cog.(m—z)(fia)-E G }: —Pi’

done

(2Cos.2 )k ..—.—.P% (=)= -P; h
ce qui donne lunique valeur entitrement réelle de (szé.x)i,‘
pour le cas ol /% est impair et Cos.z négatif.
Quant & la quantité ’Q{—(k—x) qui doit_s'évanouir dans ce cas,

on trouvera, par un calcul semblable & celui qui a été employé
pour Pé(/:-x)’
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Q)= Sinm(z o) 4 Sin(m—a)atat.i=0;

d'ol

Résumons présentement les divers ~ résultats auxquels nous

. venons de parvenir.
Posons, pour abréger, comme ci-dessus,

Cos.ré(xiznr)+_:1‘ Cos(m—2)(z~t 2n=)

=+ -? rf—}'—' Cos.(m—-4)(xi2n¢)+....=P,, N
Sinum(a=t-ann)+ 2 Sin (m—2)(zt2nm)
-+ ?.. '1'-2:1 Cos.(m\—-»zi’):.’a:j anm)tee = CQu. »

et, par suite, pour n=o0;

Cos.mz+ —’—:wCos.(m-—-Z)x"F '?'-’2;-{' Cos.(s(n-—4),zz+.‘,.$1?° N
Sinmat 2 Sinfm—2)z4 2 "0 Sin(meh)eFoi=0s »

et pour 22==1 ou n=;
QOSJY&‘
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Cosan(xt=)t .1;’. Cos.(m—2)(a )

+-l:-- m:x Cos.(m—-é‘,(xin)-i---m'—:P: .

Sin.m(z+ =)} ::— Sin.(m—2)(a =)

+ .,;n.. T Sin.(m——4>(“’i”>+“"'= Q:

2
de maniére que :
P,=P,Cos.mntQ,Sinm= ,

Q. =P Sinm= 1t Q,Cos.ma ;
supposons de plus
. x
m=""— ’
nous aurons les résultats suivants. “
La quantité (2Cos.z)% a toujours % valeurs différentes; qui s'ex-
priment généralement par
(2Cos.2)k=P,+y/=:Q, -
Mais
L. Dans le cas de Cosx posiiif ,

il existe toujours, parmi ces % valeurs, pour toutes les valeurs

b §
possibles de #, une valeur enti¢rement réelle de (2Cos.z)%, si £
est impair, et deux valeurs ne différant que par le signe, si 4
est pair. Les valeurs enti¢rement réelles , en donnant pour indice

3 (2Cos.z) les valeurs correspondantes de », sont exprimées par

(2Cos.x)k(0 et y{)=jP° .

Qutre ces valeurs, il cn existe deux autres, purement imaginaires,
qui s’expriment par

Tom. XIII, 33



238 PUISSANCES
(2Cos.x)‘-‘(_._ k)=1-¢.:p,

dans le seul cas o % est un muluple de 4.

Le surplus des k valeurs (QCOS.:L‘)':S expriment toujours par

(2Cos.x)3=P,.“_i'\/ —-1Q,
: \
ol l'on peut donnmer 3 7 toutes les valeurs entidres et positives
autres que celles qui répondent aux cas particuliers que nous venons
d'examiner, savoir , 0 pour tous les cas, o et ;4 pour % pair,
et enfin o, ;4 et ;% pour % multiple de 4.

A quoi il faut ajouter que, pour tous les cas possibles d'un
cosinus  positif , on a toujours

IL. Dansle cas de Cosx négatif ,

~ . - L]
1.9581 k est pair, il n'existe, parmi les k valeurs de (aCosia)t
que deux valeurs purement 1magmanres ,» exprimées par

(2005;3'} 2 et ;l-‘z +V—1P| '

si k—2 est un mult:«ple de- 4, le reste des % valeurs est de la
forme -

(szs.x}i:P_ty/:-'-ZQn .

,oh l’on peut mettre pour z tous les nombres entiers:, depms o

k—2a 3
jusqu’a & excepté les deux nombres — et =

7 el

Pour toutes les autres valeurs paires de %, pour lesquelles k—2
n'est pas un maultiple™de 4, il n'existe ni valeurs entiérement

réelles ni valeurs purement imaginaires. de (2Cos.z)*. Toutes les
k valeurs sont alors de la forme
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(QCos,x)i'z P,tyv=0,,

ol n peut étre quelconque.
2.° Si % est impair, il existe toujours une valeur ennerement
réelle, exprimée par
b
(2COS.:L‘ k =1 =— : L]

le reste des % valeurs est de la forme
(2Cos.x)'%=P,,i‘/ =9, ,
n

ou n peut étre quelconque.

En outre , pour tous les cas possibles d’un cosinus négatif,
on a toujours la relation

P,SinmntQ,Cos.mn= Q.=o0., * S

190
- Les équations

Q=Sinmat - Sin(m—2)at - "—Sin, (m=4)s-iin=0;
pour Cos.z positif , et
h é_::Sin.m(xiﬁ-l——T Sin.(m—2a)(z+=)+....=o0,

pour Cos.x négatif , lesquelles subsistent pour toutes les valeurs
possibles de z, expriment des théorémes trigonométriques remar-

quables par leur généralité et par leur simplicité, Si I'on développe
la premitre , elle donne

m .. m me1 ..
< Sin.2z+ - Sin.4z-4. .0
2 . .

Tangmz = ;

N m m me—=I ¢
14— Cos.z‘x+‘—x— — Cos.4z+ vt

de sorte que , pour #=;=, on aurait
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m m—1 m-—-z+ M M1 Me=g M==3 m=—i
J7L sem = = . — . . ——gsrte
1 2 3 17 2 3 4 5
z —
Tang. Zma=
m m—1 m m—1 m—2 m—3
J —— — - o — - - - e
1 2 I 2 3 4
.
20.

: 1
L'expression ordinaire de (2Cos.z)* qu'on a admise jusqu'ici,
pour tous les cas possibles, est généralement

! ) 3
(2Cos.z)k=P, ;

de plus on a tacitement supposé

Q.=o,

pour tous les cas,

En comparant ces expressions aux résultats qu’on vient de trou-

ver, on voit alsément les exceptions auxquelles elles sont sou-
mises,

z
- En effet I'expression (2Cos.z)k=P,, admise généralement, n’est
exacte et compléte que dans le seul cas ou Cos.z est positifet &
xz
un nombreimpair. Si% est un nombre pair, I'expression (2Cos.zx=P,,
ne donne qu'une seule ‘des deux valeurs +P, qui existent dans
ce cas. Et de plus elle ne donne pas les deux valeurs purement

imaginaires de (2Cos.z)¥ qu’on doit obtenir, si % est un multiple
de 4 ,.et qui sont Fy/ =P, Si Cos.z est négalif et k pair,

b3
I’expression (2Cos.z) =P, est en défant ; car, dans ce cas, il n’existe

z
pas de valeurs enticrement réelles de (2Cos.z)*, mais seulement
deux valeurs purement imaginaires , ne différant I'une del’autre que par
s
le signe, gt‘doqt Pexpression est 1-y/—iP*, si k—2 est un muliiple

de 4. Si, cos.z étant touvjours negutif, & est impair, l'expression de
/
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»
(Cos.z ¥=P, est encore en défaut; car la valeur entidrement réelle
qui répond a ce cas n'est pas P,, mais—-P._-, de sorte que geéné-
3

ralement (2Cos.x:E=P° est en défaut pour tout cosinus négatif. -

Du reste cette formule ne donne jamais qu’une seule valeur

de (2Cos.x)‘%, au lieu de % valeurs différentes qui doivent exister
dans tous les cas. ‘
L’équation Q,==0, admise généralement , estexacte pour tout cosinus
positif. Mais elle est en défaut pour tout cosinus négatif. Dans ce
dernier cas, c’est Q=0 qui doit lui étre substituée.
:

2X.

Je n’ai rapporté ici qu'un précis de l’explication du paradoxe:
Ceux qui désireront un plus grand détail, et en particulier V'analise
du calcul d’'ot on a tiré jusqu'ici la valeur incompléte et souvent

z

fautive de (2Cos.z)k , pourront consulter la traduction allemande
des Legons sur le calcul des fonctions de LAGRANGE , qui est prite
4 paraitre, et qui doit former le deuxiéme volume du recueil complet
des ouvrages analitiques et géométriques de ce grand géométre et
que je publierai dans la méme langue, en y joignant des notes et
des additions, soit pour éclaircir les passages difficiles, en faveur
des personnes qui ne sont pas suffisamment versées dans I'analise,
soit pour généraliser et simplifier les théorémes quien sont susceptibles.
Ce qui précede offre un exemple des notes de la derniére sorte,
Je publierai les autres en frangais, 3 mesure que I'occasion s'en
offrira.

Berlin , le 21 septembre 1822,



