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ANNALES
DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

ANALISE TRANSCENDANTE.

Essai sur la recherche des maxima et minima , dans
les formules intégrales indeterminees ;

Par M. GERGONNE.

« L’une des raisons principales qui éloignent
» ceux qui enlrent dans les connaissances da
n véritable chemin qu’ils doivenl suivre, est
» limagination qu'on prend d’abord que les
» bonnes choses sont inaccessibles, en leur
» donnant le nom de grandes , hautes, élevées ,
» sublimes. Cela perd tout. Je les voudrais
nommer basses , communes , familieres ».

Pascar.

-
=

JUSQU’A I'époque ol Arbogast et Lagrange présentirent , tour 2
tour, sous un point de vue tout-a-fait nouveau les principes du
Calcul différentiel , cette branche d’analise n’avait guére été , aux
yeux de la plupart des géométres, qu'un mystérieux mécanisme,
Tom. XIII, n.° 1, 1.5% juillet 1822. z
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justifié- seulement par la constante et rigoureuse exactitude des ré-
sultats qu’on en avait obtenus.

Pecut-étre n’est-ce point une exagération d’avancer qu’aujourd’hui
méme nous en sommes encore a peu prés au méme point & I'égard
du Calcul des variations. Du moins , n’est-il pas rare de rencontrer
des gdométres d'assez bonne foi ponr convenir , sans détour, qu’ils
emploient mécaniquement les procédés de ce calcul , sans étre jamais
parvenus 4 en bien saisir l'esprit; ce qui doit probablement tenir
4 ce que, pour nous servic des expressions de d'Alembert, les
auteurs qui en ont écrit « dédaignant de revenir sur leurs pas,
» pour faciliter aux autres le chemin qu’ils avaient eu tant de peine
» se frayer eux-mémes , ont préféré la gloire d’augmenter V'édifice
» au soin d’en éclairer Ventrde ».

On dit communément que l'objet du calenl des variations est de
différentier sous un point de vue des quantités qui ont déjh éié
différentides sous un autre ; mais on ne fait pas atiention que , d'une
part, dans les applications de ce calcul, on différentie trés-souvent
sous le nouveau point de vue des équations de condition qui n’ont
encore subi aucune autre sorte de différentiation ; et que, d'une
autre part , dans le calcul différentiel partiel , on diftérentie sans
cesse sous un point de vue des fonctions déja différentides sous un on
plusieurs autres, et quon en fait de méme encore lorsque , dans
un probléme , on a recours & la différentiation des parametres,
sans que pour cela on puisse dire que I'on emploie le calcul des
variations , et sans que lon songe méme aucunement & noter ces
divers modes de différentiation par des caractéristiques différentes.

On présente aussi le calecul des variations comme le plus haut
degré d’abstraction que la science du calcul puisse atteindre ; mais
c’est peut-étre li , an contraire , ce qu'on devrait soigneusement
éviter ; attendn qu’rme telle pensée ne peul que préoccuper l’espf’it
d’une maniere ficheuse et tout-a-fait piopre a lui faire manquer
le but, en lui faisant chercher trop haut ce qui est tout-3-fait A
son niveau; nous espérons faire voir, en effet , dans Vécrit que
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I'on va lire , quil n'est aucune des questions de maaimae et de
minima auxquelles il est d’'usage d’apphquer. le calcul des variations ,
et pour la solution desquelles ce calcul a été principalement inventé,
qu’on ne puisse traiter d'une maniére trés-lumineuse et trés-brigve,
par la simple application des procédés les plus vulgaires du calcul
différentiel ordinaire, et en ne s’appuyant uniquement que sur la
théorie des maxima et des minima, dans les fonctions déterminées
d’'une seule variable ; théorie sur laquelle il ne reste plus aujourd’hui
le plus léger nuage dans Pesprit de tous ceux qui ont pris la peine
de Pétudier dans les bonnes sources (*).

Bien que les notations dont nous allons nous servir ne soient pas
dépourvues d’une certaine élégance, il se pourra fort bien que ceux
3 qui les procédés du calcul des variations sont familiers les trouvent
moins simples et moins commodes que celles dont ce calcul fait
usage ; mais il s’agit bien moins ici de notations que de principes ;

(*) On ne congoit pas par quelle fatalité I'illustre auteur du Caleul des fonctions
sl éminemment clair partout ailleurs , débute lui-méme, dans Dexposition des
principes du calcul des variations , par un véritable non-sens. « Soit , dit-il,
» @(x, %) une fonction de x et de 7 qui devienne @(x), lorsque i==0 ». Il est
sans doute bien vrai quune fonction de x et de 7 se réduit 3 une simple
fonction de a«, lorsque 7 devient pul ; mais cetle derniére fonction peut-elle
éire notée par la méme caractéristique que la premiére , et peut-on se permellre ,
dans une méme question , d’employer la méme caractéristique a désigner une
fonction qui contient deux quantités distinctes et une autre qui n'en contient
qu'ane scule ? non sans doute. Que répendrions-uous , en effet , a quelquun

N , . , 1-a?
qui , par exemple , apres avoir pose

i—a2

==¢(a), nous demanderait de construire

sur ce modéle @ta ,b) ? Fort heureusement cctte_légere inadverlance n’a pas
une influence nécessaire sur les développemens qui viennent & sa suite; mais
enfin , que veut-on que fasse celui qui; voulant étudier pour la premitre fois
le calcul des variations, et ayant pris la résolution de. ne rien laisser passcr

. . . . 2 13 7z
sans le bien saisir , vient , dés le début , se heurter conlre un obslacle &€
celle nature ?
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et il est toutsimple que , voulant tout déduire du calcul différentiel
ordinaire , il nous faille nous renfermer dans les seules notations que
ce calcul puisse nous fournir, Nous ne doutons pas, au surplus,
que ceux qui auront bien saisi ce qu’on va lire ne se servent ensuite
sans aucun embarras des notations du calcul des variations propre-
prement dit, dans lesquelles ils ne verront plus dés-lors que de
simples abréviations.

Nous pourrions , dés l'abord , présenter la théorie dans toute sa
généralité ; mais il nons parait convenir beaucoup miecux & notre
but de nous élever gradnellement des cas les plus simples 4 ceux
qui le sont moins. L’obligation ol se trouvera ainsi le lecteur
de revenir A plusicurs reprises sur les mémes idées, sur les mémes
considérations, ne pourra que les lui rendre beaucoup plus familiéres,

Bien que la théorie que nous allons développer puisse étre con-
sidérée comme purement analitique , nous ne ferons pas difficulté
néanmoins de parler quelquefois le langage de la géométrie et méme
de la mdcanigue, tant parce que cela fait image que parce qu’il
en résulte plus de clarté et de concision dans le discours.

§ L

1. Soit ¥ une expression de forme connue quelconque, com-
posée de la variable indépendante x , d'une fonction y de cette
variable et des coefficiens différentiels de cette fonciion , jusqu'a
celui de tel ordre qu'on voudra; et considérons l'intégrale

JVidz .

Si la compesition de y en z était connue, rien ne serait plus aisé
que de ramener cette intégrale & la forme fXdz, ou X serait une
fonction connue de x seulement; et alors on pourrait , soit exac-

tement soit par les séries , exécuter l'intégration entre telles limites
qu'on voudrait,
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Mais on suppose que l'expression de y en z n’est pas donnée ;
on suppose qu’elle est I'inconnue du probléme; et on propose de
la déterminer par cette condition qu'aprés la substitution de sa valeur
et de celles de ses coefliciens différentiels dans V7, l'intégrale /7dz,
qui alors aura la forme /Xdx , prise entre deux limites donndes
quelconques, et sous des conditions données , compatibles toutefois
avec la nature du probléme, soit plus grande ou plus petite que
toutes celles qui pourralent résulter , entre les mémes limites et sous
les mémes conditions , de toute autre valeur, fonction de #, prise
pour ¥.
2. Comme nous n'avons ici qu'une seule variable indépendante
x , il nous sera commode d’employer la notation introduite par
Lagrange pour les fonctions dérivées; en conséquence,

¥, ¥, | A
seront constamment les symboles respectifs de

dy by o

s [REN N} .3
dx ' de= ? das STt

et, si ¥ est une autre fonction de =z,
¥, Yy, yn

seront parecillement les symboles ‘respectifs de

dy &y &Y L.
’(‘1‘;" I :l;'; 3 de Jcec s 0800 o

Nous ne recourrens ainsi aux notations ordinaires du calcul diffé-
rentiel que pour représenter les coefliciens différentiels partiels,

dont la notation est trop embarrassée dans le systdme de Lagrange.
Ainsi
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&) () (&)

seront les coefficiens différentiels qu’on obtient pour la fonction

dy/[:') ’o.loo

V , en n’y considérant successivement que

Y, ¥y,

¢omme variables. En conséquence ,

(&) (&) (&)

seront la méme chose que

() ()

y/) > y”/ PRI

dV
y” J,”/ P4

Pareillement

( )” ( dy’ >”

seront la méme chose que

( ) (dy,)

& 7 Tds 7T

"
d.y// \ dy/// s 200 5

:;j’ ) d2 d(;"V” )

. de2

et ainsi de suite.

3. Pour en revenir présentement

e ) e geee

X

tout-3-fait déterminée , mais encore inconnue,

a notre probldme ; quelle que
soit la valeur de 4 eii # qui doit le résoudre, on peut toujours
la considérer eommnie 'ordonnée d’'une eertaine courbe dont z serait
JYabseisse ; et le probléme se réduit ainst 4 trouver eette courbe,
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Suivant donc lesprit de la méthode ordinaire de moximis et
minimis , il faut, pour parvenir a I’équation de cette courbe , ex-
primer qu'elle est telle que, pour si peu qu'on la déforme, en
tout ou en partie, d’'une maniérc arbitraire , et méme discontinue
si Yon veut , Vintégrale fFdzx , toujours prise entre les mémes
limites et sous les mémes conditions , deviendra plus petite dans le
cas du mazimum , et plus grande dans le cas du minimum.

4. Conservons y pour le symbole de l'ordonnée de la courbe
cherchée ; 'ordonnée correspondante, dans toutes les autres courbes
dont il vient d’étre question , pourra étre représentée par la formule
générale

y+iY,

dans laquelle X représente une fonclion de z tout-h-fait arbitraire,
continue ou discontinue , , et ot 7 est un nombre abstrait, posiuf
ou négatif, si petit qu’on le voudra, sans pourtant étre absolument
nul. Il est évident , en effet, que , méme en se donnant 7 3 volonté,
on pourra encore profiter de l'indétermination de la fonction ¥
de maniére que cetle formule devienne Pordonnée de telle courbe
donnée qu’on voudra, et qu’ensuite on pourra diminuer graduelle-
ment le nombre 7 , de telle sorte que cette courbe devienne si
peu différente de la courbe cherchée qu'on voudra. Dot l'on
voit que , si Pon tragait 4 la main une courbe aussi veisine
de la courbe cherchée qu’on le voudrait , on pourrait toujours
considérer y=4-/Y comme exprimant Pordonnée de cette courbe;
en sorte (u’en supposant Y arbitraire et 7 d’ure petitesse illimitée,
la formule y=4-7Y exprime Pordonnée de la totalité des courbes que
nous devons comparer a la courbe cherchée.

5. Remarquons pourtant, avant d’aller plus loin , qu'il se pourrait,
en vertu de certaines conditions de la question , que la fonction
Y une dut point étre tout-a-fait arbitraire , ou du moins ne dit
Pétre que sous certaines restrictions : c'est , par exemple, ce qui
arriverait si la courbe cherchée devait passer par deux points donnés;
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car alors on n'aurait & lui comparer que les autres courbesqui passe-
raient par ces deux mémes points; muis nous allons voir bientét
qu'on est toujours & temps d’avoir égard & ces restrictions i la fin
du calcul , et que jusques-la on peut regarder la fonction arbitraire
Y comme absolument indéterminée,

6. Par le changement de y en y+4:/Y,
y (y +TY ,
e > deviendront respectivement ¢ y/ 4i¥"7

y ) S

> L o o o o oo

#

En conséquence, on trouvera , par I'application de la série de Taylor
au développement des fonctions des polynomes , que 7~ doit devenir

e

Py (2 r+(5 )Y//+(d,,,)Y”’+..§-+-~-,

en conséquence , fFdx deviendra .

srae 1G5 I () (e

Afin donc que fFdx soit maximum ou minimum , il faudra ,
suivant les principes connus, que le multiplicatenr de 7 soit nul;
et alors /Pdx sera maximum ou minimum , suivant que le mul-
tiplicateur de 7* sera constamment négalif ou constamment positif.
La condition commune au maeximum et minimum sera donc ex-
primée par l'équation

v
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SN () s () () otfazmo

lIaquelle revient simplement 2

o= (Y (2 Y (e (2 Yot

7. Cela posé , par la formule (tu)/ =ut/~4-tu' , d’otv wt/= (tu)—10/ ,
on trouve facilement

() =(5)7

(5)r =[5 - ()7

() =[(F)r]- [m J+(G)

(% Jﬂ’-[( w>f~] E( ]+[( ) ] <

Au moyen de quoi I'équation (I) devient

7 )= (7 )+ (&) - (&) +]r
[ )= )+ ()= ]r

A [CO N CTo (€ B A

or, tout ce qui suit la premicre igne du prcmxer membre de cette
Tom. XII1. 2
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équation étant une dérivée exacte, quelle que soit ¥ ; tandis que
cette premiére ligne, considérée comme telle , aurait une fonction
primitive qui changerait avec ¥ , il s'ensuit que cette équation ne
saurait subsister qu’autant que la premi¢re ligne de son premier

membre scra nulle d’elle-méme ; ce qui donne , en divisant par
Parbitraire ¥,

o= (LI~ 4 (5 Y —(5Y e )

l//
dy

équatnon en z et y seulement, qui est conséquemment I’équation
différenticlle de la courbe cherchée. Son intégration donnera la
valeur de y en fonction de z et d'un certain nombre de cons-
tantes arbitraires , et nous allons voir tout A ’heure comment ces
constantes doivent &tre déterminées.

8. En supprimant donc la premiére ligne du” premier membre

de V'équation (ll), et passant ensuite aux fonctions primitives ,
il viendra

Const.= [( 3:,, ) ( e > ( dy’”)” ] Y
[ dy”) (dy,,,)-i----.]l’ +[< o )— Y (IV)

En mettant dans cette équation pour y sa valeur en & eten cons-
tantes,, déduite de l'équation (1II), les coefliciensde ¥, ¥/, Y7/, ....
n’y seront plus que des fonctions de z et de ces mémes constantes.

9. Soient @, et a4, les limites de Dlintégrale; c’est-a-dire , sup-
posons qu’il soit question de rendre mazimum ou minimum Vin-
tégrale fFVdx , prise depuis x=a, jusqud z=a, ; marquons
respectivement des indices o, 1, les valeurs des diverses quamités’

qui entrent dans I'équation (IV), lorsqu’on y met pour & les valeurs
respectlves a,, a;, nous aurons ainsi




n [ ar
Jonst.= ("'—;')
dy

fonst.=

S [( dy’
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d’oli en retranchant ,

d)" )t (dy”’ ), —Jr{( jﬁ) (dy'") ]Y"J’Kd

K :iﬁ ) ~ Y+ =T [0~ ()T )

. dy ) (dy”’ T

équations que nous appellerons a I'avenir dquation aux limites, et
qui , comme l'on voit, ne renferme plus, outre les valeurs encore
indéterminées de ¥, ¥/, ¥'” , ..... aux deux extrémités de I'intégrale,
que les deux limites @, , @, et les constantes introduites par I'in-
tégration de DPéquation (III).

10. Cela posé, si aucune condition particuliére n'a été prescrite
relativement aux limites , les fonctions

YO’ .Ylo, Y//O gereeree Y’, y/., Y//l,.ouocnol;

devront conserver I'indépendance la plus absolue. L’équation (V) ne
pourra donc alors subsister qu'autant que les coefliciens de ces
diverses fonctions seront séparément nuls ; cette équatien (V) se
partagera donc dans les suivantes:

V
dy!

(% o= (3
= (g SA o= (L)~ (2 Y+
o= (),

O senes,

ATV )G ]Y'o+r( ;”2
(5.~ K5 ) =1 () (5 o (57), = Tt

) —'..O]I’//o"l'-u 9

= | ¥

] Y”o"'- .o

/ -
l L dyl/ ) ( ///> ———etsie

(VD)
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lesquelles seront généralement en méme nombre que les constantes
introduites , et serviront 4 en assigner les valeurs,

11. Mais si, au contraire , on exige qu'a l'unc ou i Tautre
limites, ou a toutes les deux , il existe , cutre § ct ses divers
coefliciens différentiels, une ou plusieurs relations données ; ¥,
toujours inddterminée , ne sera plis deés-lors tout-a-fait arbitraire.
Représentons , en effet, une de ces ¢quations par

f(y sy 5" seeveen)y=L=0; (VII)
on devra avoir, pour les diverses courbes que I'on considére,

f(y_;_.iY’ y/._%..l'y/ , :y'//+l'Y// 5 ......):-:o .

ou , én développant ,
ar, dL dL i
L+ 3(:— Vr+( 5 )Y/+(d - ) s E -
y I

d’ott en retranchant I'équation (VII) et exprimant que l'équation
résultante a lieu quel que soit 7,

(& )Y+( )Y/+ (= -z )Yt =0 (Vi)

1l faudra d’abord substituer dans (VII, VIII) pour y sa valeur
en x et en constantes, déduite de I'"équation (IIL); puis , en sup-

posant, par exemple , quil s’agit dec la premitre limite , mettre
‘pour z sa valeur a,, ce qui changera ces équations en celles-ci:

L0=6, (IX)- (dL) Y+( ) Y/, f dr. )OY/’0+'-'=°~ X)

dy/

On pourra avoir plusieurs couples de semblables équations , tant
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porr lure e pour Pantre lihites; et on se servira de (X) et de
ses analogues pour éliminer de (V) le plus grand nombre possible
des fouctions ¥, ¥/, Y/, e ¥y ¥y Y0 e aprés quoi
on égalira séparément a zéro les coefficiens de celles qui n’aurcnt
pas disparu. A la vérité ,le nombre des équations qui devsieut servie
a dcterminer les constantes se trouvera ainsi réduit; mais toutes les
équations qu’on aura de moins se (rouveront exactement remplacdes
par I'équation (IX) et ses analcgues; de sorte que ces constanies
se trouveront lougoul‘s détermindes , et le seront seulement par
d’autres conditions.

12. Au surplus , au lieu d'éliminer de I'équation (V) le plus
grand nombre possible des fonctions ¥, , ¥'y, ¥y, .. ¥, , ¥/,
Y/, , .. au moyen des équations de condition telles que (X), il
reviendra au méme, et il sera peut-étre plus élégant de prendre la
somme tant de I'égquation (V) que des produits de ces équations de
condition par des multiplicateurs indéterminds ; d’égaler ensuite sé-
parément & zéro, dans I'équation somme , les coefficiens de toutes
les fonctions Yoy Yoy Yy wue Yoy Yy Y0 i, et déli-
miner enfin les multiplicateurs indéterminés entre les équations
résultantes.

13. Hitons-nous , avant d’aller plus avant , d’éclaircir ces principes
par un exemple.

PROBLEME 1. Quelle est la plus courte ligne plane , enire
deux paralléles données ?

Solution. Soient pris I'axe des # perpendiculaire et celui des y
paralléle aux deux droites donnces , dont nous supposerons les
équations '

x=a, , a==a, ; .

la question se trouvera ainsi réduite 3 assigner la valeur de y en
# qui rend Dlintégrale fday/14y? minimum , entre les limites -
a, et a,. . . ’
_ Nous auroris.done ici ¥=y/14ym, dot - - -
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()= (2) =
dy ’ (dr’ TV

( ) (x +y“') ’

5
N
!

o,
N

|

A~ N N
Q.}gd
3N
\_/\.<
I
0

o
<

en conséquence , I'équation (IH) deviendra

G pE
'_-7—'5_‘ =o, ou Oy = = ;
(x+‘7/2)a y/l o

le rayon de courbure de la ligne cherchée est donc .i‘nﬁni; cette
ligne est donc une droite ; et 'on peut prendre pour son équation

y=Mz+4G , ‘ d’ou y'=M , y’=o0;

M et G étant des constantes arbitraires.
L’équation aux limites sera ici

M

vVien =To)=o

d’ott T'on voit d’abord que la constante G, qui n’entre pas -dans
cette équation’, demeurera tout-i-fait arbitraire ; ce qui revient a

dire que les parties de paralléles interceptées entre d’autres paralléles
sont de méme longueur.

Les coefficiens de ¥, et ¥, étant les mémes, au signe prés,
on ne saurait établir des conditions distinctes pour I'une et pour
Pautre limites ; ce qui revient & dire qu'une droite qui coupe des
paralléles fait avec elles des angles égaux.

Si aucune condition n’est prescrite pour 'une et l'autre limites
Y, et ¥, devront demeurer t?ut—h-fait indépendans ; on ne pourra
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donc poser ¥,—Y,=o0 , l'équation aux limites ne pourra donc
subsister qu'autant qu'on aura M=o ; de sorte que I'équation de
notre droite se reduira simplement a y=6G , od G demeurera in-
déterminé. Cela revient 3 dire que toutes les perpendiculaires entre
deux patalleles sont égales et en mesurent la plus courte distance.

Supposons qu'on exige qu'aux deux limites de l'intégrale on ait
respe ctivement

y=b, , y=b.,

ce qui revient i faire passer la ligne cherchée par les deux points
(@05 00), (ar, b,); les équations analogues & (IX) seront

Ma,+G—b,=o , Ma +G—b,=o0 ;
et les équations analogues i (X)
Y,=o, Y=o ;

ce qui vérifie l’équation aux limites ; les deux autres équations
donnent M et G qui, substituées dans l’eguauon generale de la
ligne cherchée, la font devenir

5 —bo __ x=—a,

b—b, a—a,

ce qui revient d dire que e plus court chemin entre deux points
donnés est la droite qui joint ces deuz points.

Mais , si on demandait le plus court chemin d'un point & une
courbe ou d’une courbe & une autre , nos méthodes actuelles ne
seraient pas suflisantes pour résoudre ces sortes de problémes; attenda
que les limites @o et @, que nous avons essentiellement supposées
constantes , devraient réellement varier dans ce cas, pour loutes
l1:s courbes que nous sommes obligés de considérer concurremment
avec la ligne cherchée. Nous verrons plus loin comment on peut
parer a cet inconvénient.
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14. 1l est des problémes qui, bien que beaucoup plus compli
qués cu appatence que celui qui vient de nous occuper , s’y ra=-
mcenent pourtant avec la plus grande facilité, Soient U, P, Q, B, u.
des quantites coniposées d'une maniére connue quelconque en =,
¥, ¥, ¥”, .. On peutse demander d’assigner , parmi les diverses
valeurs de y en # qui, entre des limiles détermindes , donnent

SPdz=a , fQdz=b, fBAdr=c ,.. (XT1)

o @, &, ¢ sont des constantes données , quelle est celle qui,
entre les mémes liniites , rend fUdx mazimum ou minimum.

15. Pour résoudre cette question, on considérera que puisque,
entre les limites dont il s’agit, /Pdx, fQdxz, fRdz,.... doivent
étre constantes , il doit en étre de méme de A/Pdr, Bf(/dzx ,
C/Rdx, ... ot A, B, C,.... sont de nouvelles constantes; il en
sera donc aussi de méme de la somme -

AfPda+BfQda+CfRdx+4-....... ;

d'ott il suit que la méme relation de y 4 & qui, entre les limites
assignées , rendra maximum ou minimum Vintégrale fUdx devra
aussi rendre telle , entre les mémes limites, la somme

fde—-‘-Afpd.&‘-%-Bdex—FCdex-{- €se0c0e e »
c'est-a-dire ,
S (U4 AP+BQ@+CR-4.......)dz

en posant donc

V=U-tdP+BQ+CRE . ........

la question se trouvera réduite au cas ou il s’agit simplement de
rendre fFdx maximum cu minimum, euntre des limites donndes ;

avee
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ayvec cette seule différence que Péquation cherchée en # et y, outre
les constantes introduites par lintégration , renfermera aussi les
constantes 4, B, C,....; mais on aura , pour en assigner les
valeurs , les équations de condition (XI) qui sont précisément en
méme nombre. Donnons un exemple des questions de ce genre.

16. PROBLEME II. Entre toutes les courbes qui retranckent
une méme portion déterminée de lespace indéfini compris entre
deux paralliles et une perpendiculaire qui lewr est commune,
guelle est celle dont larc intercepté entre ces paralléles a la
moindre longueur ?

Solution. Soit prise pour axe des # la perpendiculaire commune
aux deux paralléles, dont nous supposerons, comme ci-dessus , que
les équations sont

r=a, , r=a, .

Soit ¢* laire qui doit étre comprise entie la courbe cherchée ;
les deux paralléles et l'axe des # ; og devra avoir ainsi , entre
a, et a,,

Syda=c* ;
de plus , entre les mémes limites , fdzy/ 19,7 devra toujours ;

comme ci-dessus, étre un minimum. I} ne s’agira donc (15) que
de rendre telle, entre g, et ¢, , l'intégrale

Sy T+ AyYa |
sauf ensutte 3 déterminer convenablement la constante A.

Nous aurons donc iei F=y/ jyz4-Ady , d’or

‘y/
(7)=4 (F) =i (F) =
y// )
(dr’> T oatri dy” SO gt

av \7/_ )
<-J_;’7} -0 ,-.:;
Tom. XIi, 3
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en conséquence , I'équation différentielle de la courbe cherchée sera
" i

—— T (1+}'/3) ] L -
s A

son rayon de courbure doit donc étre constant; cette courbe est
donc un arc de cercle.

En conséquence , nous pourrons prendre pour intégrale de
I'équation ci-dessus

(2= CY+(y—Hy =R" ;

o des trois constantes &, H, R, deux sont censées introduites
par l'intégration, tandis que la troisiéme remplace la constante A,

et doit étre déterminée par la condition fydaz=c>. On tire d'ailleurs
de cette équation

y=H+/ ToGomtr, /=T e, y/i=T B
- i y Bi—(x—G)2’

.

[Ha—(x—G) z]%‘

Quant 3 I’équation aux limites , on trouvera qu'elle est , dans
le cas actuel

a.,~G a,—G
i =g

Y,=o :

Si donc aucune condition particuliére n’a été imposée pour les
limites, ¥'; et ¥, devant demeurer absolument indépendans, cette
€quation ne pourra étre satisfaite qu’autant qu’on aura, i la fois,

a=—G . a,—G
"R -0 T

dquations qui ne pourront subsister ensemble qu'autant qu'on aura
R infini; ce qui réduit la ligne cherchée 4 une ligne droite, comme
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dans le précédent probleme , avec cette différence pourtant qu’'en
prenant comme alors y=6 pour l'équation de cette droite , la
constante G sera délerminée , puisque, entre les linites ¢, et 4,
on deyra avoir

Syde ou JfGdx ou Gat-C=c,

ce qui donne

c2

Glayma)=c* , d’ott G= >
a;==Qo

de maniére que léquation sera

Supposons , en second lieu, qu'on exige qu'aux limites de I'in=
tégrale la courbe coupe les deux paralleles a I'axe des y sous
des angles dont les cotangentes tabulaires soient m, et m, ; on
devra avoir ainsi

me=y', , my=y'; ;
c’est-3-dire,
m — aO-—G m e — ao‘-"G .
o= VB.—————-‘%_(GQ—G)‘ ’ 1= - \/—_———ﬁz—-(a‘—-G)z ?

équations d’our on tirera les valeurs des constantes G et B; celle
de H se déterminera ensuite par la condition fydz=c.

Si enfin les deux limites étaient fixes , de telle sorte qu’aux
valeurs 2, et ¢, de x dussent répondre respectivement les valeurs
b, et b, de y ; en aurait, pour déterminer deux des trois cons-
tantes G, H, R en fongtion de la troisitme, les deux équations
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(0e—CY+-(bom Hy' =R" ,
(0, —G)+(b—H =R ;

et cette troisiéme constante se ddéterminerait toujours par la con-
dition fydzx=c2.

17. On voit donc qu’entre toutes les lignes qui, se terminant 3
dcux points donnds, comprennent un méme espace entre elles, les
ordonnées de ces deux points et 'axe des abscisses, la plus courte
est un certain arc de cercle passant par ces deux points; or, les-
pace compris entre la corde de cet arc, les ordonndes de ses deux
extrémités et I'axe des x, est aussi donné; donc l'espace compris
entre l'arc et sa corde l'est également; d’ott 1l suit que de tous
les arcs de courbes qui ont la méme corde et comprennent le méme
espace entre eux et cette corde, larc de cercle est celui qui ala
moindre longueur; d'onr il est est facile de conclure , i linverse,
que de ltous les arcs de courbes de méme longueur qui ontla méme

corde , U'arc de cercle est celui qui renferme le plus grand espace
enire lui et celte corde.

18. Et, comme ces propriétés sont indépendantes de la longueur de
1a corde, elles doivent également avoir lieu lorsque cette longueur est
nulle , auquel cas V'arc devient une circonférence entiére ; ainsi
le cercle jouit de la double propriéié détre la figure de moindre
périmétre , entre toutes celles de méme surface , et de plus grande
surface , enire toutes celles de méme périméire.

19. Dans les questions qui viennent de nous occuper, il ne se
trouvait , sous le signe d’intégration, qu’une seule fonction de la
variable indépendante , avec ses diverses dérivées. Examinons présen-
tement ee qu'il y aura a faire lorsqu’il §’y en trouvera plusieurs,
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SO I I‘

20. Soit ¥V une expression de forme connue quclconque , com-
posée de la variable indépendante z , de deux fonctions x ct y de
cette variable et des coefficiens différentiels de ces fonctions , jusqu’a
ceux de tels ordres on voudra; et considérons lintégrale

SPdz .

Si la composition de # ety en z était connue ; rien ne serait
plus ais¢ que de ramener cette intégrale a4 la forme fZz , ou Z
serait une fonction de z seulement ; et alors on pourrait , soit
exactement , soit par les séries, exécuter l'intégration entre telles
limites on voudrait.

Mais on suppose que Ies expressions de z et  en z ne sont pas don-
nées; on suppose qu’elles sontles inconnues du probléme ; et on propose
de les déterminer par cette condition qu’aprés la substitution de leurs
valeurs et de celles de leurs coefficiens différentiels dans ¥, I'intégrale
JSVdz 'qui alors aura la forme fZdx , prise entre deux limites données
quelconques , et sous des conditions données , compatibles toutefois
avec la nature du probléme, soit plus grande ou plus petite que
toutes celles qui pourraient résnlter, entre les mémes limites et
sous les mémes conditions , de toules autres valeurs, fonctions de
z , prises pour x et y.

21. Comme nous n’avons encore ici qu'une seule variable indé-
pendante z , il nous sera commede demployer la notation de
Lagrange pour les fonctions dérivées; en conséquence,

x/! x//, x///".:.'." y/, y//’ y///’.;;.:;:;:

seront conslamment Jes symboles respectifs de
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e dox &z dy dzy d3y
dz H dzz ’é’;; gecsey 'a‘z‘ ’ 'E;‘ ? d23 ,00‘0;

, 81 X et ¥ sont d’autres fonctions de z,
X/, X//’ X///,.Onntc.on Y/, Y//, Y///’.:uoittt:

seront pareillement les symboles respectifs de

dXx d2X 43X . dY d:Y BY
dz ? "d—z';', —'d‘zT getes 5 'a;‘ s- 'E;T ’ ‘d_z? Joesse o

Nous ne recourrons ainsi aux notations du calcul différentiel ordi-
naire que lorsqu’il s’agira de représenter des coefficiens différentiels
partiels. Ainsi i N

(f?::‘) dx’) (dx”)"""( )(dy’ (dy”

seront les coefficiens différentiels partiels que I'on obtient pour la
fonction 77, en n’y considérant successivement que

x; &, a’yeiiiee ¥y, ¥, ¥y

eomme variables, En conséquence , les expressions

Y G () GE Y (Y (35 o

seront la méme chose que

(=) d(;’Z) (W ( 2} (dy,,) (dy,,)

gers

s

Parcillement , les expressions
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7 17 ar )// dr \» ar 7
(=) &) (&) (5 ) ()" () e

seront la méme chose que

(i) *Gr) )| (%) o(5) i)

s dzz §risee 2 dza

|8
(8]

3 so1e

et ainsi de suite.

22, Pour en revenir présentement & notre probléme , quelles que
soient les valeurs de # et ¥ en z qui doivent le résoudre , on
peut toujours les considérer comme deux des coordonndes d’une
certaine courbe & double courbure dont la troisiéme coordonnée est z;
et le probléme se réduit ainsi & trouver cette ceurbe , tout-d-fait
déterminée , mais encore inconnue.

Suivant donc lesprit de la méthode ordinaire de maaimis et
minimis , il faut, pour parvenir aux équations de cette courbe ,
exprimer qu'elle est telle que, pour si peu qu'on la déforme , en
tout ou en partie, d’'une maniére arbitraire, et méme discontinue
si 'on veut, l'intégrale /¥dz, toujours prise entre les mémes limites
et sous les mémes conditions , deviendra plus petite dans le cas
du mazimum , et plus grande dans le cas du minimum.

23. Conservons x et y pour symboles des deux coordonnées
fonctions de z qui, conjointement avec cette troisiéme coordonnée z,
appartiennent & la courbe cherchée ; les deux coordonnées corres-
pondant 3 z, dans toutes les autres courbes dont il vient d’étre
question , pourront étre respectivement représentées par les formules
générales

z+iX , y+iY ,
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dans lesquelles X et ¥ représentent des fonctions de z tout-d-fait
arbitraires, continues ou discontinues, et ol 7 est toujours, comme
ci-dessus , un nombre abstrait , positif ou négatif, si petit qu'on
le voudra, sans pourtant étre absolument nul. Il est évident, en
effet, que, méme en se donnant 7 a volonté, on pourra encore
“profiter de lindétermination des fonctions X et ¥, de maniére que
ces formules deviennent , conjeintement avec z , les coordonnées
de telle courbe donnée & double courbure qu’on voudra , et qu’ensuite
on pourra diminuer graduellement le nombre 7 de telle sorte que
cette courbe devienne si pen différente de la courbe cherchée qu'on
voudra. D’olt I'on veit que, si Von tragait i volonté dans l'espace
une courbe aussi voisine de la courbe cherchée qu’on le voudraits
on pourrait toujours considérer x4~;X , y-7¥ comme étant, con=-
curremment avec z, les trois coordonnées de cette courbe ; de sorte
qu’en supposant X et ¥ arbitraires et 7 d’une petitesse illimitée ,
Tes trois formules z , #4~X , y-+7/Y expriment les coordonnées
de toutes les courbes que nous devons comparer 4 la courbe
cherchée.

24. Remarquons pourtant , avant d'aller plus Ioin , quil se
pourrait,, dans des cas particuliers , en vertn de certaines con-
ditions de la question , que les fonctions X et ¥ mne dussent
point étre tout-a-fait arbitraires , ou du moins ne dussent I'étre
que sous certaines restrictions : c’est, par exemple , ce qui arri-
verait si la courbe cherchée devait passer par deux points donnés;
car alors on n’aurait 3 lui comparer que les autres courbes qui
passeraient par ces deux mémes points ; mais nous avons déji
va (§. L) quon était 2 temps 3 Ia fin du calcul d’avoir égard
3 ces sortes de limitations ; et nous allons voir bientét qu’il en
est exactement de méme ici.

25. Par le changement respectif de # et y en 2+iX ;

y+il, ‘
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2 [ 7 +iX ;
! &' {-IX
z/! a’/-l-l'.X// s

L Y

\  deviendront respectivement ¢

¥ y +¥ ,
o e v ? G
y// y//+l‘Y// »

» S

On trouvera conséquemment , par I'application de la série de Tay]or
au développement des fonctions des polynomes, que, parle méme
changement , 77 doit devenir

(Y (L er(E bt () P ()t (E e e

en conséquence, fVdz deviendra

SVt = / g =)+ ’+( o e )Y+( dy,) rip( ) J st

Afin donc que f¥7dz soit mazimum ou minimum , il faudra,
suivant les principes connus, que le multiplicateur de 7 soit nul;
et alors fFdz sera maximum ou minimum , suivant que le mul-
tiplicateur de 7 sera constamment rédgalif ou constamment posizif.
La condition commune au maximum et au minimum. sera done
exprimée par 1’équation

Tom. XIII. 4
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S D (S Sy (I o

laquelle revient simplement &

(%)X—[—( )X’-I—(d ”)X//_l_ ..... +(dV)Y+( ) +< 3 ”) Yrde.ooiii=20T, (&0

26. Cela posé , par la formule (tu)/=1u/~ut’ , d'ol ut/ =(tu)/~t4’ ,
on uouve facilement

(& J =(=)x

() =[()x]- ()=

<%>Xf'- (& ]-[(Z)x ] ()%
>- () ~H<w> 1+{(& )” T~y

(‘W) |
=& =)
v=[(Z)r HE ) ]+ (5 )”
a:f) ""[( aw)l” ]—[( ) ]+[( ) ] (

(dy)
(5)r
(5)*
(
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ay moyen de quoi l'équation (XII) deviendra

(C NS RESRES T
+[< )——( dy’) (dy”)” (d,,,,>/"+ - ]Y

H(5)-(5 )+ (5 )= ]2
+[( = ) )+ e+ ( dxm)... Jere]

NIENES TR ¢ —
() T () Jred

or, les quatre derniéres I;gnes du premier membre de cetie équation
sont des derivées exactes , quels que soient X, X/, XV ..V,
Y’, Y",.... tandis que , si 'on voulait considérer comme telles
les deux premidres lignes, leurs fonctions primitives changeraient
avec la forme de ces mémes quantités X , X/, X/, ...V, ¥/,
Y/, ... Afin donc que cette équation signifie quelque chose,
il faut d’abord que ces deux premiéres lignes soient tout-a-fait

nulles ; ce qui donne

(&)~ )+(dxu )'= (i) ] x
+H(F)-CH )+ (5 )= dy,,,)”’+..... Yeo. v

2

=o (XIITy

26. Si la courbe n’est assujettie a d’autres conditions que de
rendre f¥dz maximum ou minimum, enire les limites assignées,
les fonctions X et ¥, qui pounrront fort bien d’ailleurs étre liées

-
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entre elles et méme détermindes 4 ces limites , devront étre

dans tout le reste de Pintégrale , tout - A - fait indépendantes ;
I'équation (XIV) se partagera donc alors dans les deux suivantes:

// ( //f
( ( dx’ dx”) dx’”)
// i
>-( dy/ )’”) y’” e

lesquelles, ne contenant plus dés-lors que z, 2, 2/, 27,......

¥y 95 ¥/ ceeeess, seront les deux cquations différenticlles de la
courbe cherchée.

(XV)

27. Mais au lieu de chercher quelle est, entre toutes les courbes,
celle qui rend f/¥dz mazimum ou minimum , on pourrait demander
quelle est celle qui jouit de cette propriété, parmi celles qui sa-
tisfont 4 une équation de relation donnée entre #, y et z, ou,
ce qui revient au méme , parmi celles qui sont sur la surface
eourbe exprimée par cette équation ; il est clair qu’alors la courbe
cherchée , dans ses diverses détormations , ne devrait pas quitter
cette surface ; d’olt il suit que les “fonctions X et Y, toujours

arbitraires d’ailleurs , ne seraient plus dés - lors indépendantes.
Soit, en effet,
F,y,z)=M=o ; (XVI)
I’équation de cette surface ; on devra avoir, pour la courbe déformée ,
F(e+iX, y+iY, z)=0 ;
eu,; en développant,

o=a+{( T ) x+( } Foi

ou ,
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que V'équation résultante doit avoir lien quel que soit 7,
aM daM
. —_— =0 ; A%
(dx )X—i—( - )Y o; (XViI)

équation de relation entre X et ¥, au moyen dc laquelle on pourra
faire disparaitre I'une ou lautre de ces deux fonctions de I'équa-
tion (XIV) qui, étant ensuite divisée par I'autre fonction devenue
alors facteur de tous ses termes, sera I'équation différentielle d’une
certaine surface qui coupera la surface (XVI) suivant la courbe
cherchée,

28. On pourra aussi , si l'on veut, ajonter a Déquation
(XIV) le produit de Téquation ( XVII) par un multiplicateur
indéterminé ; dgaler séparément & ziro , dans I’'équation somme , les
coefliciens de X et ¥, et éliminer ensuite le mﬁltiplicateur indé-
terminé entre les deux équations résultantes; ce qui conduira évi-
demment au méme but.

29. Tout cecisuppose, au surplus , que # et y doivent étre réelle-
ment des fonctions déterminées de z ; mais ils pourraient fort bien ne
I'étre que d’une maniére purement fictive ; c’est-a-dire, qu'il se
pourrait que , y étant fonction de z seulement, on ait voulu,
comme cela est permis, les considérer comme étant tous deux des
fonctions d’une troisiéme variable z, sans rien statuer d’aillcurs sur
Ia nature de cette troisi¢me variable et sur ses relations avec cha-
eune des deux auotres. Alors I'intégrale /¥ dz pourrait ¢tre considérée

comme provenant d’une autre intégrale /Udx, dans laquelle U aurait
¢été simplement fonction de z, —g—f; , j—;’;’- ,+ +ese.etoul’on aurait
aprés coup changé la variable indépendante, en y considérant z et
¥ comme des fonctions d’une troisitme variable z; on ne devrait
donc parvenir slors, comme dans le §. I, qu'a une équation dif-
férenticlle unique eatre & et y; il faudrait donc que les équations
(XV, cussent un’ facteur commun sans z , cest-a-dire , ne ren-

Tom. XIII. 4 bis.



30 INTEGRALES
- fermant simplement que z, 2/, &/ ,eee ¥, ¥/, ¥, 0 lequel,
égalé a zéro, satisferait i l'équation (XIV), indépendamment de
toutes relations entrc les fonctions X , ¥ ; en supposant donc,
dans cette équation unique , 2=z, ce qui rendrait nuls &/, 2// ...,
on obtiendrait la diff¢rentielle de Iéquation cherchée en z et y-.
30. Retournons présentement au cas général. En intégrant les
deux équaiions (XV), on en déduira les valeurs de # et y en z;
lesquelles contiendront I'une et l'autre un nombre plus ou moins
grand de constantes arbitraires. 1l s’agit maintenant de voir comment
on déterminera ces constantes. - o
31. La premiére ligne du premier membre de I'équation (XTIT)
se trouvant annullée , comme nous I'avons dit , par équation (XIV),
cette équation, en passant aux fonctions primitives, devient

+{( dxﬂ) (dx>+]X’+[( Y X
-1
AT

En y mettant pour 2 et y leurs valeurs en z et en constantes,
déduites de Tintégration des équations (XV) , les coefficiens de

X, X, X/, Y, Y, YV,... vy seront plus que des fonc-
tions de z et de ces mémes constantes,

Const.= » 5 (XVII)

32. Soient ¢, et ¢, les deux limites de l'intégrale ; c’est-2-dire,
supposons qu'il soit questien de rendre mazimum ou minimum
I'intégrale fPdz, prise depuis z=¢, jusqu'a z=¢, ; marquons res-
pectivement des indices o et 1 les valeurs que prennent les diverses
quantités qui entrent dans ’équation (XVIII), lorsqu’on y met pour
& les valeurs respeclives ¢, et ¢, , nous aurons ainsi
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| ~%) (dx> (dw -:.:....]Xa )
+H{55).~(Go ) A+ ]X/ﬁr( =) T
J(2y - j;,) Y ] o

L) e

(L) ~(Z)+(ZY =] ]
+H(Z)- =)t ]X'*[(d ) e e
H{( ), (= )+ Gm )= ..
()

-
dyl//) ] Y +[( dy/// O D G )
d’olt, en retranchant,

() ()Y = T () b Jr{ (), = et
() Y- o). —< Y Jer{( ) e
LT Tl -
NEAWCHTE IR EoWE ST o EOr

Consz‘.=<

%l% &

\

~

[=1)

dw

Const.=

~(
(=
(&
&

i

55 (XIX)
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équation que nous appellerons a V'avenir éguation aux limites ;
et qui, comme l’on voit , ne renferme plus, outre les valeurs encore
indéterminées de X , X/, X/, w.. ¥, ¥/, Y/, .... aux deux li-
mites de P'intégrale, que les deux limites ¢,, ¢, et les constantes
introduites par lintégration des équations (XV).

33. Cela posé, si aucune condition particulidre n’a été prescrxte
relativement aux limites, les fonctions

Xo ,X/O 3 X,/O yees ey .Yo 3y Y/O ) Y/,O Jeeve s
X, o X, XV i, Y W Y,

devront conserver I'indépendance la plus entiére. L’¢quation (XIX) ne
pourra donc alors subsister qu’autant que les coefliciens de ces
diverses fonctions seront séparément nuls ; cette équation (XIX)
se partagera donc dans les suivantes :

p

dx”) (dx///) ereey o= ( dx” ) d—_) . ll, o= (dx//’> ——ser )
/!

dy") (dym) weey 0= dy/r ) (d_y’” ) e, 0= (d_y’”) e

// / av
( A’ ) (dx’” ey 0= (dx”) ( dx”r’ . e, 0= (@})o_‘
il
( y”) (dy’”) —eter 3 0-—-—( d_y‘") (d)’”') rese; 0= 'd‘?”

lesquelles seront, en général , en méme nombre que les constantes
introduites , et serviront a4 en assigner les valeurs.

34. Mais si, au contraire , on exige qu'a l'une ou 3 lautre
limites , ou & toutes les deux, il caiste , entre & et y et leurs
divers coefliciens diffiérentiels, une ou plusieurs relations données;
X ¢t ¥, toujours indéterminés, ne seront plus dés-lors toat-a-

fart
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fait arbitraires, Représentons, en effet, une de ces dquations par

fa, 2 27,0000, y,y’,y”,......)=L=o; (XX)

on devra avoir, pour les diverses courbes que T'on considere , con-
curremmment avec la courbe cherchée

f(a+iX, 24X, 24X e, y Y, y/ Y,y Y, L) =0;

ou, cn développant,

I+ {( T X ()X A ) E

+( ar ) 1’+( - /+( 5 )Y”+...§Ti Fon=0

d’ott , retranchant I'équation (XX) et exprimant que I'équatiom
résultante a lieu quelque petite que soit 7,

=(52) X+ (2 )X+ ( 5 X i

( )Y+( & )Yf+( - Y (XXT)

Il faudra d’abord substituer dans (XX, XXI) pour z et y leurs
valeurs en z et en constantes déduites des équations (XV); puis,
en supposant , par exemple , qu’il soit question de la premiére
limite , mettre pour z sa valeur ¢, , ce qui changera ces équations

!‘”‘) o+(dx,) c,+( ) Xk
K ) Y°+( ) ZoH( dy") Yoo

Tom. XIII. 5

en celles=ci:

Ly=o, (XXII) o= (XXIITy
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On pourra avoir plusieurs couples de semblables équatiens , tant

pour P'une que pour lautre limites; et on se servira de (XXII)
et de ses analogues pour éliminer de (XIX) le plus grand
nombre possible des fonctions X, , X0, X6 ,0eveee, Yo, Yo,y
Yl yivennnniy Xy Xoy X yeannnnn, Yoy ¥y Y10, i
aprés quoi on égalera séparément & zéro les coefficiens de celles
qui. n’auront pas disparu. A la vérité , le nombre des équations qui
devaient servir 3 déterminer les constantes se trouvera ainsi réduit;
mais toutes les dquations qu’on aura de moins se trouveront exac-
tement remplacées par I'équation (XXII) et ses analogues; de
sorte que ces constantes sc trouveront toujours déterminées, et le
seront seulement par d’autres conditions,

35. Au surplus, au lieu d’éliminer de Péquation (XIX) le plus
grand nombre possible des fonctions X,, X/, , X/, ,.... ¥, , Y/, ,
YV aeee Xy X0y XV yenn XYooy Y0, Y., au moyen des
équations de condition telles que (XXIII), il reviendra au méme ,
ct il sera peut-étre plus élégant de prendre la somme tant de
Péquation (XIX) que des produits de ces équations de condition
par des multiplicateurs indéterminés ; d’dgaler ensuite séparéménta‘l
zéro, dans l'équation somme, les coefliciens de toutes les fonc-
tons Xy, Xo, Xy Yoo, Yy, Yo, Xy, X0y Xy s
Y,,Y,, Y .. et d’éliminer-enfin- les multiplicateurs indéter-
minés entre les équations résultantes.

36. Appliquons présentement ces divers procédés a un exemple.

PROBLEME 1I1. Quelle est la plus courte ligne entre deuz
plans paralictes donnés ?

Solution. Soient pris l'axe des z perpendiculaire et le plan des

zy paralltles- aux deux plans donnés , dont nous supposerons
les équations )

Z=C,y o =€, 3
les axes des z et des y étant supposés rectangulaires, mais dirigés
d’ailleurs comme on le voudra , la question se trouvera ainsi ré-

duite 4 assigner pour 2 et y des valeurs , fonctions de 2 qui rendent
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Sazy/ TR

minimum , entre les limites ¢, et ¢,:
Nous aurons donc ici

=k
d'ott (21)

x v
= v (@)=o=

av _ ar N ¥
( 'dT.)—O, <7) - ‘/I+y/2+y/z ’ ( d‘y” )_0’ e

ar / <!+’plz)x/l——xfry”
do )T eyt dx’/ T 00

Vv Vv (;+x/z)yll—x/ylxlf
) dy/l

0, L1114

(epatays)t

( x”)'—o,lm

a7 \/
@7’ "—-0, oo

au moyen de quoi I'équation (XIV) deviendra

(xfy/?) ! sty y ! + S e il Ll
(o) (-wticy )

=0 .

Si Ia courbe n’est assujettie & aucune autre condition qu’a celle d’étre
minimum entre les deux plans donnés, X et ¥ devront demeurer
indépendans , et consequemment cette équanon se partagera en ces
deux-ci :
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(xdey/2) sl mmcety Iy (A-x/2 Yyl tmmscly ?
(1+xn+yln)i, =0, ) (1+x’3+y'=)!t‘ =0,

qu'on pourra mettre ensuite sous cette forme

-/ 2yl )l (acl !y ly 1) 7 (1ol 2y /2 )y e (ah Sy 'y Yy
at x/z.!.y/z)% - (1+x/z.+:y/z)‘;

=0,

ou, en continuant d’employer les notations de Lagrange ,

¢ +xlz+yls) xll_..( 14 ’+y”)'x’ _ (1 +x/a+yln)yll._ (1 +xlz+ylz)r:yl —o
("{‘x{"i':)’")% =0, ‘ (1+x’3+y“)‘:‘ -

N

ou encore

2"y ey (Vi o YO ARy Y Ty E)
1+xlz+9r/l — 1+xll+y’2

ou enfin

( 2/ )/__ ( ¥ 7
v itantyn) =07 Vi) =07
ce qui donne

x/ yl

Vizern -4 Vigen D

-
.

En considérant , dans ces équations , 2/ et y/ comme deux in-
connues , on en tire , en transformant les constantes ,

A B

/ e —— e =
= i—A—Bn =M ;

-

o= —————
y Vx__Az_B: N ’

d’ol enfin

a=Mz+G ; y=Nz+H ,
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Cest-i-dire que la ligne cherchée est une ligne droiie , comme cn
pouvait bien s’y attendre.
L’équation aux limites (XIX) devient, dans le méme cas,

M N
————n / — — l__Yo —_— ;
V 14 M4 N X=X+ V 1 MN o )=e

de sorte que les constantes G et H demenrent tout-a-fait arbi-
traires ; ce qui revient & dire que les parties de paralléles inter-
ceptées entre des plans paralleles sont de méme longueur.

Les cocfliciens des deux fonctions X, et X, , ainsi que ceux
des deux fonctions ¥, et. ¥, étant les mémes avx deux limites,
il s’ensuit qu'on ne saurait éiablir des conditions indépendantes pour
ces deux limites, ce qui revient 3 dire qu’une droite qui perce
deux plans paralléles fait des angles égaux avec I'un et lautre.

S’il n’y a aucune condition particuliére prescrite pour les limites,
Pindépendance absolue des fonctions X,, ¥,, X, , ¥, ne per-
mettant de poser ni X,—X,=o ni ¥,—¥,=o, I'édquation aux
limites ne pourra étre satisfaite qu’en posant simultanément M=o,
N=o0 , au moyen de quoi les équations de notre droite se ré-
duiront simplement & #=6G , y=H ; ce qui revient a dire que,
de toutes les droites mendes entre les deux mémes plans paral-
leles, la perpendiculaire commune, indéterminée d’ailleurs de si-
tuation , est la plus courte.

Si les limites étaient des points fixes , tellement situds sur nos
deux plans qu'on elt, pour le premier, ¥=a,, y=5b,, et pour
le second , #=a,, y=>F,; en exprimant que ces valeurs et celles
de z satisfont aux deux équations

z=Mz4G , y=Nz+H ,
on aurait

a,=Mc,-+6G , b,=Nc,+H ;
a=Mc,+4G , by=Ne¢,+H ;
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éliminant denc , enire ces six équations , les quatre constantes

M, N, G, H, on obtiendrait pour les équations de la droxte
cherchée

X -0 3’ -—-bo z ——co

= ;
a1==a, by=—bo €1==Co

ce qui revient  dire que Je plus court chemin entre deusx points
de lespace est la ligne droite qui joint ces deux points.

Au lien de points fixes , on pourrait donner pour limites des
courbes planes tracées sur les deux plans paralleles, Conservons
le point fixe (@, o, ¢.) sur le premier plan, et donnons-nous
pour limite , sur le second , la courbe plane suivant laquelle il est
coupé par la surface cylindrique dont I'équation est

f(z,y)=L=o0;

nous devrons avoir (34) I'équation de condition

(&) X (50) r=o-

en ajoutant le produit de cette équation par un multiplicateur
indéterminé a 3 I’équation aux limites, aprés avoir fait dans cette
derni¢re X,=o0, ¥Y,=o, ainsi qu’on le doit, puisqu’ici la premiére
limite est fixe ; il viendra

M

i () i o () e

Egalant présentement 3 zéro les mult:phcaleurs de X, et I’, , nous
aurons les deux équations

M dL
V1+M=+N=+“( >“°" V1+M=+N=+( ) =0

/
entre lesquelles éliminant 2, il viendra finalement
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(& )v=(5)

mais, en différentiant I'équation L=o, il vient

(& )2+ (5 )r=>;

qui, combinée avec la précédente , donne

dy M
— T it G ;

dx N
mais les équations de notre droite étant , dans le cas actuel,
Zm=a,=M(z—c,) , y—bo=N(zm=c,) ,

P'équation de sa projection sur le plan de la courbe sera
N
y=b,= ™ (#=a,) 5

d’ott l'on voit que cette projection , et par conséquent la droite
elle-méme sera normale a la courbe.

Il demeure donc établi par 13 que Je plus court chemin d'un
point de lespace & une courbe plane est lz normale menée de ce
point @ cete courbe ; et il est facile d’en conclure que Ze plus
court chemin entre deux courbes planes situées dans deuzx plans
paralléles , ou méme dans un méme plan , est la normale qui leur
est commune.

Nous voild donc parvenus ici & la solution d'un probléme que
précédemment (13) nous avions vainement tenté de résoudre ; et
Pon voit que cela tient a ce qu’alors y était, dés-1’abord, supposée
fonction de 2, tandis que #, ¥ sont supposés fonctions d’une troi-
siéme variable z; ce qui permet d'établir cnsuite telle relation en



%o INTEGRALES

veut entre # et 4. Mais nous éprouverions ici une difficulté du
méme genre si nous nous proposions d’assigner le plus court chemin,
soit entre des courbes 4 double courbure, soit entre des surfaces
courbes ; puisqu’il est de I'essence de la question que mous traitoms -
actucllement que les limites ¢, et ¢, demeurent invariables. On
peut déji soupgonner, aa surplus, et nous verrons bientét dailleurs
ce quil y a i faire pour surmonter cette difficulté.

Pour dobner un exemple du cas mentionné ci-dessus (27),
reprenons I'équation

(edyr)al =ty X (12 y ity ? ¥
(l+x/z+y/z)‘r J (I+x/z+ylz)§ =0,

et supposons qu'au lieu de chercher quelle est absolument la
plus courte ligne entre nes deux plans , on cherche seulement
quelle est la plus courte entre toutes celles qui, se terminant &
ces deux plans, sont situdes sur une sphere ayant pour équation

24y~ —r*=M=e .

dM (d'M
(F)==r  (F)=r

de sorte que l'équation d& condition (XVI‘I) sera

On aura ict

aXty¥=o;

ajoutant le produit de cette équation par un multiplicateur indé-
terminé » a celle ci-dessus, il viendra

(x%/i)x"—x/y,y,,- ("I-l-x”)y”--x’y”.‘x:”‘ | ’ D
{ (‘l+x'2-|,-3r'z)§ +ar §X+§ (l+m’2+_yu):‘ “+ay ;Y_o >

égalant alors séparément i zéro Tes multiplicateurs des fonctions
X et ¥, il en résultera-les deux équations.

(57
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e 12Y 1/ e 31y wooo. o (rf-sbfa 7//.:.'_ N
Gy vy rz=o, - o il L =
(1+xlz+ylz) . '(1'45-‘-%!‘3_‘-}-7“)? Y. ’

qui, dapres le precedent calcul , reviéqﬁeht h
R yl J
@ Fo) o () r=e,
entre .lesquelles éliminant a, il vient '

( ¥y = ( ‘w; ;7
“ VT‘JF?) = (7))

ou, en développam et transposant,

(xy”-—-rx”)\/ gy —(y'—y )V 1+x/2+y'=)’

1-4-a/ 2yl .
ou encore (zy 'y”/)/‘/‘+x"’*‘3’”"‘(x3’"“}’7"><‘/ 1+x”+y”)
) 1+x12+y12
/ 7
ou enfin LY =
i 1+x/ﬁ+j/l2
: o
ce qui donne ,.en inlégrant, % . NON
telle est donc I'équation différentielle de la surface qui doit couper
la sphére dont I’équation est 2yt =r, (8)
suivant la ligne cherchée. Or, soit un plan passant par le centre de cette
sphére et ayant peur équation Az+By=z ; ()
les équations (8, v) donneront par différentiation
xx/+)-y/=_z , Ax/+By/=+I H
y+Bz xt-Az
2N /= ] 2= .
d’ou Z +Ay-—Bx ’ ¥ Ay—Bx ’
de la, en ayant égard aux équations (8, %),
r2 —_— TV 1F A B
e f g = e 2 2= TV
zyl—yz Zy—Bx’ Vv 1tality! Ay—Bx
xy!—yx! r

et par suite

VYV igergh o VA B
dquation qui équivaut & I'équation («) ; d’oli il suit que le systitme
Tom. XHUI. 6
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des équations (8, y) équivaut au systéme des équations («,-g); puis
donc que les premiéres appartiennent 3 un grand cercle de la sphére,
il doit en étre-de méme des derniéres; la ligne cherchée est donc
un arc du grand cercle donné par les deux équations
a;’-l—y‘—l—z"_'.;r' , Ax—l—By:z K
dans lesquelles on peut profiter de Iindétermination des deux cons-
tantes A et B -pour -assujettic la ..courbe a 'se terminer i des
points donnés sut. les, intersections de la sphét;e .avec les deux plans
paralléles entre lesquels cette courbe doit se trouver comprise. I
demeure donc établi, parce qui précéde, que /e plus court chemin ,
sur la sphére , entre deux-points de sa surfoce , est larc de
grand cercle qui joint ces deux points.

37. On peut, comme nous l'avons fait (14), ramener 4 la question
qui nous occupe , d’autres ques{idns qui semblent d’abord beaucoup
plus compliquées. Soient U, P, Q, R,..... des quantités composées
d’une maniére connue quelconqueenz, z,y,a’ , ¥, 2" , ¥ e
On peut se demander d'assigner , parmi les diverses valeurs'de »
et y en z qui, entre des limites déterminées, donnent

JPdz=a,  fQdz=b, . fRdz=c e ... (XXIV)
oua, b, c,... sont des constantes données » quelles sont celles

qui, entre les limites y rendent fUdz maximum ou minimum ? Or,
en raisonnant comme nous Pavons fait & l'endroit citéd , on verra
qu'en posant B
V=U44P+BQ+CR+...... ,

ot A4, B, C sont de nouvelles constantes, la question se réduit
3 rendre f¥dz maximum ou minimum , entre les limites dont il
s'agit, et & déterminer énsuite les constantes 4, B, €, .uun B
Yaide des conditiohs (XX1V). Voici un exemple.

38 PROBLEME IV. Entre toutes les courbes qui , se terminant
@ dewx plans paralléles , sont telles qué I'ensemble .des perpen-
diculaires entre ces plans , fermindes & l'un et'd lautre, qui passent
par les dipers poinis de -ces eourbes Jornie ‘uhe portion de surfgée
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eylindrigue dont Paire est donnée , quelle est celle qui , entre ces
deuvx mémes plans, a la moindre longueur ?

Solution. Soient toujours, comme dans le précédent probléme ,
I'axe des z perpendiculaire et le plan des wxy paralléle aux deux
plans donnés , que nous supposerons encore avoir pour équations

Z=¢, , z=¢; .
Soit %4* I'aire donnée de la portion de surface cylindrique formée
par toutes les perpendiculaires entre les plans paralléles menées par
les points de la courbe cherchée ; nous aurons , entre les limites ¢4 etc, ,

(come fdzy/ Tl ;
de plus, nous devrons avoir, entre les mémes limites,
Sy T
minimum ; d'ou on voit (37) que tout se réduira i rendre mi-
nimum , entre les limites dont il s'agit, lintégrale
S A Aleo—c)y Tz ;
sauf ensuite 3 déterminer convenablement la constante A.
En posant, pour abréger , A(¢c,—¢,)=C, nous aurons done ici

V=y/ Tt Cy T

d'ou
( & > =0 ( ) =z L (= i ) o
\ dax - dx/ ‘/ I+x'2+y/2 ‘/ x/z.b,/z dx” I T
av )
(?U— )—0’ ( dy” ) x+x”+yf* Ty xm-w'z ( dy” ) Oae
| ( VN _ oty —alyly?  Cyl(ylattealy! ar v _
dx’ ) - (l+x/z+y/z)§- (x,2+y,2)§ ; E’;’T ) =0
4av )/ yll( 1fac/2) oty ! Cx/(y’x”—-x’y”
( dyr J @ +x/z+y/z)’? - gx/z.i.y/z)’r dy” —0: cess

(._, =0,
dx!’ ]

daF N/
J— =0, ceen
(=
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en conséquence , I'équation (XIV ) deviendra
‘ x( x+y'z)-—x/y Iyl Cy’(y’x”—x' n T
g (1arigy's)s @y’ }X
+ 3 y”(l-l—x’“)—-x{y’-’x” _ Cx/(y/x//_x;—y/ﬁ) § Yeo .
(Larzdy'?)s (x24y")* .
Si donc la courbe -cherchée ne doit étre assujettie a4 aucune
autre condition, les coefficiens de X et ¥ devront étre séparément

nuls , ce qui donnera, pour les deux équations différentielles de
la courbe dont il s’agit

x”( (+y{z )_ x/y;y// yl(ylxll.— x/y”)
(1-ar2y/a)s (@' 2y7)T i =0,
¥/ (1-x/2 )=l 2! Cax/(y'x!l —xly!l)

(1+x'2+.y”)% - x/3+’r/2)§ =0;

Ca/ /
(‘/ l+xlz+y/3) {‘/xlz..*_ylz) =0,

Cy! / .
=)+ ()=

ce qui donne, par une premiére intégraiion,

ou bien

x! + Cx/
Vit © Ve
y’ C’,/ - .
‘/1+x/z+ylz + ‘/x/2+ylz _B ’
on tirera évidemment de 1
=M, y'=N;

M et N étant deux nouvelles constantes, fonctions de 4, B, C,
on aura donc, en intégrant de nouveau ,

z=Mz+4G , =Nz+-H ;

la ligne cherchée est donc une droite ; la surface cylindrique dont

Paire doit étre égale a £* se réduit donc & un plan rectangulaire
‘ayant cette droite pour diagonale,

=A y
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39. Dans tout ce qui précede , nous avons constamment supposd
qu'il n’y avait dans 7 qu’une seule variable indépendante ; exa-
minons présentement ce qu’il y aura a faire lorsquil y en aura
plusieurs, et que la quantité & rendre maximum ou minimum
sera une intégrale multiple. Soit 7~ une expression de forme connue
quelconque , composée de deux variables indépendantes z et y,
d’une fonction z de ces deux variables et des divers coefliciens
différentiels partiely de cette fonction, jusqua ceux de tel ordre

on voudra; et considérons l'intégrale double '
SVdady .

Si la composition de 2z en x et y était connue, rien ne serait plus
aisé que de ramener cette intégrale A la forme f/Zdxzdy, ou Z
serait une fonction de z et y seulement; et alors on pourrait , soit
exactement , soit par les séries, exécuter l'intégration entre telles
limites constantes ou variables qu'on voudrait.

Mais on suppose que Vexpression de z en x et y n’est pas
donnée , on suppose qu’elle est I'inconnue du probléme ; et on propose
de la déterminer par cette condition qu'aprés la substitution de sa
valeur et de celles de ses divers coefliciens différentiels partiels dans
J/Vdxdy , quialors prendra la forme [/Zdaxdy , cette intégrale,
prise entre des limites données quelconques , constantes ou variables,
et sous des conditions données, compatibles toutefois avec la nature
du probléme , soit plus grande ou plus petite que toutes celles qui
pourraient résulter, entre les mémes limites et sous les mémes con-
ditions , de toute autre valeur , fonction de z et ¥, prise pour z.

4o. Ici, od nous avons deux variables indépendantes , il nous
serait incommode d’employer les notations de Lagrange; en con-
séquence , nous adopterons les abréviations que voici :

Tom. XIII, n.e° 11, 1.5 goit 1822, 7

1
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Eﬁ_l d»z d3z B B
dx-— ) é—x_a.__n y a—;_q, s e s 8 1 ey
dz._. . dzz - &3z d
ST a0 Tyttt
d2z 3z _ ,
-a‘;:-—-p, - r:dx—d‘y-a-s"°.“."
d3z oL
"E‘y?-u—st, ® s e 8 s 0 8

&)

Quant aux diﬂ’érentielles partielles , nous poserons

( 2=k (8 )=L, (5 )=N, ()= eeeis
( )-M( Yo, (Y=, ... .
(5 )=P, (F)=8.- 0o,

178 -
_>=T,o.o-o,

(*) Nous aurions hien désiré de pouvoir employer les notations ordinaires ; c’est.
. dz dz
b . . » - . .
a-dire, de faire o =P e ==¢ , et ainsi du reste; mais, dans le dessein

oli vous clions de povsser les développemens un peu plus loin quwon ne le fait
communeinenl , cela devenai lmpossible, .
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et si nous avons quelques autres fonctions de x et y & considdrer,
nous en représenterons les divers coefficiens différentiels sans aucune
abréviation.

41. Pour en revenir présentement & notre probléme ; quelle que
soit la valeur encore inconnue de z en z et ¥ qui deit le ré-
soudre , on peut toujours la considérer comme Pordonnée d’une
cerlaine surface courbe , dont les deux abscisses sont & et y ; et
le probléme se réduit ainsi & déterminer I'équation de cette surface,

Suivant donc D'esprit de la mdéthode ordinaire de maximis et
minimis , il fant, pour parvenir & celte équation, exprimer que
la surface cherchée est telle que , pour si peu qu'on la déforme ,
en tout ou en partie, d’une manidre arbitraire, et méme discon-
tinue si l'on veut , lintégrale f/#dady , toujours prisc entre les
mémes limites et sous les mémes conditions, deviendra plus petite
dans le cas du maximum , et plus grande dansle cas du minimum.

42. Conservons z pour le symbole de I'ordonnéde de la surface
qui doit résoudre le probléme ; I'ordonnée correspondante, dans
toutes les autres surfaces dont il vient d'étre question, pourra éire
représentée par la formule générale

iz,

dans laquelle Z est supposé représenter une fonction de z et y
tout-a-fait arbitraire , continue ou discontinue , et ol # est encore,
comme ci-dessus , un nombre abstrait , positif ou négatif, si petit
qu’on le voudra, sans pourtant éire absolument nul. Il est évident,
en effet, que, méme en se donnant 7 a volonté, on pourra encore
profiter de l'inddtermination de la fonction Z de maniére que
cette formule devienne l'ordonnée de telle surface qu’on voudraj
et qu'ensuite on pourra diminuer graduellement le nombre 7 de
telle sorte que cette surface devienne si peu différente qu'on
le voudra de la surface cherchée. D’ott 'on voit gne, si 1'on cons-
truit arbitrairement une surface aussi voisine de la surface cherchée
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qu'on le voudra, on pourra toujours considérer z-+7Z comme cX—
primant ordonnée de cette surface. De sorte qu’en supposant Z
arbitraire et 7 d’une petitesse illimitée, la formule z+4iZ exprime
Pordonnde de la totalité des surfaces que nous devons comparer
3 la surface cherchée:

43. Remarquons pourlan\t , avant d’aller plus loin, qu’il se pourrait ;
dans des cas particuliers, en vertu de certaines conditions de la
question, que la fonction Z, toujours indéterminée, ne dit point
&tre tout-a-fait -arbitraire , ou du moins ne dit I'étre que sous
certaines restrictions : c’est , par exemple , ce qui arriverait si la
surface cherchée devait passer par une courbe donnée, plane ou
a double courbure, ou encore par un polygone donné, rectiligne ,
mixtiligne ou curviligne , plan ou gauche ; car alors on n’aurait
d lui comparer que les autres surfaces qui passeraient par cette
courbe ou par ce polygone ; mais nous avons déjd va (§. Ietll),
et nous verrons bientdét de nouveau qu'on est toujours & temps,
a la fin da caleul, d’avoir égard a4 ces sortes de limitations,

44. Par le changement de z en z+4/Z, les quantités

z Fy l ? n K] q F 2 B T 3 : ¢ e w o
m ? o ’ r b I o ® e s o e 3
p 1] S 2 e : * o 8 s o ;

deviennent respectivement

. . dZ , d°Z ., d3Z
Z+ZZ » [+Z-Ex— » n+z:;;- > q+l G 2t
. dZ , d2Z . A3z
m—}-z—d}— , o+zm s r+ldx=dy"'“'"’
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. d2Z . BZ
p+z —d;; 5 S+l d_-—xdyz g s e e s e as

en conséquence , on frouvera , par l’application de la série de
Taylor au développement des fontions des polynomes, que ¥

doit devenir (40)

bz e
e

dz d:Z
KZ+L o +N = +Q

d:zZ a3z

+A da2dy

4.

7 4P s 2 L e

y2 dady?

az
+M G- +0 5

3z
+T ot

d'olt il suit que ffPdady deviendra

. 4z &z 3z .
KZ+L "5;— +N 'a';;:"+Qg 'a';;'+nu

dz d:Z d3Z
+M —d; +0 dxdy +R dazdy e
SV dady+—Jf ¢ ap $Z 45 82 L dady
dy2 dady
diZ
g

...
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afin donc que ffPdzdy soit maxzimum ou minimum

, il faudra,

suivant les principes connus que le multiplicateur de 7 soit nul;
et alors le mazimum ou le minimum aura lieu, suivant que le
multiplicateur de 7 sera constamment négaiif ou constamment positifs
La condition commune au ‘maximum et au minimum sera donc

exprimée par l'équatien

KZyL 24N 2 40 2 4.
+M S +0 dii R

VA +P L7 s d‘ldzy o
+T S5t

L ~+...

ou plus simplement, en différentiant ,

o=KZ-+}

Q de oo

dz d:Z d3z
4 40
M 0 S R

d3Z

+S

dy*
d3z

1 22

dy3

sese

e

-

> dzdy=o0

(XXV)

'45. Cela posé , en ayant successivement égard A la variabilité

de x et a celle de , la formule udp=d{up) —pdz donne
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5v
KZ=KZ ,
az ar, A(L2)
Pl el el
az v MZ
e d(MZ) ,
dy dy dy /
az
d(
d=2Z dx
N dx2 '_'+ dxz )
d0
0 &=z ( ) d(TZ) dx(NZ)
dady dxdy dy dwdy ’
dz
p &7 _ @r "(‘é;Z"Pa‘r)
Ay T T ’
__do dZ
d3Z d3Q d( 2 77 Tdx +Q d:x:2
Q' dxs  dws dx 4
d2R dR d4Z d:R
Bz d(dxdy dy dx dxz )
dedy dxzdy dx dy
dR
d: T Z—-R ?i‘;
- dedy ’
ds 4z
d3z — + ( Z) (dxdy _d—x- F}T
dxdy> dxdyz dy
d 48 4 S i?.
dy dy
dxdy |, ’
T 4T 4z d:z
REVA BT +d< djz' T8 Ay d}T)
&y’ dy3 dy ’
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Ces développemens , que l'on peut d’ailleurs vérifier en effectuant
les différentiations indiquées, étant substituds dans I'équation (XXV),
elle deviendra

ar, | &N 3

E—mta@m e

dM d=0 43R
— % TG Gy T
¥ Xy xdy

o= &P 8BS VA
+ "a‘?; S— “d'x‘_dyz—*-' (1)
T
— ‘(Tﬁ sene
+l‘..
da dN sz
L-— — T e
dx dw2 aQ
N—g e
do d=R Q
d. “_ ——d:y‘ dxd.y hI.Il o dH E —‘.. dkz
+ 40 2y SR L w Fp
+ sz dy — .t
’ ?: —es .
y +."'
d0 d:R
M._ st + — NS g3
dx da? as
P“‘“ _ +-um
3 41 T 7 dady Z+ ar 4z + 4z +..
dJr _—— “esse d.y' d‘yz
. 42T ) d_)" \ — ayes
T
y ~+"!"
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r 0 dn + 4
dx
dz. ) s R""'ou. iz S"'"".uo iz
‘I;‘-j; “"a‘; +uu }Z+ R -—d—; + —_— d‘y' +"“ * (XXV]>
\ + ..

46, L’équation étant mise sous cette forme , on voit qu'une
partic de son second membre est une dérivée exacte par rapport
a x, tout-a-fait déterminée quel que soit Z , tandis qu’au contraire ,
si 'on voulait considérer I'autre partie de ce second membre comme
une dérivée par rapport & z, cette dérivée changerait de forme
avec Z; dout il suit que cette équation ne peut subsister quautant
que la partie de son second membre qui est une dérivée exacte
par rapport a =z et celle qui ne 'est pas seront séparément nulles.
Egalant donc d’abord eette derniére partie a zéro , il viendra

. dL d=:N d3Q
dx dzz | das

aton

aM d20 &R

T ¥ + dady —dxndy+““
= d=P d$ ) zZ
0 + a——- S— "'_‘—“+.lu
ly2 dadyz
asT
i

+ ..

I
f

Tom. XIII. 8



54
- do d:R
M‘— '('i;- + 'd;- -
P’ &S

)

) T g Ty

a7
dy32

INTEGRALES'

ar o Z +.§ %-d;- +..0 . (xxVI)

Cette partie dtant ainsi supprimée , dans Péquation (XXVI), elle
déviendra , en passant aux fonctions primitives ,

dN a:Q
L*— d"‘; T 'a;:' —iese
40 &R
Yemd & dwdy” "
S &S
+ _@: —e
dR
0— 3
A4 4 as 4 Z+§
dx - “EJ’— .
+....

[ v dQ
1 N—"'a";' . Q
VA L TYT &:Z .
SR e E %Tﬂ?*

—_—
dx
Ll TY TR p— e

R”—"nu S —eee
%"Z +} g"—dzy—+ . (XXVI)

47. Or, présentement, les mémes considérations qui nous ont
conduits 2 partager I'équation XXVI) dans les équations (XXVII)
et (XXVIH) conduisent également a décomposer chacune. de ces



dernifres en deux autres ; de sorte que finalement I'¢

donne naissance au

o=K—
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X quatre suivantes:

' do d:R
M— '(T;' dx: —
dP d:8
X= ¢ dy dady """
4T
+T)’T e
+Ou
N . @Q
-t
do d:R
vty
Y ly T dady
d=S
e

dL. &N &0
de ' dar | das T
am d=0 3R
dy dxdy _dxzdy' e
dap d3s
——— )
.+‘\ dya dxdy2+.."
aT
“T.r—g-
\+O.Q'
das
| 2= |
\Z4{¢  ar 9z
dr svee dy
l e
dQ y
N""“d'—x' +nn
74 an 9z
‘-d;;' . dx
o |

55
quation (XXVI)

(XXIX)

T"“ v
vl 13z . . ‘
...% G T3 (XXX)
Q—'o; 2
5 g%‘z-{- ; (XXXT)
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an | |
0'— CT;'-"'-.-.
. R—"... iz N | S'-."u. az ~
= ___jﬁ PR okt it ot 4.3 (XXXTI)
ly — - ‘

X étant une fonction arbitraire de & sans ‘y, Y une fonction arbitraire de
¥ sans z et C une constante arbitraire. A la vérité , il semblerait,
au premier abord , qu’au lieu de € on dat avoir une autre fonction
arbitraire de #' sans y ; mais remarquons qu'en commencant les
intégrations par rapport 4 y au lieu de les commencer par rapport
4 z, on serait conduit‘h conclure qu'au lieu de € on doit avoir
une fonction arbitraire de y sans z; d’ot I'on voit que € ne doit
renfermer ni # ni y , et ne saurait élre conséquemment qu'une
simple constante arbitraire.

" 48. L’équation (XXIX ) ne renfermant plus ainsi que les don-
nées primitives du probléme sera conséquemment l'équation diffé-
rentielle partielle de la surface cherchée. En Vintégrant , on en
déduira la valeur de z exprimée en # , y, fonctions et constantes
arbitraires:, de laquelle on conclura ensuite cellesde &, 7, m,n,
0, P, exprimées également en x, y , fonctions et constantes
arbitraires. On substituera ces valeurs , ainsi que celle de z, dans
les trois équations (XXX, XXXI, XXXIIj, qui dés-lors ne ren-
fermeront plus que z, y , des fonctions arbitraires de ces deux
variables , des constantes arbitraires, Z et ses divers coefficiens diffé-
rentiels , les deux fonctions arbitraires X et ¥ et la constante C.
Ces équations, ainsi transformées, serviront & déterminer les cons-
tantes et fonctions arbitraires introduites par I'intégration de I'équation
(XXIX) , de maniére i satisfaire aux conditions relatives aux limites,
Mais , comme des détails sur ceisujet nous entraineraient trop loin 4
nous nous bornerons a4 donner un exemple de la-recherche de
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I'"équation différenticlle partielle , en nous proposant le probleme
suivant :

PROBLEME V. Quelle est la moindre surface, entre toutes
celles qui sont interceptées par une méme surface prismique ou
cylindrique indéfinie donnée ?

Solution. Soient pris le plan des zy perpendiculaire et l'axe des
z paralléles aux arétes ou élémens rectilignes de la surface cylin-
drique ou prismique donnée ; les axes des 2 ct des y , dirigés
dailleurs comme on le voudra dans leur plan , étant néanmoins
perpendiculaires lun & Vautre. La question se réduira 3 rendre
minimum lintégrale [fdzdyy/ 144m: , bornée a la surface du
prisme et du cylindre.

Nous aurons donc ici V=y/1figms, d'ou (4o)

4

K=o , L=“""—‘——‘/;—W,’ N=o,..:.:,
M - 0 - n
__Vx+lz+m:, —"0,..,,_"
P=o,..>51.;
Tieiie,
done
dL  (14m2)n=Ime &N o
—=TT U, o =0, . 0L i e,
de  (l4ma)r dzc
dM _ (4I)p—imo @0
& T Glgmdt 7 Gwdy Ottt
d:P
.d.‘y—;:o,..‘..l.’
? ';‘Qr.n:;

En conséquence, I'équation (XXIX) deviendra
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(xm*)n—2lmo+(141"p=0 ;
et telle sera "équation différentielle partielle de la surface. cherchée.
Or, il est connu qu’en représentant par 4. 'un des.deux rayons
de courbure principaux d’une surface quelconque , en I'un. quelconque
de ses points, ces deux rayous sont donnés par 'équation

(np—o" 4 [ (b Y —almok(1-H)p [ bl hmF pb(1 om0

donc Véquatien ci-dessus est eelle. de. toutes. les surfaces qui, en
chacun de leurs points,; ont leurs deux courbures principales égales
et de signes contraires. Il n'y a done que des surfaces de ce genre
qui puissent résoudre le probléme que nous nous sommes proposé.
Leur espéce particujidre dépendra, dans chaque eas, de la nature
des conditions prescrites pour les limites de l'intégrale (*).

Afin donc de pouvoir compléter la solution du probleme, il
faudrait ; avant tout, intégrer l’équation

(eym* n—2lmot-(1 4" )p=0;

malheureusement , eomme l'observe Lagrange , les intégrales qu'on
en a obtenues jusqu'ici ne sont pas sous une forme qui puisse se
préter aux applicatiens. .

50. Si lon ‘avait proposé de déterminer la surface de moindre
étendue , entre toutes celles qui se terminent & la méme courbe
plane ou & double.coyrbure donnée , la question serait rentrée dans
la précédente , puisqu'on peut toujours imaginer une telle courbe
comme tracée sur une surface ayant toutes ses arétes ou élémens

(*) Voyez, sur ce sujet , une dissertation insérée 3 la page 143\ du VIL®
volume du présent recueik :

PO
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rectilignes paralléles d 'axe des z, et il en serait encore de méme
si la limite donnée était un polygone plan ou gauche.

51. Mais si I'on demandait la surface de moindre étendue entre
toutes cclles qui se terminent & d'autres surfaces données , nos mé-
thodes actuelles ne seraient plus applicables, attendu qu’elles sup-
posent essentiellement que # et y ont avux limites des valeurs ou

une relation indépendantes de la valeur de z. Nous dirons bientot
comment on pourrait éluder cette difficulté.

52, Soient P, ), R, ... des fonctions données de =, ¥, z,
l,m,n,w.,eta, b, c,.. des constantes données. Si 'on de-
mande, entre toutes les valeurs de z fonction de z ety qui, entre
des limites données , rendent

J/Pdzdy=2c , [fQdzdy=0 , ffRdzdy=c ... (XXXII)

quelle est celle qui , entre les mémes limites , rend mozimum
ou minimum Vintégrale

LUdzdy ,
L 4
ot U est aussi une fonction donnée de z, y, 2,72, m,n, .l

en raisonnant comme nous V’avons déja fait (14, 15 et 37), on verra
qu’en posant

V=U+AP4BQ+4+CRL ... .7 :;

M

tout se réduit i rendre ffVdxdy mazimum ou minimum , entre
les mémes limites , sauf ensuite a déterminer les constantes A4,
B, C, ... a laide des conditions (XXXIII}. Voici un exemple
d’un probléeme de ce genre.

53. PROBLEME VI. Entre toutes les surfaces qui reiranchent
d'un prisme ou d'un cylindre droit & base quelconque et d'une
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hauteur zndee une portion d'un volume donné ; quelle est celle

dont laire , terminée & la surface latérale de ce prisme ou dece
cylindre est la moindre possible ?

Solution. Soit pris le plan de la base du prxsme ou du cylindre
pour celui des #y qhe nous supposerons rectangulaires , mais d’ail-
leurs de direction quelconque , et seil I'axe des z paralléle aux
arétes ou élémens rectilignes de ce- méme prisme ou de ce méme
cylindre. Soit ¢’ le volume de la poriion du cylindre interceptée
du c6té de sa base par la surface cherchée, novs devrons avoir,

dans les limites déterminées par la surface laterale du prisme ou
du cylindre

Sfzdxdy=c* ,
de plus, entre les mémes limites , /fdxdyy/ 13 7>fm* devra, comme

ci-dessus , étre un minimum. En conséquence, tout se réduira i
rendre tel, toujours entre les mémes limites , l'intégrale

SNy TP Az)dady

¥
sauf 4 déterminer ensuite convenablement la constante A.

Nous aurons doneyici V=y/ i4lfm+dz, dod

B !
K=4, L=————— N=o, =

‘/1+l*+m3' \cooo.,
M= —0 =
V iflgma 0 O, oo

donc

4L
d»
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dL __(l-}-m’)n-—lmo d°N .
do  (eflgmny 7 das

_'O""'oo.

d _ atlp=imo &0

& T w0 dmdy SOttt
&P
.‘F;.—'o,"ooo..’

v e s e s s . . ¥
En conséqueme, Iédquation (XXIX) deviendra
(1+m*n—2/mo+(1 +l’\/)—/!(1+l’+m’) o

€équation qu ‘on do’t encore moins espérer d’intégrer d’une manidre
commode pour les applications que celle que nous avons obtenue
ci-dessus. On s’assurcra facilement qu’elle comprend comme cas
particuliers la sphére ainsi que le cylindre et le céne de révolution.

54. Quelque étendus que puissent paraitre les développemens
que nous venons de donner, dans ce paragraphe et dans les deux
précédens , ces déveleppemens ne doivent néanmoins étre considérés.
que comme une introduction a la véritable méthode qui va pré-
sentement nous occuper , et que comme un moyen d’en bien faire
saisir I'esprit et de bien faire comprendre la nécessité des considé~
rations qui lui servent de base.

55. On a vu que le probléme de la plus courte distance entre
deux courbes planes tracées sur un méme plan, qui avait résisté
aux méthodes du §. I, a cédé sans efforts a celles du §. II;
cela parce qu’ici, au lieu de considérer # et y comme fonctien
I'une de lautre , nous les avions considérées. toutes deux comme
fonctions d’une troisiéme variable z; mais , dans ce méme §. 1II,
nous avons éprouvé un embarras pareil & celui que nous avons
rencontré dans le §. I, du-moment que nous avons voulu traiter

Tom. XIII, 9
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le probléme de la plus courte distance entre deux surfaces courbes
données ; et cet embarras s’est reproduit de pouveau , dans le présent
paragraphe, pour la moindre surface entre des surfaces données.
En se laissant guider par l’amalogie, om est comduit A penser que
cet obstacle ne ‘se serait rencentré dans aucom de ces deux endroits
si, au lieu de considérer # et y comme fonclions de z dans le premier
cas , et zcomme fonctions de ety dans le second, nous les eussions
considérées toutes trois ,E comme- fonctions d'une quatriéme variable,
dans le premier, et comme fonctions de deux nouvelles variables
dans le second, ce’ qui, comme l'on sait, est toujours permis ; et
c'est ce que la suite montrera clairement.

56. Voila donc notre plan tout naturellement  tracé. Quel que
soit le nombre tant. des variables indépendantes. que des fonctions
de ces variables, et quel que soit en méme temps l'ordre de Vin-
tégrale & rendre maximum ou minimum , vous supposerons cons-
tamment toutes fes variables, tant indépendantes Que subordonnées ,
forrctions d'une ou de plusieurs variables nouvelles, en méme nombre
que les variables indépendantes pri‘mitives.'

57:. Nous allons appliquer snccessivement ces considérations aux
divers ~eas: que nous- avens déji traitds’; mais comme d’ailleurs les
raisonyémens theanq'ues demeurent exactement les mé&mes qu’alors,

nous nous dispenserons de les énoncer , ce qui rendra notre
marehe beaucoup plus rapide. ’

5 IV.

58. La. varviable 'y ¢tant fonction de Ir seule variable indé--

pﬁndg\me z , et U étant une- quzmh’te cﬂm’pasee d’une maniére connue ’
gnelecongue: em -, eni et en. coefficiens différentiels de cette:der-
ni¢re, variable, propesons-nous. dassigner la- valeur'de y en z qui
rend Pintdgrale f de mazimunr ou mmzmum, entré: des hn'ntes'
dopnées ¥ . : S

. 5g. .Pepr r,esgud,rc cette .question:, nous- camméneemhé*par passer”

ot

-
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par les moyens connus, de I’hypothése de y fonction de x4 celle
de z ety fonctions d'une troisiéme variable #, ce qui féra préndré
2 notre intégrale la forme f#dtf , ou ¥V sera fonction de x, ¥
et des coefliciens différentiels

de, dex d3x dy dzy d3y
dt 7 dm 7 a8 TS T4 oGm0 oap ettt

»

que mous représenlex‘ons respectivement , comme nous en sommas
convenus plus haut, par

w/’x,/,xll/,o¢-45|0,y/7.7’/’,.,’///,.,.,.,;
Supposant ensuite que x et y deviennent respectivement
.1'+I..X t] ~y+iY y

o1 X et ¥ sont des fonctions arbitraires de #, et £ un nombre
abstrait d’une petitesse illimitde , /F7d? deviendra alors

(LY ol o P (ot

Srart f ‘ e

(& av )y-;-( )1’/4-( oL )1’//.;.( )y -

En conséquence , la condition commune au mazimum et au mini-
mum sera- exprimée par I'équation Co

w3 Yer( e (2 ]
ThER I (e

%65. Qr, on'a . -

(2)
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( 2 )x=( ).

()= [ () 5]~ )x,
(dx” J=[(&)x J*[( INxT+(5 )%
(&)= ) HGE 1 OO

(i’i)r-—--ci‘f)r»

(Eyr=[(Z)7]- LYy,

Rl ICHL GRICOLANEAK
&G PG =y ][c z >"r] (Z)'r.

Ce qu'x donnera, en. substi!uant,

| Sy 1
NEE RO

(3) o=
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[( jf) (dxﬂ)'l‘( dx,,)” ]x y
(B ]m[(dxm M

(N Y+ () e ¥

[( 7 dy'//>+ ]Y’+[< o )= ]y//.*.,,

dquation qui se décompose en ces deux-ci:

T [E(Ey (Y- ( ) -]
+[.( )t( / dd; ) ’ dJ ”’ ]

V ':( dx’ <dx//> ( dmn )U I ]
H(EZ) (55 )+ T )= ot

Const= . (5)7

+[( dy,) ( dy,,) ( iy ST |
(e o) T

61, Cela posé , les fonctions arbitraires X et ¥ de ¢ devant
conserver Vindépendance la plus enti¢re dans toute I’étendue de
Yintégrale , I'équation (4) donnera séparément

Tom. X11I. 10
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(VY& 4o
o=(5 )+ ) - () |

lesquelles seraient deux équations distinctes en z, ¥ et ¢, si #
et y étaient des fonctions déterminées de 7 ; de serte qu'il faudrait
éliminer # entre leurs intégrales pour parvenir A la relation cherchée
_entre # et y; mais, comme ce n’est réellement que par une sorte
de fiction que x et y sont considérés comme des fonctions de ¢ >
et que ces fonctions demeurent absolument indétermindes , il arri-
vera que les deux équations (6) devront admettre un facteur commun
qui, égalé 2 zéro, sera de méme forme qu’'une équation primitive
en z et ¥ seulement qu'on aurait différentiée une ou plusieurs fois ,
en y considérant z et y comme des fonctions de #, et par con-
séqdent en y faisant varier dz aussi bien que dy ; en posant donc,
dans cette équation , t=z, d'od 2’/=1, a/=0, a//==0 , ... OD
-aura , sous forme différentielle , la relation cherchée ‘entre z et y/'
62. Marquons présentement des indices o et 1 ce que doivent
‘devenir, aux deux limites de I'intégrale , toutes les diverses quantités
dont se compose l'équation (5) ; cette équation devant avoir licu

a cey deux limites, comme dans tout le reste de Jintégrale, on
devra avoir, & la fois

[(dx,) (dx,,> (dx,,,)” ]Yq
L) o) e

Const..-{ y
+[( Y, dy”)+<dy///> —ceeersinsans | Xy
& [ :.Z’) (dym) e Y/o""’[( dym) —..]1’ ”+.,. J

- )

)
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) (Y (e
H(E) -Go) - Jr{ ) - Jovor
(7). (5 ) A G =
+[( 77 ). "'( dj”’) ]Y +[( 57 )~ Y ik
ok, en retranchant , on conclura, pour I'éguation auz limites,
[z;) (B )+ =)~ (3 ) Tt () =t
G) (é;';x-»(w ) <w> Jeel( )
(Y ol ) (e ()~ o
) ~(21 +< A S WL R A

63. Cela posé, si aucune condition n’a €1é preserite relativement -

Const.=/{ \

aux limites de l'intégrale; c’est-a-dire , si les valeurs de  , 2/, 27/, .....
¥ ¥’ 5 ¥ 5. peuvent étre quelconques a ces limites, les fonctions
X, ¥, etpar suite les dérivées X/, ¥*, X7, Y7 ... devront,
3 ees mémes limites, conserver toute leur indétermination et toute
leur indépendance ; I'équation (7) ne pourra donc subsister alors
qu’autant que les multiplicateurs de

Xo ,X/O 3y X"/o PECECRC I B ) Yo [ Y’o » Y”O e e s
X‘ "X,‘ ,XWI 3 e v ey y! ,‘Y/.,Y/” 9 2 Pv e gr e

53 (D




ll

li

H

ll

°=(
=(&
= (
=(

V .
r) (dx”) +( dx'” ” T 0_( dx”) —( dxlll) +""’ o= dx’l/\) ey
/ av N\ , ,
( dx// >. w,) —tee sy O <dx”) ( d—a;;; . ou. , o= (dx’”) —.y tesr
( /I) ( ylll )N e 0_( ylf ) ( y/// ) e y 0= (dy’//) —aery ore
( //) (d " )/, ey OF d ") (d ///) +""’ o= (d /n) EGREIRES
dy ly ly " i

),

av \
dy!

¥,

“l
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seront séparément nuls; on devra donc avoir sépal‘émenf '

é&quations qui, en général, seront en méme nombre que les cons-

tantes introduites par l’mtegratxon, et qui serviront & en assigner
les valeurs.

,64’ Si T'une des limites est fize, la premidre par exemple ; c’est-
3-dire , si les valeurs de # et y A cette limite sont données , il est
clair qu'on devra avoir également X,=o0 , ¥,=o, et I'on devrait
avoir aussi Xo=o0 , Yy=o0o , X'’;=0 , Y”,=0; .w.. si l'on
exigéait qu'a la lm‘ute dont il s’agit a/, ¢/, a7, y/ , ... eussent
aussi des valeurs données, cela ferait disparaitre autant de termes
de l'équation (7); de sorte que, s'il devait en &tre de méme a
Yautre hm\te, cette équatxon se uouvera)t satisfaite d’elle-méme ;
mais alors les constantes mtlodmtes par l'intégration se detelmme-
raient en expnmant -.qu'a P'ane et & lautre limites @, a/, x”,.....
¥ ¥ s ¥ seewe ont les valeurs a53|gnees. o ,

65. Enfin, Tune ou Vlautre limite peut n’étre ni absolument
fixe , ni absolument arbitraire. On peut exiger, par exemple , qu’a
la premiére limite , on ait, entre 2 et y et leurs coefficiens diffé-
rentiels , une eu plusicurs ¢quations de relation , telles que

> {

o
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F(x, x/, z ,-o.uoy,y/' y// ;-uu.)=L=o H

il en résultera l’equauon

o=( )X+(
() 7t () 1o (55 Foonns (9

et on pourra en avoir d’analogues pour I'autre limite. On ajoutera
alors & Déquation (7) les produits de ces équations par des
multiplicateurs indéterminés ; égalant ensuite 4 zéro dans I’équa-
tion somme , les coefliciens des diverses fonctions X, X/, X”,...%:.
Y, Y, ¥Y”,... et élimnant enfin les multiplicateurs indéterminés

dr, ) X’°+< — )X//a+ -

entre les équations résultantes , il en résultera des équations qui,
conjointement avec

Lo=0 ' | ' (10)

et ses analogues, serviront a4 déterminer les constantes.

66. Appliquons ces procédés & un exemple.

PROBLEME VIL Quelle est la plus courte dzsiance a une
courbe plane d'un point situé sur le plan de celte courbe ?

Solution. Soient (@, ) le point donné et L==o I’équation de la
courbe donnée en 2 et y; la longueur de la distance cherchée sera
St/ wiFy7 5 de sorte que nous aurons =1/ afagy72, et par suite

(3 Vet (P)mo, .k
&\ dx/ t/x“‘+y’2 ? )= N
( y/(ylx//—-xlyl/) ( dr /— ) ]
dx/) (x/2+ylz); m =0y ¢ 00 s 0,

"’
k] dx” » o

~
.
.
-
.
.
-
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( v
>‘— ( dy,) w”+‘)’" ’ ( y//) : ; oy
. x’(‘)"x”"—xfy”) ar .
< d}’/ ) (x/S.le)g dy” ) e s 0 4
/!
( dy” ) e v oy

En conséquence ’ les équations (6) deviendront

I(xfy” x/{) - 2/ (ly! eyl i1
(x/3+_y“)x R CLE SO ?

- . o
¢® seront conséquemment satisfaités I'une et I'autre én posant

x! 1/__“ 5!
y 3
(xln.i.ylz)?

=0,

* qui_ sera conséquemment Iéquation différenticlle de la ligne.
cherchée. - Coes o ‘

Cette équation revient simp_lement a

(4
ahphgtgllieso e ¥,
L

ce qui donme , par une premidre intégration '
/ m— / J
=1Ma d'od y=Mzl |
et , par une nouvelle intégration ,
y=Mz+4+6;

¢lest-2-dive que la plus eourte ligne que I'on puisse mener 3 une
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courbe plane d’un point situé dans le plan de cette courbe est,
en général, une ligne droite. Voyons présentement quelle en doit
étre la direction.

D’aprés les précédentes déterminations, I'équation (7) devient

x!y x! v'x y!
o o
Y.,=o

—_—— X, ———————— X =} —
V &l oyl Xi V &orfyod ot Vaidyh: 'V aertyle °

H
eu, en y mettant pour §/, et y/; leurs valeurs Ma/,, Mz/,, -

X

M
v s Xt (Y""Y"):(" ;

or, comme i la premiére limite on doit avoir 2=a, y=5, il
s'ensuit qu’on doit avoir aussi (64) X,=o0, ¥,=o0; de sorte que
Péquation aux limites se réduit simplement 2

Vi o Yo

mais , 3 la seconde limite, on doit avoir, entre z ety, I’équation
de relation L=o0, ce qui donnera (65)

(dx) ,+(dL)Y—o.

Ajoutant le produit de cette équation par a 4 la précédente, il
viendra

{Vfﬁ*“”(:—f')}?‘*} \/,_,.Mz"" ( >§

égalant alors A zéro les coefficicns de X, et Y, , on aura les
deux équations I
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X

dL N\
T (), =0

‘M arL,
_—__y/'x_-f-TVi: <+ (-@—)‘=‘o;

entre lesquelles éliminant a, il viendra finalement

(&)= (5).=

mais , d'un autre cété, en différentiant I'équation L.=o0 , considérée
comme équation en x et y, il vient ’

ar. \ . dr,
(a?)‘ =+ (5 ).=o

qui , combinée avec la précééfeme , donne
| -

dy.
1-+-M T =0

£

d'un autre edté, si dans I'équation
y=Ma+6G
on substitue les coordonnées du point (4 , 5), on aura, em
retranchant , -
y—b=M(z—a) 3

mettant donc dans cette derniére pour M la valeur donnée par

Péquation ci-dessus , il viendra , pour léquaiion de la ligne
cherchée ,

(r—%)
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dy.,
(y—2) 2= +Ha—a)=o,

ce qui nous apprend que /a plus courte distance & une courde
plane d'un point situé sur le plan de celte courbe est la normale
ebaissée de ce point sur cette courbe. 1l est facile d’en conclure que
le plus court chemin entre deux courbes planes , tracées sur un
méme plan , est la normale qui leur est commune (*).

67. On voit donc, ainsi que nous I’avions annoncé (55), qu'en
considérant z et y comme fonction d’uue troisi¢me variable #,
le cas des limites variables n’offre plus aucun embarras.

s V.

68. Les variables 2 et y étant fonctions de la seule variable
indépendante z, et U étant une quantité composée d’une maniére
connue quelconque en z, z et y et en coefliciens différentiels de
ces deux derniéres variables, proposons-nous d’assigner les valeurs
de z et y en z qui rendent l'intégrale fUdz mazimum ou minimum ,

entre des limites données?

69. Pour résoudre cette question , nous commencerons par passer ,
par les moyens connus , de I’hypothése de z et y fonctions ,ge z
a celle de #, y, z fonctions d'une quatriéme variable #; ce qui
fera prendre & notre intégrale la forme f#dz, ot 7" sera une fonction
déterminée de z, y, z et des coefliciens différentiels

(*) On doit remarquer toutefois que la condition du maeximum étant la méme
ue celle du minimum , cette normale commune n'est proprement minimum
’ prop
quautant qu’elle se termine aux parties convexes des deux courbes.

Tom. XIII, . 1T
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Pl y &y Ay

de b Ldt, ’ 52?‘ ysservesy —a;-, d'—t; Py dt3 ,ounou’ B
dz d:z d3z
_d.t- » E,t—‘- ) -dTi— geas s e

que nous représeniérons respe\ctivement par
T, @y e, 22 2
Supposant ensuite que , y, £deviennent respectivement

z2+iX , y+iY, z4iZ

on X, ¥, Z sont des fonctions arbitraires de 7, et / un nombre
abstrait d’'une petitesse illimitée , /#'dz deviendra alors

( ( >X+( )X’+( xu)X”-i—. .
SVt f +( ‘“’ )r—;-( (47 ;; ) Pt ik (1)

(e (D s

‘ce qui donnera , pour la condition commune au mazimum et au
minimum ,

( >X+( )X/-l—( g )X/f+.. .....

o=\ +(dV)Y+< T )Y’-i—( o )Y”+ e : | (12)

+( i >z+( = )Z/+( il jZf’-i— -

’
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7o. En traitant

cette équation comme nous l'avons [ait (60)

de I'équation (2), elle deviendra

(:3) o={-H (&

[(&)-
+§'< a,w)
+[< dy’ )

+L< dz’

(Y Y-(EY 5]

dV / av ~
\ [( ( dz' ( derr \dz//f) +-...]£, )

) <W>+ Jl(2 ) Jooe

ar ar v L ar
—_— Y y _
| +[< dz!! > dz/ ) +---.]Z +[k d—_—‘z”/ ) ““]Z//,*_' . ‘

(’V av N\
) (d)” dy'/) Uy”’) +... ]Y>

(dw) (m,/, ]X /
~(3 fo T (25 e Tt
(Y (-1 |

1
dz" ) ( dz///> o '] VA

71. De la on conclura d’abord 1'équation

o,_\-i—[(
[ ‘W) ¢

1 4 /dV ar // dV /// &
(i (5 )+ i ) -G Y ] x

d[’ \/ f dp’ /// B ,
d)” \ dy? ) \ d_)/’/ ]I . (1)

ary dar "
de )+( dz”> (dz/u) +. ]Z
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Si aucune eondilion particulidre n’a été imposée entre’ les limites
de lintégrale, les fonctions X, ¥, Z devront , entre ces limites,
conserver toute leur indépendance ; ce qui décomposera cette équa-
tion en ces trois-ci:

()Y (Y~ Y
o=( (7 )+ )~ (;) o
om( YV Y = (LY e

desquelles on déduirait , par l'intégration , les valeurs générales de
&,y ,zent, et constantes arbitraires, si #, ¥, z étaient réel-
lement des fonctions déterminées de cette derniere variable ; mais,
comme ce n’est que par une sorte de fiction qu’elles sont consi-
dérées comme telles, il arrlvera » si toutefois le probleme est pos-
sible, que chacune de ces trois équations se trouvera comportée
par les deux autres ; que par conséquent elles n’équivaudront réelle-
ment qu’a deux lesquelles ne seront autres que celles qu’on ohtiendrait
si, ayant deux équations de relation entre &, y, 2, on les diffé-
rentiait une ou plusieurs fois, en y considérant ces trois variables
comme des fonctions de 7z; de sorte qu'en posant dans ces équa-
tions t==z d'ott z/=1, 2/=o0, 2//=0,.... on aura, sous forme
différentielle, les relations cherchées de z et y a z.

72, Mais il pourrait se faire qu’au lieu de demander les valeurs
de @ et y en z qui rendent fUdz ou fVd! maximum on minimum
absolu, on demandit de ne rendre cette intégrale telle que par
des valeurs satisfaisant & une équation de relation donnée ; dés-lors
X, Y, Z, tovjours arb:traires , ne seraient plus absolument in-

dépendans. En représentant, en effet, par S=a Péquation de re-
lation donnée , on devrait avoir
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()X (5 )+ () 2=o. (16)
Ajoutant & V'dquation (14) le produit de celle-ci par , il viendraie
EREH )G (5 )+ )
(ST )M ) (5 )+~ ]rion
oAz (e )T )HE) (@) +

égalant alors séparément i zdro les multiplicateurs de X, ¥, Z ;
et €liminant A entre les trois équations résultantes , on obtiendra la

(-]
i

double équation

I E)H &) () +
(%)
(5D (Sf,, (i )+

dy/

(LYY e |
(=) J

laquelle , dans T'hypothése actuelle , ne devra compter que pous
une seule , dont il faudra combiner lintégrale avec S=o , pour
obtenir les valeurs cherchées de x et y en fonction de z.

(18)




[( dx') ""( dx”

[~ dV
\ L dz/ ) ( dz!!

%3
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73. Quant & Pdquation aux limites , elle sera évidemment ici

(SN LN P

mfﬂww) (W’/
().~ ()~ Jre (2~ e[ = s
().~ w) ( 2 )=l +L(dz~) (M) Jor{(G) e Jr
)Pl ) -G ) (%) -

<wy~}oKWJ(MJ Jee[( ), = Jr

CARNREARESTIN Con 2%

les indices o et 1 ayant ici la méme $ignification que ei-dessus; et
voici Vusage que lon fera de ceite équation.

74. Si aucune condition n’a é1é preserite relativement aux limites de

I'intégrale; c’est-a-dire ,si & ceslimites , les valeurs de & ,. 2/

) x//""‘“

¥y ¥ ez, 2, 2", ... peuvent étre quelconques, les fonctions
X, Y, Z,etpar suite leurs dérivées X/, ¥7, Z/  X/*, ¥V, Z1, ...,
devront , &4 ees mémes limites, conserver toute leur indétermination:

et toute leur indépendance ; I'équation (19) ne pourra donc subsister
alors qu’autant que les multiplicateurs de

X0 Xy s Xy s Yo, Y0 Yy 2y, 2y 20, e

seront séparément nuls; on devra donc avoir séparément
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équations qui, en général, seront en méme nombre que les cons-
tantes introduites par l'intégration, et qui serviront 3 en assigner
les valeurs,

75. 81 I'une des limites est fixe, la premiére par exemple ; c’est-
a-dire, si les valeurs de 2, y, z sont données i cette limite , il est
clair que l'on auwra X,=o, ¥,=o0, Z,=o0, et 'on devrait avoir
également X/g=0, Y/,=o0, Z/;=0, X//3=0, Y",=0 , Z/ (750, cvururs
si 'on exigeait qu'a la limite dont il s’agit 2/ , ¥/, 2/, &/, ¥, 2/, cuu.
eussent aussi des valeurs données; cela ferait disparaitre autant de termes
de Téquation (19); de sorte que, sl devait en &tre de méme 2
'autre limite , cette équation se troumverait satisfaite d’elle-méme ;
mais alors les constantes introduites par lintégration se détermine-
raient en exprimant qu'a l'une et & lautre limites &, y, 2,
a, ', 2, 2, ¥/, 2 ... ont les valeurs assignées.

76. Enfin, les limites de l'intégrale peuvent n’étre ni absolument

i
—( dx”) +(dx”’ ey O (dx”) —( dxl//) s o= (dxl/’) ——es s e
dr ar v
( da’ ) (dx’” et °=<'5;,7 ‘-( da! ) o, 0'"(de”) ey eseed
/1
( yﬂ) ( y///) i O—( dyt ) ( dyt ) +ees O—.(dy///) Merng wen
/"
-_( .7”) ( y’”) ey 0 (d_y”> ( J’”’) +o; 0= (dy///) ey e
ar .
dz”) ( z///> e o= ( zl/) ( Z/”) +"" H o= dZ’” )o'_‘u'.u N curel
no ar ,
dz”) (dz///> ——_cens ? 0———( dz//> <dz///) +u.. ’ O (dz///)l.—.". y e

* (20)

o
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fixes , ni absolument indéterminées. On peut exiger, par exemple, qu’a
Ia premiére limite, on ait, entre z, y, z, et leurs coefficiens diffé-
rentiels , une ou plusicurs équations de relation, telles que

F(x ? x/ 4 x” PXLITITEY y L] y/, y// PALA A ] z £ z, ) z/,i sestae )=L=o 3

il en résultera I'équation

(dL> o+( > ‘ot j{‘,,) Xt
o= +(dL>Y+(dL>Y/°+<d//> Yd o L (21)

+( dL) Zo+< > °+<d ”> AR S

et on pourra en avoir d’analogues pour I'autre limite. On ajoutera
alors & l'équation (19) les produits de ces équations par des
multiplicateurs indéterminés ; égalant ensuite 3 zdéro dans I'équa-
tion somme , les coefficiens des diverses fonctions X , X/, X/, ...cuua
Y, Y, Y, . ..Z,Z" 4Z,... etélimnant enfin les multiplicateurs
indéterminés entre les équations résultantes , il en résultera des
équations qul , conjointement avec

L,=o0 (22)

et ses analogues, serviront & déterminer les constantes.

77- Appliquons présentement ces procédés a divers exemples.

PROBLEME VIII. Quelle est la plus courte ligne entre deusz
points de Uespace? .

Solution. Soient (a, , by, ¢o), (a;, b: ,¢,) les deux points donnés;
nous aurens ici =/ aidy 4z, et par conséquent
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dar — v x
<'——' ~0, < ) ‘/xz+ylz+zla ? <dx”> ,-....,

( /w2y zlz)—x/(xlxlf.*.y{yll +2/z!) v
da ) (x”-l-'_y””-{-z”)'i ’ ? (E;;;Tl‘

0}" sa

dr N\
—_— ) = “
<dx// =0, eonas

a av % )
(dy )"—'0’ (—(]—}”)—-‘/x/z+y/2+zlz ’ (dy”) ces-s

gl 2yt 2k 2/ 2Ymy ! (10 x”-l-y’y”-{-z’z”) dV
d.y (xl3+y/3+z/2)" .y” ) ——O, XY .

dr \¢ )
(@, =0, 00
dV)
( o, ( dz/ > t/x/z,.‘_ylz.i_zla <dz// > (o TR

/ zl/( x”-!-y” 42/2)mmz!(. x’x”{y(y”-*- z/ z")
“dz ) - (x/;+y/g+z/:)% < azr ) =0,..0.0

a7

—— — - -
ldz” ""0,.0..,

En conséquence, I'équation (14) sera

Tom. X111, e
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[#/(/* Aoyt e 2!y —a/ &/ Ay y VA2l )] X ’
[y (@t y 2 )—y! (5 5y 'y A2z JY L =0
+ L z”(x”+y”+ 2/%)— z’(x’x”—i—y’y”—l- 2/2"y1Z

A
4

dans laquelle il faudra égaler séparément A zéro les coefliciens de
X, ¥, Z. Cela ne donnera que la double équation

— g T

ou, par une prémitre intégration

o/=Mz , y/'=Nz',

et ensuite

=M:4-G ,; y=Nz+H ,

exprimant ensuite que cette droite passe per les deux points
donnés , on aura , en éliminant les constantes arbitraires , pour les
équations de la ligne cherchée

g=a, _ y=bo _ z=¢

—— —_— .
a3, b ]“"'bo c,"-vo

8. PROBLEME 1X. Quelle est, dans Pespace , lo plus_courle
ligne d'un point donné & une surface donnée ?
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Solution. Soit (a, , b, , ¢,) le point donné , et soit L=o0,

’équation en z, y, z de la surface donnée; on aura d'abord,

comme dans le précédent probléme, pour les équations générales
de la ligne cherchée

=Mz+4C , y=Nz+H .

En exprimant que cette droite passe par le point (2, , &, ¢,)
ces dquations deviendront

x-—a°=M<z-—~c°) N y’—-boz N(z-—-o,) Py

et tout se déduira & déterminer les constantes M et N.
A cause de la premiére limite fixe, I'équation aux limites sera
simplement (19), en supprimant le dénominateur commun,

3/,Xl+}’/,Y,+‘2/.Z, =0

eu, en metlant pour a’/ et y/ leurs valeurs Mz/, Na/, et divisant
par &,

MX4NY +Z =0 ;
en y ajoutant le produit de I'équation

C%)x‘X‘_‘F( g;: )sY‘+(g§ )leao;

par un multiplicateur indéterminé A, et égalant ensuite séparéy
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X 1} . $ . -
ment & zéro, dans 'équation somme, les coefficiens de X, , ¥i
Zy, il viendra

M+A(-§—-§- =0, N—}-A(g—)x:o, i+7‘(%)x=°;

d’'ol on cenclura, par I'élimination de a,

n(£)=(5),
()()

mais , en différentiant 1'équation Z,==o , on a
( dL dz; ( dar )
— :0,
dz 4, d.x:,

( dL dZ; s dL,
dy; d,’}' 1

=03

mettant donc dans ces derniéres les va!eurs de( ) ( ) ,

tirdes des précédentes , il viendra , en supprimant le facteul
dL> -
(%)
dz; dz,

M4 o =0 N4+ — o =

b

ce qui prouve que la plus courte ligne d'un point & une surface
courbe est la normale menée de ce point a cette surface; d'ou il
est facile de conclure que la plus courte ligne entre deux surfaces
courbes est la normale qui leur est commune,
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79. PROBLEME X. Quelle est , dans Pespace, la plus courte
ligne d'un poini donné & une courbe donnde quelcongue ?
Solution. Soit encore , comme ci-dessus, (@,, &,, ¢,) le point
donné , et soient K==0, L=o0 les deux équations de la courbe dont
il s’agit ; nous aurons encore, comme dans le précédent probléme,
pour les équations générales de la ligne demandée

x.—.a°=M(z—c°) s 7—50=N(z-—-co) ,
et pour D’dquation aux limites
MXx+NYx+Zx=O o

en lui ajoutant les produits respectifs des équations

(o) x5 ) (5 ) 70=0

()25 rH(i) 2

par des multiplicateurs indéterminés » et ., et égalant séparant
zéro , dans I'équation somme, les coefficiens de X, , ¥, , Z, , il viendia

M( §§- )45 ), =0
N4 (—jTK )+ S )=o,

1+7~(—j§ )l+ﬁ(jz—L)x=o;

d’or on conclura, par l’élimination de a et g 4
Tom. X111, n».° 111, 1.°* septembre 1822. a3

\
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(

omlen[ (i
- [

mais , en différentiant le systtme des deux équations K=o,

L,=0, on a

INTEGRALL S

5).(2). (%),
(@) (&)=

()%

dK \ dw dK \ dy.
\iz,ar+(?7lzz+(

dx[ dL d'yl
) =H ), =+

X )" 1 42

d’oh on conclut

() () )

'=[(
(&),
€5

dK :‘( dL ) ( dK
dj’ )x dz J: dz )x

(&),

(dL
\ dx

(5).(&
~(% )

Tdz

(5).]

"

)(%).]

dK

dz

)=°,
4
) =o
4

dK

dxx

(%))

dZ;

(drf);] ’

dy,
dz;

=) e

dL]

au moyen de quoi I'équation ci-dessus, en M et N, devxendra ,

par subsututton et suppressmn du facteur commun ’
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dx; dy.
I+M EZ +N 'Ti;l- =0,

ce qui prouve que Ja plus courte ligne d’un point & une courbe
est la normale menée de ce point & cette courbe ; d o il est facile
de conclure que Ja plus courte ligne entre deux courbes quclcongues
est la normale qui leur est commune.

80. De ce résultat et de celui du précédent probléme , onpeut
conclure également qie Ja plus courte ligne entré une courbe
et une surface courbe quelconque est la normale commune & une

et @ lautre.

81. PROBLEME XI. Quelle est la plus courte ligne entre deux
points sur une surface courbe donnée ?

Solution. Soit §=o0 l’équation de la surface courbe dont il s'agit;
pour donner deux points sur cette surface , il suffira de donner
leurs projectiens sur le plan des zy ; nous supposcrons que ces
projections sont (@, , &5), (a., &)).

Nous aurons encore ici, comme dans le probleéme VIII,

[2//(x/ A=y /* e 2/*) =2/ (2 5/ Sy y ! 4 z"z”)] X
[y (a2 y 220 —y /(@ 2! Ay 2 2 1Y | =o;
[z Ay 2 z)— 2! [l atiy y ! A2 2!) 1 2

mais les fonctions X, ¥, Z devront éire lides entre elles par
la condition (16)

CHPNERTNE SPRS

Ajoutant le produit de cette équation par o a la précédente , et
égalant & zéro les coefficiens de X, ¥, Z, dans I’équation résul-
tante , il viendra, aprés I’élimination de a entre les trois équations
auxquelles on sera parvenu,
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ds
=)
y//(x/2+y/l+z/!) S y/(x/x//.*—y/ //+z/z//)

2@ ey e 2?) — z’(x’x”—-l—y/y”-l-z/z/’)

(=)

Telles seront donc alors les deux équations différentielles de la ligne
cherchée; et il est aisé de se convaincre, comme nous l'avons an-
noncé (7z), que, eu égard & I'équation §=o , elles n’équivalent
qu'd une seule ou, ce qui revient au méme, qu’elles comportent
cette équation. Si, en effet, on différentie I'équation S=o, en y
considérant z, ¥ » 2 comme des fonctions de z, il viendra

S das ds
2V 2\ ) 2r=o0:
Jor () () 7=
or d si l'on substitue dans cette dernidre équation les valeurs de
ds
( ) ( )urees des deux premiéres, et qu'on supprime en-

suite le facteur (d— ), commun i tous les termes de léquauon
¥4

résultante, cette équation sera tout-a-fait identique.
La double équation de la courbe cherchée donne, en réduisant

{( = )x/ ( ds >z’2(z’.z//-—:v’z//) k — )}’ ¥zl —z'y ")

das
—-( ))(l)//__,/va/
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{( ds )z’-|— )y y’z”—-z’ //)_( )x’(z’x/' x’z”)

ds )
= ( S ) z/(ai Y
(dz ( y ) !
d’'od l'on tire, en dliminant et réduisant de nouveau ;
Pttt ol X (ol ]l ! ol atwptlm= o (it
R —2'2 =7 (xy -—-yx’) s Yz ...——zy = ;/—(xy .._.y/x//> ;

mais il est connu que le plan osculateur de la courbe au point
(«, £, v) a pour équation

(y/z/'—zly" ) x—a) (2’ z"—2'2!(y — £)F(2/y "~y 2" (z—c)=0 ,

en y mettant donc ces valeurs et divisant ensuite par z/§//—y/2//,
cette équation deviendra simplement

z(@—a)+y'(y—8) 2/ (z—v) =0 ;
mais si, par ce méme point, on méne un plan tangent i la

surface sur laquelle cetie courbe est tracée , 1’équation de ce plan
sera, comme l'on sait,

N das
(%) =+ (5) r—a+( 5 )e=n=o;
puis donc qu’on a, comme nous l'avons vu tout & I'heure ,

< )/+( )/+( )z’::o,

il en faut conclure qu'en chaque point de la courbe, son plan os-
culateur est perpendiculaire au plan tangent au méme point de la
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surface sur laquelle elle est tracée ; et que par conséquent son rayon
de courbure absolu est partout normale A cette surface. C'est, an
surplus, ce qu’on peut reconnaitre aussi par des considéiations
mécaniqres 3 la courbe cherchide ne devant étre autre que celle
qu'affecterait un fil élastique que l'on tendrait entre les deux points
donnés , et sur lequel la surface donnde n’cxercerait aucune sorte
de frottement. /

82. PROBLEME XII. Quel est, sur une surface donnée , le
plus court chem:n d'un point donné & une courbe donnée ?

Solution. Soit toujours §=o Péquation de la surface donnée, et
soit R=o I'équation d’une autre surface qui la coupe suivant la
courbe donnée. Soient enfin (2, ) les coordonnées de la projection
sur le plan des zy du point donné sur la premiére des deux sur-
faces. L’équation générale de la ligne cherchée sera encore la méme
que ci-dessus, et il ne s'agira conséquemment que d'avoir égard
aunx conditions relatives aux limites.

Or , I’équation aux limites sera ici (73, 77) simplement

x,l . y/' . .

—_—— X =
‘/-’”'1’+Jf'x‘+z'x‘ + V &ty ezl

z,]

Z,=o,

T Vi

puisque la premiére limite est absolument fixe. A la seconde, on
devra avoir ’

R=o0 ; S=o0;
d’olt (76) ‘ \

(Y, x4 (42 v (22 210,

() 2ok (22, 742200

Si, 4 D'équation ‘aux limites, on ajoute les produits de ces deux-ci
par A et g, et qu'aprés avoir égalé & zéro, dans I’équation somme ,
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les coefficiens de X,, ¥,, Z,, on élimine a et x entre les équa-

tions résultantes, il viendra

ICICSECOICON]
() ()~ () ] =
+[(2).F)-(5).(z). ]

mais , si 'on différentie les deux équations R=o0 , §=o0, en y consi~-
dérant 2 et y comme des fonctions de z, il viendra , en passant

e Tt
2 ), =+ ) B )=
("S)‘;:: ), (), =

squations Lot Ton tiera
(CICIECIICIN
() EAHFIE ]
[(&)( )-—( >< )]
S ENEIECENET

mettant les valeurs donndes par ces deux dernitres dans I'dquation
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ci-dessus , et supprimant le facteur commun dans l'équation ré-
sultante, il viendra, en divisant par 2/;,

+ x'; dx, y;x _d_y_: =0
-:z—/; zl_z-: -z_’: dz; -

ce qui montre que la_ plus courte ligne tracée sur une surface
courbe , dun point donné & une courbe donnée, doit couper cetle
courbe orthogonalement. 1l est facile d’en conclure que la plus
courte ligne tracée sur ume surface courbe entre deux courbes
données doit couper l'une et lautre courbes orthogonalement ; la
courbe doit d’ailleurs, dans P'un et lautre cas, avoir ses rayons de
courbure constamment normaux i la surface sur laquelle elle est
tracée (*).

83. Pour compléter la tiche que nous nous sommes imposée ,
nous aurions encore i traiter des intégrales de la forme ffUdzdy ,
ou z est fonction de x et y, et que, pour suivre l'analogie, il
faudrait d’abord ramener 4 la forme ffF)d¢du, dans laquelle z, y
et z seraient tous trois fonctions de 7 et z; mais la longueur et
la complication des calculs reculeraient , d’'une maniére notable, les
bornés de ce mémoire , déja excessivement long , et Que méme
nous n’aurions pas entrepris , & travers une multitude de distractions
sans eesse renaissantes, eu que du_moins nous aurions remis i une
époque plus favorable, si, désabord, nous aviens pu en prévoir
Pétendue.

84. Que si présentement on nous demande quels avantages peu-
vent avoir nos notations et nos mdéthodes sur I'algorithme et les

(*) On ne doit pas perdre de vue , au surplus , qu’il 0’y a proprement

minimum que lorsque la courbe cherchée se termine & des parlies convexes
des courbes donnédes.

procédés
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proeédés ordinaires du calcul des variations , et quelles vérités nou-
velles nous avons ajoutées a celles qui étaient deja découvertes,
nous répondrons que tel n’a pas été notre but; que nous conseil-
lerons méme de préférer , dans la pratique , comme neus employons
nous - mémes pour notre propre usage, la méthode des variations
proprement dite. Tout ce que nous nous sommes uniquement pro-
posé , c'est de ramener la solution des problémes qui ont donné
naissance & cette méthode} & une forme qui n’exigeit que l'appli-
cation des notions les plus communes, des théories les plus vul-
goires 3 c’est en un mot de faire ensorte qu'en lisant ceci chacun
demeure convaincu que les questions de mazima et de mimima ,
dans les formules intégrales indétermindes, w’exigent pas , pour
étre résolues, plus de contention d’esprit que n’en demandent tant
d’autres questions qui, jusqu’ici, n’ont pas passé pour difficiles; et
nous n’aurons aucun regret de nos soins, si 'on trouve que nous
ne sommes pas demeurés trop loin du but.

85. Nous devons, en terminant, réclamer I'indulgence du lecteur
pour les négligences,, nombreuses sans doute , et méme pour les
erreurs_qui auront pu se glisser dans cet écrit. §'il en faut croire
ce quon trouve dans un Opuscule de M. le D Prompt ,
imprimé en 1820 , le travail de Iillustre Lagrange sur la méme
matiére ne serait pas lui-méme exempt de reproches. Les notations
embarrassantes de ce grand géométre d’une part , et de lautre le
laconisme de M. Prompt, ne nous ont pas encore permis de vérifier
jusqu’d quel point ces reproches peuvent étre fondés ; mais c'est
la un sujet sur lequel nous nous proposons de revenir dans une
autre circonstance (*).

(" Le lecteur est prié d’observer qwh la page 6, ligne 7, en remontant ,
tous les d¢ doivent étre changés en da.
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