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NOMBRES APPROXIMATIFS,

ARITHMETIQUE.

Faluation de lerreur qui peut affecter les quotiens
et racines approximatifs ;

Par un ABONNE.

[0 Y% O W, W, W L W WL V]

DANS la plupart des calculs, les nombres sur lesquels on opire
sont des nombres décimaux, et c’est aussi en parties décimales
que l'on évalue les résultats de ces calculs.

Lorsque les élémens du calcul sont des nombres rigoureusement
exacts, on peut compter avec certitude sur la précision du ré-
sultat, & quelque ordre de décimales qu’on en pousse I'approxi-
mation,

Mais 1a plupart des nombres décimaux quon emploie dans les
calculs sont des mnombres approchés , desquels on sait sculement
qu’ils ne sont pas fautils , soit en plus soit en moins , de plus
d’une demi-unité décimale du dernier ordre; et alors on ne peut
compter sur l'exactitude du résultat que jusqu’d un certain eordre
de décimales. ’ ,

Or, il est de la plus haute importance de connaitre & I'avance
quel est cet ordre de décimales , soit pour ne pas prolonger vui-
nement des calculs sur les résultats desquels on ne pourrait faire
aucun fond , soit pour ne point compliquer ces résultats en pure
perte , soit enfin pour ne point faire illusion a soi-méme et aux
autres sur leur degré de précision,
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A la page 376 du XI.® volume du présent recueil , nous avons
déja indiqué comment on pouvait évaluer le mazimum d'erreur
des produits et des puissances des nombres approximatifs. Nous
allons présentement compléter cette théorie, en indiquant comment
on pent évaluer ce. maximum dans les divisions et dans les extrac-
tions de racines.

Mais anparavant nous observerons que, comme toutes les apérations
sur les nombres déeimaux se réduisent a des opérations sur des nombres
entiers, sauf une virgule a placer dans le rdsultat d’une maniére
convenable, nous pourrons, sans nous écarter de notre but, simpli-
fier la recherche qui nous. occupe, en supposant que les nombre$
sur lesquels nous avons & opérer sont des nombres entiers, fautifs
au plus d’'une demi-unité, soit en plus soit en moins.

Soit donc, en premier lieu , un nombre entier @ & diviser
par un autre nombre entier 4, tous deux apprechés a moins d’une
demi-unité prés. Le cas le plus. défavorable, et c’est celui que nous
devons considérer ici, serait celui ot I'un de ces nombres pécherait
par excés et lautre par défaut et ou lerreur en plus, comme
Verreur en moins serait précisément. d’une demi-unité; alors le véritable
quotient devrait étre-

et . 202 ¥

b= % 2b1.’

tandis que nous prenons-

e 2a
— ou — ;
b 2b

prenant donc la différence .de ces quotiens, nous aurons pour la.
plus grande erreur possible..

sat1 2a ==(a4by |
20371 = 2 b(2bz1)"
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“Or, pour peu que 5 soit grand, on pourra supprimer l'unité vis-a-
vis de 24, ce qui donnera simplement

: (@)
TR

c'est-b-dire, que Ja plus grande erreur & craindre sur le quotient
de la division de deux nombres entiers , approchés & moins d’une
demi-unité , est le quotient de la division de la demi-somme de
ces nombres par le carré du diviseur.

Si, par exemple, le dividende est 732 et le diviseur 324, la limite

de l'erreur du quotient sera c’est-a-dire environ un demi—

104976 ?
centi¢me; on pourra donc pousser la division & deux chiffres décimaux,
sans craindre d’étre en erreur de plus d’une demi-unité décimale
du dernier ordre ; mais les chiffres décimaux qu’on admettrait au-deld
pourraient tous étre fautifs.

Mais si, le dividende étant toujours 732, le diviseur était 3,24,
les deux chiffres décimaux deviendraient les deux derniers chiffres
de la partic enti¢re, de sorte qu’on ne pourrait obtenir le quotient
qu’a une demi-unité prés. _

Si, au contraire , le diviseur restant 324, le dividende était
seulement 7,32, on pourrait, sans crainte d’une erreur plus grande
qu’une demi-unité décimale du dernier ordre, pousser’approximation
dans le quotient a quatre chiffres décimaux.

Le cas le plus ordinaire est celui ou le dividende etle diviseur ;
considérés comme entiers, s’il est nécessaire, ont le méme nombre
de chiffres; c’est, par exemple, le cas ou l'on divise deux lo-
garithmes l'un par lautre , et c’est encore celui o I'on divise le
sinus et le cosinus naturels d’'un angle P'un par Tautre , pour en
conclure la tangente. Alors =(e-}5) se trouve avoir communément
autant de chiffres que 2, tandis que 4* en a un nombre double,
d’ot P'on voit qu’alors, en considérant les deux nombres comme

dom. XIII. 25
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enticrs , on peut pousser I'approximation dans le quot’yenté autant
.~de chiffres décimaux quil y a de chiffres dans le diviscur.

a

Ainsi, par exemple, pour avoir la valeur du nombre -
trente chiffres décimaux , comme Euler I’a donnée quelque part,
il faut employer le nombre = avec trente chiffres décimaux, et il
serait méme convenable , pour plus de sureté, d'en employer
irente-un,

Soit, en second lieu, un nombre entier @ pouvant au plus étre
fautif d’une demi-unité, duquel il faille extraire une racine dont
le degré soit m ; on voit que lerreur & craindre dans le résultat
devra étre la différence entre {,"/; et Va:
quantité revient a

. Or , cette dernitre

wim

— E ¢ 1 m=—i me==)(2m=——1 T
3’“ ‘+ T T s + S-—_‘—zﬁ_—-—) . +o‘u
= m 2a 1.2.n% fa* 1.2.3m3 8as
de laquelle retranchant la premiére, on obtient, pour I'expression’
de Derreur possible,

4= 1.1___ 1 ...1_ (m—1)(2m==1) _1_ ;.... } .
"“/agm 20+ l2m* 4a? + 1,2.3m3 8a3 + '

or iei, ou il me s'agit que d'une limite , les termes de la série
qui suivent le premier sont évidemment négligeables , vis=i-vis de
celui-ci , de sorte. qu'en faisant abstraction du signe , on peut
prendre simplement

", -

Va t

_— I T 3
ama 2y, gm=1

cest-a-dire.que. Perreur qui peut affecter ‘une racine dun degré
quelconque d'un nombre enticr , approché seviement & moins d'uné
demi-unité , est une fraction qui, ayant l'unité pour numérateur ,
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a pour dénominateur la racine du méme degré de la puissance du
degré immédiatement inférieur du nombre proposé , muluplise par
le double de lexposant de la racine dont il s’agit.

Si, par éxemple, 54324 est le nombre proposé, dont il faille
extraire la racine cubique, son quarré sera 2951096976 , dont Ia
racine cubique , bornde & la partie entiére, sera 1434 qui, mul-
tiplide par 6, donnera 8604 ; de sorte que la limite de l'erreur
possible sera

1
Tie3 ~ 0,0001

on ne devra donc pousser l'approximation qu'd trois chiffres dé-
cimaux seulement.

Si donc le nombre proposé était 54,324 , on pourrait ponsser
I'approximation , dans 'extraction de laracine, jusqu’a quatre chiffres
décimaux.

Supposons , en général , que & soit un nombre entier de 7 chiflres;
4™ pourra n’en avoir que (m—1X(n—1)41, d’olt il suit que y} am-:

. . (m—1)(n—1)-}1
pourra ‘n’en avoir que ——————— ; et, dans les cas les plus
. m
ordinaires , son produit par 2, pourra n'en avoir pas davantage ;
la limite de I'erreur sera donc une fraction ayant l'unité pour nu-

: . (m=—1)}(n—1)+1
mérateur , et pour dénominateur un nombre de @bt

m
chiffres ; d'out il snit qu’il ne faudra pousser I'approximation qu’a

an nombre de chiffres décimaux exprimé par

(m—1)(n—1)-}-1 (m=—1)(n=—2)
-1 ou —m—

m m

Si le nombre entier proposé avait un grand nombre de chiffves,
et quil fallat en extraire une racine d’un degré trés-dlevéd, 1 et 2
pourraient étre ndgligés vis-a-vis de m et z, d'oi I'on voit quon
pourrait , dans lextraction de la racine , pousser I'approximation a
autant de chiffres décimaux que le nombre proposé aurait lui-méme

de chiffres.



