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PROBLEME DU CHIEN. 145

GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Solution nouvelle d'un probléme énoncé dans la
correspondance sur lécole polytecknique;

Par M. Tuomas pE St-Laumrent, licutenant , aide-major
da corps royal d'état major, au 7.° régiment dartillerie
a pied.

[0 %0 Vi ¥a VI Mo Vi Vo e

Ala page 275 du IL® volume dela Correspendance sur I'école
polytechnigue, on trouve ce qui suit:

« Un ancien éléve, directeur des douanes & Fuligno, département
» de Traziméne, M. Dubois-Aymé sc promenait sur le bord de
» la mer; il apergut, a quelque distance, quelqu'un desa connais-
» sance, et se mit & courir pour l'atteindre; son chien, qui s’était
» €carté, courut vers lui, en décrivant une courbe dont I'empreinte
» resta sur le sable. M. Dubois, revenant sur ses pas, fut frappé
» de la régularité de cette courbe, et il en chercha I'équation,
» en supposant , 1.° que le chien se dirigeait constamment vers I’en-
» droit ol il voyait son maitre; 2.° que le maitre parcourait une
» ligne droite ; 3.° que les vitesses du maitre et du chien étaient
» uniformes.

» Prenant pour axe des y la ligne dreite parcourue par le malire,
» et pour axe des x la perpenciculaire abalssée sur cette droite
» du point de dépzrt du chien , on trouve, pour I'dquation de la
» courbe

Tom., ZlIl, n.° V', 1.%% nogembre 1822, 21
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» dans laquclle 7 est le rapport -des vitesses du chign et de son

» maitre ; et « l'angle que faic 'axe des y avec ladroite qui joint les

» points de départ du maitre et du chien (*).

.» Cette courbe est telle que ses rayons de courbure sont pro-

» portionnels aux abscisses des points auxquels ‘ces rayons appar-
» tiennent »,

En cherchant & me rendre compte de l'analise qui avait pu
conduire & cctte équation ,“ elle m’a paru inexacte, etil m’a semblé
que la courbe qui résout le probleme ne pourrait, en particulier,
jouir de la propriété annoncée. Je vais exposer ici la marche que
jai suivie et les résultats que j'en ai obtenus; en laissant au lecteur

‘A prononcer entre ces résultats et ceux qui se trouvent consignés
dans la Correspondance.

Quelle que soit la courbe décrite par le chien, on peut tovjours
supposer qu’d ‘chaque instant il marche sur la tangente & cette
courbe ; d'ou il suit qu'a chaque instant aussi la tangente menée
~a la courbe quiil déerit , par le point de cette courbe ou il se
trouve, va couper ladroite décrite par son maitre au point ou celui-
ci se trouve lui-méme en cet instant.

Soit prise cette droite pour axe des y, les coordonnédes étant

(*) On pe dit pas ce que @ représente ; mais on peut présumer que cest la
distance de lorigine au point de départ du chien,

J. D. G,



rectangulaires et Jorigine quelconque. Si I'on désigne par (z/, /)
le point de la courbe ol se trouve le chien & un instant quel-~
conque , la tangente en ce point , dirigée vers son maitre , aura
pour équation
d (x__x/) . ([)
y“j’ dx/ \ 4

on aura donc la position du maitre sur la droite qu’il déerit, ou
sa distance & l'origine , en cherchant Dintersection de ce ceite tan-

gente avec l'axe des y , c’est-a-dire la valeur de son ordonnée qui
répond & x=o0 ; désignant donc par y// cette ordonnée, on aura

dy’
W om Al ny! —— 2
y'=yl—a (2)

Or, présentement , si l'on désigne par = le nombre d'unités de
longueur que parcourt le maitre pendant que son chien en parcourt
une seule, et que, suivant l'usage, on représente par s’ la lon-
gueur de l'arc de courbe commengant & un point quelconque et
se terminant en (2/, ¥/), on aura

d),// - d),// ds’ .
Fr L ksl (3)

mais , d’une part, en différentiznt I'équation (2) et y considérant
a’ comme la variable indépendante, il vient

d,y . , &3.},1
= e 1)

e da’2 i

d'une autre, on a, en remarquant que, s/ croissant, a/ diminue

{_‘;‘_:_[__...sg'/.{._( d.x’ — 3
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substituant donc , et supprimant les accens , désormais inutiles,
on obtiendra pour I'équation différentielle seconde de la courbe

cherchée
By _ F TGN
x-dzz —ﬂyl-}-(&-) . (4)

Remarquons d’abord , avant d’aller plus loin, que, d’aprds la
maniére dont nous avens procédé, cette €quation ne suppose pas
essentiellement que les vitesses du chien et de son maitre soient
constantes ; mais seulement qu’elles sont 4 chaque instant dans le
méme rapport. On congoit , en effet, que la nature de la courbe
décrite par le chien ne saurait dépendre des vitesses absolues.

On sait qu'en représentant par 7 le rayon de courbure d’une
courbe en l'un (#,y) de ses points, on a

(@
diy

dxs

(5)

dz
en mettant donc dans cette formule pour E}c?; sa valeur (4), il

- 23]

d’otr Von voit qu’il n’est pas vrai que le rayon decourbure de la courbe
dont il s’agit soit, comme on 'a anroncé dans la Correspondance ,
proportionnel & son abscisse. On voit en effet que ce rayon est
proportionnel au produit de I'abscisse par le quarré de la co-sécante
de son inclinaison sur l'axe des a.

viendra

Pour obtenir Pintégrale premidre de Véquation (4), faisons, sui-

d . -
vant l'usage , __d_r; =p;elle deviendra ainsi
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d
& = =ny/ T
c’est-a-dire ;

d dx
d =n —

Vigps x
équation séparée dont l'intégrale est

Log.(p~+v/ 14p?) =nLog.d+t-nLog.x =nLog. 4z =Log.(4Lz)"
d’ou

1

A= —{p+V53p )" (7
A étant la constante arbitraire.

Employons cette constante 3 fixer la position de I'origine, sur
laguelle nous n’avons pas encore statué, en la prenant de la ma-
niére la plus propre a simplifier la forme de l'équation primitive.
Remarquons pour cela que , les résultats auxquels nous sommes
parvenus jusqu’ici étant absolument indépendans du temps , il nous
est permis de ne pas considérer de point de départ, c'est-a-dire,
de supposer que le malire et son chien marchent depuis quel temps
on voudra; d’aprés quoi on peut concevoir une époque ol la tan-
gente mende & la trajectcire par le point de cetie trajectoire ol
le chien se trouvait alors était perpendiculaire 3 la droite indé-
finie décrite par son matire , c'esi-d-dire , & I'axe des y; et ou
conséquemment le maitre se trouvaii au pied de cette perpendiculaire,
c'est-a-dire , & l'oricine. 5» nons '? onc cette tapsentz pour axe des
a , et supposons qu’alors la distance du chien 3 son malire est
a ; cela reviendra & admettre que , tandis gque le maitre part de
lorigine pour parcourir 'axe des y, dans le sens des y positives,
son chien part d’un point de l'axe des & distant de cette origine
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de la quantitd ¢: on devra donc avoir , en méme temps , z=a et p=o;
au moyen de quoi I'équation (7) deviendra simplement

‘A=

Q-

valeur qui, substitude dans cette méme équation (7), la changera
en celle-ci :

b 4
a

—_ —_— x \"
{P+Vi4pim, ou P+\/x+p==(;> .

LRI

En transposant et faisant disparaitre le radical , on tire de cette

derniére
{EIECIIE ®)

valeur qui devient également infinie , soit que # soit nul ou bien
qu’il soit infini,
On tire de 12 successivement

r=i{(3) =+ (3
=i (3 )+ () ©
& =va=i{(F)+(2)

ce qui dopne, en intégrant,

an=2im (2Y - (27

p:

d’onr
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Si l'on veut compter les arcs depuis le point que nous avons con~

(44

13

sidéré comme point de départ da chien , on devra avoir & la £3is
s=0 et #=4, ce qui donnera

B=

Lle

1 1 ]
gn-%-xm;-:;’

puis en retranchant

S ORI =T O R I

D'aprés les foermules (6 et g ), on aura

- as a \2Ht1 a \2n—=1 Ja
r= (S H(E)5 § ; (1)

d'olt on tirera

dr 1 € - \zn-@«: <a 21 —1

m=m(o) +(3)7

20=1 x 2N 1 £y 7y | a \z2n4-1
2 e 2 x

le rayon de courbure mazimum ou minimum répondra donc an
point pour lequel on aura I'une ou l'autre des deux équations

ﬁ \ 2041 ' a )1"—1- )
2 (=) @ =0,
s/ .

zndi o fox \2ME a \irtt
-—-—2'—- \*‘“—) 2 —-(——) 1 =0,
&< Ry

La premiére, qui revient a



152 PROBLEME
x+(%>m=o;

z=ay =1, (12)

donne

valeur qui ne sera réelle qu'autant que 7 sera une fonction ayant
un dénominateur pair, et qui sera alors égale & —a. La seconde
donne

T ——
3”/21{2—-1 .

2_5-{? ’ (13)

T=a

valeur qui sera toujours réelle , lorsqu’on. aura 2> ; ; mais qui,

dans le cas de n< : ne sera réelle qu’autant que z sera une fraction

ayant un dénominateur pair. Quant au rayon de courbure au point
. . a

de départ du chien ou #=a, il sera — ;

2 ~

Passons enfin 3 la recherche de Téquation de la courbe, En

d
remettant pour p sa valeur -Ei—, dans la formule (8), on a
+C"“ < {[/ zy i "t %
yre=tf {7 )—(5) o= s

9’+C=-?-{-3——<-f- >"+‘+J__ L i:

2 (241 NI\ x

c’est-a-dire

En se rappelant qud y=o doit répondre z=a , on aura

0=i’-§‘+’§;

2 {(n-}1 N1

d’olt, en retranchant
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, L=t §<_’”_>"+'._-.1 ! +n_’_1§<—f;)m—-x Lo o)

a
Telle est donc I'équation de la courbe.
Cette équation peut étre mise sous la forme suivante:

1 n I a \\nt1 1 @ \
2( L4 =—(=) +=(=
a 712w Y n—1I a 72 Y x

de sorte qu’en portant ['origine au point de Paxe des y pour le-

quel on a

ym——— (16)

)2 mmane § ?

ceite équation deviendra simplement

=tm(s) HE )T )

Si 'on pose
a 2 \a+1 a a \i=1
2y/= —_ ) 5 2y = - )
n-1\_ e ne—1\ % ’

o1l aura

ot

(18)

-3

y=y"+ty” .

En construisant donc les courbes exprimdes par les équations (18) ;
ce qui sera facile an moyen des logarithmes , les ordonnées de la
courbe cherchée seront la somme des leurs.

En désignant par y/ la distance du maitre A U'origine , lorsque son
chien est au point (#,¥), on a, pour la distance du chien & son

maitre ,
Tom, XIII, 22
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V&t =" 3
mais la formule (2) donne

yi=—y==—pz ,
ce qui donne, en substituant,

RN OO

ou encore
;aﬁ(g)"f# ()™ § . (19)

Aprés avoir ainsi déterminé les formules générales , venonsa quel-
ques cas particuliers. Supposons , en premier lieu, que la vitesse
du chien soit égale a celle de son maitre ; on aura alors 2=1,
ce qui rendra infinie une partie du second membre de I'équation
de la courbe., Cette circonstance annonce un changement dans la

forme de la fonction, et nous oblige de refaire une partie de
nos calcals pour ce cas particulier.
Nous aurons ici

+-z-§;

ele
l
Wi

P

sl

ce qui donnera, en intégrant
1 x:
s4B= ;(—— +aLog.z ) ;
20

en sec rappelant toujours qu'a s==o dcit répondre =4, on aura
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B= ~(£— +aLog.a) ;

d'olt, en retranchant,

S= 5

. X 2mempy 2
20

~alog. —:—-} :

ou encore
4-5- = (% )2+Log. (—[—T—)zmr ¥

Nous aurons ensuite (11)

=2 (ZJHEY
()t

ou bien

a
re= -
4

I'abscisse du point pour lequel le rayon de courbure est le moin—

dre , sera
2 L]
a= —‘7-? ;
et sa longueur sera
r= .4_‘/3 a
9

Quant au rayon de courbure au point de départ du chien , il sera
égal a a.
On aura enfin



* 136 PROBLEME

yre=i f (5= )d
c’est-a-dire ,
y+C= ;(-Z—:: -—aLog.x) ;

en se rappelant done qu'a y==0 doit répondre #=a, on aura

z az
C=: (:;— -—-aLog.a> )

d’odt, en retranchant,

Y /=Y _’E_)‘_.
4 ~ = = Log.(ﬁ\ I,

Cette équa‘ion peut étre écrite ainsi

x32 a x
rhp=ETIte T

d'od on voit qu'en descendant Vorigine sur I'axe des y de la quantité

a . .
- I'équation de la courbe sera simplement

x3 [

x
y=E"ZLOg'7§ 5 (20)

de sorte qu’en posant B

X2

y'= T’ y“-—:—-a:Log,. —E— , (21)

on aura
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En construisant donc les deux courbes exprimdées par les ¢

o
127

qzmtio:s

(21), dont la premiére est une parabole ayant pour axe I'axe des
y, son sommet 3 la nouvelle origine, et son foyer & une distance
a au-dessus , tandis que la scconde est une logarithmique , les dif-
férences de leurs ordonnées correspondantes scront les ordonndes
de la courbe cherchée.

On voit aisément , par la forme de Pdgnation (1g), que la courbe
est enticrement située du cOté des @ positives ; elle I'est également
du coté des y positives ; car , pour que y put étre négatif, il
faudrait qu'on pht avoir (1g)

2 a 2 : x \?
Z;—<——L0g.-a—, ou c(“)<k;—> H

. . . . " I£= k‘
ce qui est impossible, puisqu’ona, en général, ekz=l+-;+;+-.>1f'i

Cette courbe est donc entiérement située dans 'angle des coordonndes
positivess La valeur de p, qui est ici

(%)

fait voir d’ailleurs que z croissant de @ & linfini, p croitra de zéro
a linfini positif, tandis que, x décroissant de @ a zéro, p décroit
de zéro 3 linfini négatif ; et comme d’un autre c6té y devient éga-
lement infinie , scit qu'on fasse x nul ou qu'on le fasse infini, on
en doit conclure que la courbe, constamment convexe vers l'axe
des #, a deux branches infinies comme la parabole , avec cette
difference que ces deux branches n’ont pas la méme courbure.
On voit, en cffet, que 'une d’elles est hyperbolique, ayant 'axe
des ¥ pour asymptote , tandis que l'autre a pour asymptote une
parabole située du c6ié de sa concavité et ayant pour équation

wln

p:

a*=4ay .
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Enfin, I'expression générale (14) de la distance du chien & son
maitre devient, dans le cas actuel,

e k(2]
quantité qui tend sans cesse & se réduire a ;#, & mesure que =z
devient plus petit. Ainsi, non seulement le chien n’atteindra jamais
son maitre , mais il en sera toujours 4 une distance plus grande
que la moitié de celle qui I'en séparerait au moment du départ.
Il est facile de conclure de la que, si I'on développait la courbe
décrite par le chien, en I'appliquant contre 'axe des y, son ex-

trémité tomberait a une distance ;& au-dessous du point de départ
du maitre.

Pour second cas particulier , supposons que la vitesse du maitre
soit double de celle de son chien, c’est-a-dire , supposons n=2.
Nous aurons d’abord (10)

(E)= ==
=i (F) T+ () = () +

Nous aurons ensuite (11)
SOOI
e (2D

X

a

2

alew
win

ou bien

a
r= —,
8
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L’abscisse du point pour lequel le rayon de courbure sera mini-
mum , sera (14)

=ay/

et la longucur de ce rayon sera

V\‘wl

r= {1y ZFVT

L’équation de la courbe scra (15)

1= (2.

En portant l'origine (16) au point pour lequel on a

l@

—_— 2
y==—z2,

cette équation deviendra simplement (17)

=)+ (Db

de sorte qu'en posant (18)
"
s ma(Z) aZ(2)mr.

y=y'—4y"

on aura

Les ordonndes de la courbe seront donc la somme de celles d'une
parabole cubique et d’une hyperbole ordinaire ayant leur centre
commun i la nouvelle origine et situées dans les deux angles des

coordonnées de mémes signes; les nouveaux axes étant les asymptotes
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de I'hyperbole et celui des # étant une tangente & la parabole cu=
bique. La courbe cherchée aura donc aussi un centre 2 la nouvelle
origine ; elle sera composée de deux parties séparées, parfaitement
égales, situdes dans les angles des coordonnées de mémes signes ,
et ayant chacune deux branches infinies , comme la courbe qui
répond au premier cas , dont I'une hyperbolique et l'autre para-
bolique. Les denx branches hyperboliques auront I'axe des y pour
asymptote commune. L'asymptote commune des deux autres sera
la parabole cubique. On sent dailleurs que la partie de la courbe
situde dans l'angle des coordonnées positiyes sera la- seulc utile au
probléme, T

“ . iy , .
On trouvera enfin ici (19), pour Uexpression générale de la dis-
tance da chien 3 son maitre ,

e (5)+ (D)

quantitd qui tend a devenir infinie, & mesure que x devient plus
petit. Ainsi, I'avance du maitre sur son chien croitra ici indéfiniment.

Pour derniére application, supposons qu’d V'inverse la vitesse du
chien soit double de celle de son maitre , *c’est-a-dire, supposons
n=:. Nous aurons d’abord

2o = S+ (5 -+

Nous aurons ensuite (11)
a X a
r= — I+-—) ;
2 a

d'ol Pon voit que le rayon de courbure sera le plus petit possible
lersque # sera nul, et que sa longueur sera alors ;a.
I’équation de la courbe sera ici (15)
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.y — ! x %_ ———— i E._. R -
2—;-—;{(;) l; {(0) I§,
mais en portant P'origine au point del’'axe desy pour lequel on a 16)
y=sa,

elle deviendra simplement (17)

e (2

de sorte qu’en posant

y=1a( < ) , yr=a( 2 ) ;
(=) G)=3.

y=y'—y" .

c¢’est-a-dire ,

on aura

Il est aisé de conclure de 1 que la courbe est toute situde du
c6té des x positives; qu’elle est symétrique par rapport au nouvel
axe des # , qui en est un diamétre principal ; que la nouvelle
origine est le sommet de ce diamétre ; que la courbe par-
tant de ce point s’écarte également de I'axe des z, en dessus et
en dessous , jusqu'a la distance ¢ de I'axe des y, olt il y a unc
double ordonnée maximum égale 4 >a; que, passé ce terme, les
deux branches se rapprochent de Paxe des z ou elles vont se couper
4 une distance 32 de lorigine, en faisant avec lui des angles de
30°; et qu'ensuite elles se prolongent indéfiniment, en s'écartant

de plus en plus de cet axe.
Tom. XIII. ‘ 2

(4]
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L’expression générale de la distance du chien & son maitre (19)

devient ici
X x x
@ <I+ P )V _; ,

qui est nulle en méme temps que . Le chien atteindra donc son
maitre ; et comme , abstraction faite du signe, pour =0, ona

S=

wis

a ,

il s'ensuit que, lorsqu’il Patteindra, le maitre aura seulement par-

couru les ; de lintervalle @ quil’en séparait au moment du départ.

Mais , afin que la loi de continuité soit maintenue, la figure de
Ia courbe indique que le chien, aprés avoir atteint son maitre, le
fuira en conservant toujours une vitesse double de la siennc.

On voit donc, en résumé, qu’excepté le seul cas ol les vitesses
sont égales , la courbe décrite parle chien est toujours algébrique;
et que , sans qu'il soit nécessaire de faire disparaitre les radicaux ,
ce qui quelquefois pourrait étre assez difficile , on pourra toujours
commodément la décrire , au moyen de deux courbes auxiliaires
dont une sera de la famille comprise sous la formule générale

WP = Aat,

tandis que l'autre sera de la méme famille ou de la famille com-
prise sous la formule générale

aPyi=B ,

suivant que 7 sera moindre ou plus grand que l'unité.



