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RESOLUES: 105

Solution du probléme danalise lranscendante propose
& la page 321 du XIL*® volume des Annales ;

Par MM. Pacast MicHEL , ingénieur & Geneve,
M....s , a Berlin,
C. G., a Grenoble,
StEIN, professeur au collége de Treves, ancien
éleve de Téeole polytechnique ,
Et Querrer, chef d'institution a St-Malo.
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P ROBLEME. On demande la somme JSinie de la suite infinie

aCos.x | a2Cos.ox +a3Cos.3x atCos.4x

1+ + 1.2.3 + 1.2.3.4 o

I 1.2

Solution. La plupart des solutions qu'on a données de ce pro-
bléme reviennent pour le fond & ce qu'il suit.
Si, dans le terme général,

anCos.nx
?

1 02030000 n

oen met pour Cos.zz sa valeur connue

Cosnx=

(Cos.z=4-1/ =;Sin.z)"4(Cos.z—/ —1Sin.z)*
2
2

en faisant, pour abréger,
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a(Cos.x+V:TSin.x)$p »  o(Cosz—y/=iSinz)e=yg ;
ce terme général deviendra

O e o A

123t

donc la suite proposée est la somme de deux autres dont les termes
généraux sont respectivement

p" gn

- / - W
. vy .
1.2:300men ’ 1.2.3 seeeene B

)

7
or , ces suites sont connues et somt les développemens respectifs do
reh, et
donc , en désignant par § la s;)mme de la suite proposée, c;n aura
aS=cl4e? ,
ou, enremettant pourp et ¢ les fonc;ions dont ils sont les symboles,

aCos.x4\ —7aSin.x aCos. x—\/_{aSia.x
aS=e V= e V= ;

¥

ou bien encore

2S=¢ .aCos.x ( e+\f:'faSin.x+ en—\(: aSin.x) ;

mais on sait que

=iaSinx , 'w=\'5aSin, .
6+V e +e"’\/ wasin Jw*-:::aCc»s.(aSm..v:) ;

donc enhfin
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¥

§=¢"C* Cos.(aSin.z) .

M. Querret déduit ce résultat d’'un théoréme trés-général, Si I'on
sait, dit-il , sommer la suite

A -Aa+ 4,044,804 o, (1)

dans laquelle 4, , 4, , A, ;... sont supposés des coefliciens nu-
mériques, et qu'on en représente la somme par f(¢), on aura

f[2(Cos.z+1/ =:Sin.x) ]4-f[a(Cos.z2—/ =;Sin.z)]
2

pour la somme de la série

A.4-A4,aCos.x4A,a*Cos.22+A4,0*Cos.3z4-..... (2)
et

fla(Cos.z+4-/ =(8in.2)]—f[a(Cos.z—y/ =:Sin.2)]

PRV jmr

pour la somme de la série
A.aSn.z244,a*Sin.224+4 ;a*Sin.3z4-....... (3)

En cffet, suivant la signification donnée a la caraciéristique f,
en changeant successivement a en

a(Cos.z+y —:Sin.z) et  a(Cos.x—y/=;Sin.z) ,
on a

f[a(Cos.z4-1/=1Sin.z)]

pour la somme de la série
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A+ 4,0(Coszty/ =3Sin.z )4 4,0*(Cos.zaty =isin2a)f (B)

et
f[a(Cos.z—/ =1Sin.z)]

pour la somme de la série
AostA,a(Cos.x—y/ =iSin.z) 44 ,a*(Cos.22—y/ =18in.22)+.. (5)

or, la série (2) est la somme des séries (4, 5) divisée par 2; et
la série (3) est la différence de ces mémes séries , divisde par
2y/<=1, donc la somme de la série (2) doit éire la somme des
séries (4 , 5) divisée par 2; et la série (3) doit étre la difference
de ces mémes séries, divisée par 2¢/=I.

L’application a la série proposée est facile; on a, comme l'on sait,

al ak

1.2.3 + 1.2.3.4

=1 +_::-_+-I€ -+ Feee

donc e*=f(a); denc la somme de la série

aCos.x a2Cos.2% a3Cos.3x a4Cos.4x
L +-

1.2 1.2,3 1.2.3.4 F o

sera , d’aprés ce qui précide ,

= ea(Cos.x-}-\/:_—,Sin.x) +ea(Cos.x—\7:'f Sin.xy

¥
2

ou

aCos.x
e

P (e G4V —1aSin.x

1aSinx

+g"-\/

2

c'est-a-dire
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S= eacos'x.Cos.(aSin.x) 5

comme ci-dessus ; résultat qu'on peut mettre aussi sousla forme

ac-‘.x\,‘x ae V=
e —+e
S o2

M. C. G. observe qu'au surplus le r’sultat

aCos.x aCos.x a2Cos.ax a3los3x

e .Cos.(aSin.z) =1+ — + +

1.2 1.2.3

sasp

peut se vérifier immédiatement par le développement. On sait,
en effet, que

aCos.x +aCos.x + a*Cos.ox + a3Cos.3x atCos.éix +
=1 e §
1 .2 - 1.2.3 1.2.3.4 "
C si ) a2Sin.2x a4Sin.éx abSin.6x a8Sin.8x
os.(aSing)=1— - —
‘( ’ 1.2 1.2.3.4 1.2.3..00 102:3008 ’

multipliant ces équations membre 34 membre , ordonnant le sc-
cond membre du produit par rapport 4 @ , et faisant attention
qu'en général

7 Nl Nemy p=3

n n=-—1 . .
Cos.nx=Cos.rx-~ -—;—Sm.’xCos.""’x-i-;""‘ 3 '-4— Sin.*zCos, " 4p-.;
1 2

1l viendra

&Cos.x aCos.x aiCos.zx_l a3Cos.3x

H a4Cos.fx
¢ -Cos.(¢Sin.z)=1- —- t

e

1.2 1.3 1.2.3.4

Fo ()

M. Stein observe que , parle méme procédé , on se convaincra
facilement que

dom, X111, {1
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Cos. 2 1 2Sin in. .
ea 08, x.Siu (aSiﬂ.x):;:as:'x + a S: z.zx + aSi::x +-..; (ﬁ) |

!

nous observerons , 3 notre tour , qu’en changeant # en ;=—x , on
déduit de ces formules

Sin.x Si 1Cos.2% 3Sin.3x
a in.x COS.(dCOS.:t)—I+a i __@*Cosax  o3Sin e ()
1.2 1.2.3
aSm. Sm.(aCos x)_aCos.x+aﬂsin.zx _a3Cos:3x _a!rSin.4x $. (3}

1.2 1.2.3 1.2.3.4

M. Querret dédait bien facilement le premier de ces trois der-
niers développemens de sa formule générale. En continuant, en effet ,
de faire f(a)=¢*, la série (3) deviendra

aSin.x a2Sin 2x a38in3x ‘aésin.l}x
+ +

1.2.3.4 o

1 1.2 1.23

dont la somme sera conséquemment

N

.’ (Cos x4~/ 1 Sin.x) ea( Cos.x——3Sin.x)

2v-—l ’
ou bien
7
aCos.x  «}\/=1iaSin,x —\/—T1aSinx
e (e v — v
2‘/—-[ ’ -
ou enfin
aCos.x _, .
e SinlaSinzx) .

M. C. G. observe que la fermule
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aCos.®  aCos.2x | a3Cos.3x | aiCos.fx
12 1.2.3 1.2.3.4

(111}

"% Cos. (aSin.z)=1

a cela de tres - remarquable qu'elle renferme, comme cas parii-

culiers , les développemens , tant des exponentiels que des fonctions,
circulaires, Si y en effet , on y fait successivement F=0 ot

¥==i=, on trouve

a4

ab
I+ + Iy 1.2,3 + 1.2.3.4 +."“-’

a? ak ab
0S.2=[w— — — seve 3
C 1.2 + 1.2,3.4 1.23...6 o
la formule
aCos & aSin.x | a*Sinax | a3S8in3x | a4Sin. 4x -
n )= -
SinaSina)= =T T e B

donnera pareillement, en faisant z= I,

a3 as al

1.2.3 + 1.243.4.5 - 1e2,3000e?

+.

R [/
Sing=— =
I

M. Stein remarque, & son tour, que, connaissant la série pro-
posée, on en peut déduire les sommes d'autres séries également
remarquables. En y ‘changeant, par exemple, # en 2x, il vient

aCos.zx aCos.2x , a*Cos.x | a3Cos.bx

.Cos.(aSin.2z)=14

1 1.2 1.2,.3

a".Cos.2nx . ,
de cette nouvelle série peut cga-

e général
or , ]e term g 1.2.3 00 000asl?

.

lement éire mis sous les deux formes
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at 2a"Sin.2nxe 24anCos.2nx a#

T 123 w0an 1.2.3 eeseee Xe2.300n
il viendra donc, en faisant successivement les deux substitutions;

aCos.zx

.Cos (aSm.ax)-(:-—l-— + +-——- Fe

1.2.3

aSin.2x 2a3Sin.2ox a3Sin23x
S )| atee
I 1.2 1.2.3

aCos.a2x . aCosax , a*Cos.z2x , a3Cos.23x .
. .Cos.(aSm.zx}:z( — -+ + e

1.2 1.2.3

2—-( + + +...

123

d'od on tirera , en transposant et remplacant I'une des séries par
sa valeur &%,

aCos.ax

oSinix  a2Sinlax | a3Sina3x A . Céé;(aSin.zz)
1 + 1.2 1.2.3 o=
. s L0 2
aCos.3x
+ aCos.2x + a*Cos.tax + a3Cos.23x + e te .Cos.(aSin.2x)
1 s
- I 1,24 1.2.3 . 2 . ?

M. Stein remarque encore que , par des moyens semblables a
ceux qui ont été appliqués & la série proposée , on parviendrait
aussi 3 sommer la série

aSin.x e2Sin 2% a3Sin3x atSin.fx

b + a2 - + 3 + - +"-" s

4 -
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, a"Sin.nx
dont lc terme généralest

. Le résultat serait compliqué d'ima-

ginaires qu'on ne pourrait faire d.sparaitre que par des moyeus pcu
directs ; et onm trouverait hualement pour la sommne cherchée

Sin,
Arc, <Tang.= i )»"

12 Cos.x

aussi la série proposée n’est-clle autre chose que la valeur que l'on
tire pour y de [’équation
aSin.x

Tang.y=

1—aCosuz ’

trés-usitée en gdodesie.
M. Querret tire de sa méthode générale plusieurs autres som-
mations. Posant, par exemple, f(¢)=Log.(1-&) ou

a a2 al ab ab
foy=7—7Fr5—7+5—

:l en conclut que la somme de la série

aCos.x e*Cos.2x . a3Cos.3x aiCos.fx

Sy ae—

3 2 3 4

doit étre

Log.] 1-}2(Cos.z41/ =1Sin.2)]+Log.[ 14-2(Cos.zx—¢/ Z1Sin.z) ]

P

£

cu encore

Log.(1-42aCos.x-}-a2) )
?

3

de sorte quwon a
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2 . 3 .3,
Log.(1424Cos.24a*)=2 («:Cis.x —: c:s 224l Cg‘ 2 — ) .

En faisant successivement a=-1 et @==—1, il vient

Cos. . Cos.3 )
Log.(14Cos.z)=—-Log.2+2 0: z Cos:x -+ 0; = _Co;4x tee )
)

Log.(I~Cos..;:)=-Log.a—2(q°:.x + Cosz.zx +Cos?;3x + Cozéx +. > ;

développemens donnés par Euler ( Voyez son Calcul intégral,
tom. I, 3 la fin du chap. VI); il en déduit ensuite

Log.Cos. §x;—Log.2+Cos.x— z Cos.22+4; Cos.3z— ; Cos.fz ..
Log.Sin. ; #=—Log.2 —Cos.z— ; Cos.22— ; Cos.34— ;Cos fr—...

" LogTang.} x=—2(Cos.z}£ Cos.3z+ = Cos.52+ £ Cos.7z .. 0..) .




