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MOUVEMENS APPARENS. 41

I
|

OPTIQUE.

Essai dune théorie generale des mouvemens apparens ;

Par MM. LentrERIC , docteur s sciences, nproioiseds au
coliége royal de Moatpeilier.

[a e 2a Vi Vi Vg Vo Vi W V)

LE double mouvement de rotation de la terre sur son axe et
de trahslation de cette planéte autour du soleil est , pour ceux
de ses habitans qui la supposent absolument fixe , une source per-
pétuelle d'illusions, et complique singuliérement & leurs yeux les
mouvemens de tous les autres corps célestes. Les astronomes eux-
mémes , bien qu’ils ne soient pas dupes de ces illusions , n’en sont
pas moins obligés sans cesse de corriger les résultats de leurs
ohservations de la complication qu’y introduit la mobilité du point
d’ott ils les font.

La considération des mouvemens apparens ou relatifs ; et de leur
liaison avec les mouvemens absolus , revient donc a chaque pas
dans I'astronomie. Cependant la théorie de ces sortes de mou-
vemens n’a encore €été traitée nulle part avec toute Iétendue et Ja
généralité qu'elle comporte ; et on s’est borné 2 en considérer des
cas particuliers qu'on a traité d'une maniére tout-i-fait indépen-
‘dante les uns des autres , sans les rattacher a un principe commun.
Je me propose ici d’essayer de remplir cette sorte de lacune que
présente la science. Je chercherai les formules les plus générales;
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j’en ferai les applications aux cas les plus ordinaires; et j’'abandonnerai
de plus amples développemens a la sagacité du lecteur.

Le probleme général qu'il sagit de résoudre est celui-ci : deux
points P, pse meuvent dans l'espace d'un mouvement connu quel-
conque; le point p se croyant fixe, quel mouvement attribuera-t-
il au point P (¥)?

De quelque nature que soit le mouvement absolu du point p,
on sait qu’il doit toujours se réduire & un mouvement de trans-
lation uniforme ou varié sur une certaine ligne droite ou courbe,
plane ou 4 double courbure et & un mouvement de rotation uni-
forme ou varié , autour d’'un axe de direction constante ou variable.
Quant au point P, on peut faire abstraction de son mouvement
de rotation, sil en a un, attendu que ce mouvement ne serait pas
apergu de p, et ne considérer uniquement que son mouvement de
translation dans Iespace.

Rapportons nos deux points & trois axes rectangulaires abso-
lament fixes, mais dailleurs tout- & -fait arbitraires ; la position
absolue de ces deux points dans Pespace , & une époque quelconque 7,
sera dounnée par deux systemes d’équations telles que celles-ci:

* Au lieu dekupposer que le point p se croit fixe , on pourrait supposer
quil croit se mouvoir d'une maniere déterminée et différente de celle dont
il se meut réellement , et demander , dans cetle ‘nouvelle hypothése , quel
mouvement il attribuera au point P, Le probleme que se propose ici M.
Lenthéric deviendrait ainsi un cas particulier de celui-la.

On pourrail aussi renverser le probleme ; c’est-i-dire , supposer que cest
le mouvement apparent de P et Pun des deux mouvemens absolus qui
sont. donnés ; ce serait alors lautre mouvement absolu qu'il s'agirait de
déterminer,

J. D. G,
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‘ z=F,t) , x=f 1) ,

Pour P y=Fy(2) ,> (1) Pour p<¢ y=f(2) , }(2)
i e=Fy(0) ; =0, ;

C'est-3-dire que ce seront 13, comme I'on s'exprime en mécanique,
les équations de leur mouvement de translation , entre lesquelles
conséquemment I'¢limination de # ferait connaitre les trajectoires
qu’ils décrivent,

Il s’agira présentement d’exprimer la pature du mouvement de
rotation de p. Pour cela , concevons que, par ce point, on ait
conduit trois axes rectangulaires tout-a-fait fixes par rapport a
lui, mais mobiles avec lui dans V'espace ; désignons-les par 2/, y/, 2/;
leur situation 4 l'époque # par rapport aux axes fixes dépendra
de cette époque , et on pourra supposer alors leurs équations telles
quil suit :

2=l _ y=h@)y _ z—F ()

P r, = =
our # o) | O o)
x=f,(1) y==fptt) z—fy(®
/ = =
Py S = %6 ~ w0 0 7 @
Pour o | TR _y=H() _ =)

=@ T e T 0 ]

et dans lesquelles il est permis de supposer
(e Pt {a@i o/ =1,
OV WO+ 0=, (@)
{0 P+ ) +ixl =1 .

En outre , parce que ces axes sont rcctangulaires, on aura aussi
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{0 { (D} {0 H (0 3+ (4,0 iz } =0

{2} e} L@ oW +{z,0 e )}=0 , 2 ()

{0} 40+ { oM O {0 f{ ¥, =0 5 )
relations desquelles on en pourrait déduire beaucoup d’autres et

qui montrent que de nos neuf [onctions de # relatives au mou-
vement de relation trois seulement sont arbitraires.

" 11 est clair présentement que le point p, se croyant immobile,
rapporte tous les points de I'espace aux axes des 2/, y/ , 2/ ; et
conséguemment c’est ausst & ces axes qu'il faut les rapporter , pour

avoir leur mouvement apparent; or, les formules nécessaires pour
cela sont, comme Ton sait,

a=f ()0 )ty ¥ t)+2/2,2) ,
y=0)+ a0,y Hy () 42/ (0) (6)
z2=3(8) 4 201 (O) -y V{25, (9) 5
desquelles on tire, en ayant égard aux relations (4, 5),
w={ xamfe() } 0x(O) {y—E (1) J oy )+ { 2=E,(2) [ 2,(D) »
y=f by (@) } YO+ {y—H O}y O+ { =L, 1 1O , ¢ @)
2= §amf) } 2O+ {r=5® iy O+ $2=£,O) {21 () 5

mettant donc dans les seconds membres pour z, y, z les valeurs

données par les équations (1) , et supprimant ensuite , dans les
premiers, les accens devenus inutiles, nous aurons pour les équa-
tions du mouyement apparent d¢ P par rapport 2 p,

2= Fy(0—f, ) 1 02O+ § FyO—h 03 ey(D)+ § F 0=, ) 30,0 -
Y= 3 Fa(O)—£(® 3 )+ $ By O —H @) Iy O+ §Fr 0—F (D) 3420 5 ) 8)
= PO § 22+ { By O—ly3 2y O+ $Fr =0 3 210 »



APPARENS. 45

et les équations de la trajectoire apparente seront le résultat de
I’élimination de # entre ces trois-la.

. b
Si l'on suppose que, dans le mouvement de p, son axe de ro-
tation est toujours paralléle & lui-méme ; en prenant cet axe pour
celui des z/, on devra avoir

(8)=E » o=k, x{O)=k ;

&, %, k étant des constantes; les équations de condition (4, 5)
deviendront

HEXOBES SEAORES LA ORI
S} { @3, 031, p @
gh k=1 ,
g{v® 4R {dy® } 4k {4y } =0 ,
810« }Hh{oy() }Hk{ezt)} =0 , ) (10)
NGO S LIOHEZIOL L STNON SMORELE

et les équations du mouvement apparent de P seront
a=§ F, (0= } 0O+ § Fy 0= (0 § ey (04§ Frtr—F 10 § 1)

¥= §Falty=E(0) § o0 § Fy =l (0 3 by (0 §F, (0= 3 42 5 ) x)
2= $F (=L@ 345 § FyO=F O3 +Hk §Fy00—f,® } 5

Si Ion suppose, en outre , que cet axe de rotation est paralltle

3 'axe des z, et conséquernment perpendiculaire au plan des 2y,
primitifs , on aura

dolu (g9, 10)
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§2,0)3 Fiomp=rt, §¥0 PH{byn 3=1, (12)
§0.00 } I §+§¢y(t) Bbw=o; a3)
et les‘ équ;xtions ;lu m’oﬁvement apparent de P' seront
x=3F, O—y® 20,0+ §EyO—h O30 ® ,

=5 FO=h0 @+ Ho—bO3h® , ¢ (4
=F)—£,® ;

Sl n’y avait pas de mouvement de rotation , on pourrait ad-
mettre ¢,(¢)=o0 , d'ot ¢, (f)=1,¥[B)=0, ¥(f)=1;et les équations
du mouvement apparent de P seraient ainsi

#=F.()—[,00). ,
y=F=05(2)., (5
s=FD—f - )

Si on éuppose enfin que les. mouvemens réels de P et p ontlicu
dans le plan des xy primitives, on devra avoir

F{)=o0- f{H)=o ;
et conséquemment z=o0; le mouvement apparent de P aura donc
lieu aussi dans le plan des zy ; le probléme deviendra ainsi un pro-

bléme de géométrie plane; et les équations du mouvement appa-
rent de P ‘seront simplement )

a=§F,0=ft § O+ O~ O F o) ,
(1
7=, 0=} Va3 FyO=fy® Idy ) ; |

dans lesquelles on aura. toujours,
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SadH{aM}=1, §0i+iho]=r, g
§ (D35 903+ o0 I} =o ; x

et I'équation de la trajectoire apparente sera le résultat de I'élimi-
nation de # entre les équations (15).

Si le mouvement de rotation n’a pas lien, comme la situation
des axes liés invariablement avec p est arbitraire , il sera permis
de supposer

e(t)=1,
d’ott résultera (16)

oB)=0, {f)=o0, ¥O=1;

au moyen de quoi les équations (15) du mouvement apparent
deviendront simplement '

a=Fut)—f.0) , y=Fy(O)=H{0) : (18)

Si le mouvement absolu des deux points a lieu suivant l'axe
des &, on devra avoir :

Fy#)=o, H@)=0 ;

on aura donc aussi y=o ; cest-i-dire que le mouvement apparent
de P aura lieu aussi suivant cet axe ; le probléme deviendra donc
ainsi un simple probléeme de géoméirie 2 une dimension; et 1'é-
quation du mouvement apparent_de P sera-

=F)—I() . (19)

Nous allons présentement faire quelques applications de, ces
diverses formules; en les prenant dans un ordre inverse de celui
suivant lequel nous y sommes successivement parvenus. -
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§ L .
Mouvement de dewx points sur une méme droite.

Nous venons de voir (19) que , les mouvemens absolus de deux
points P, p, sur une méme droite , ayant respectivement pour
leurs équations ’

z=F(@) , a--f(2) ;

Véquation du mouvement apparent de P, par rapport a p se eroyant
fixe, est

a=F(Nlts;
Si d’abord le point P est fixe; e prenant ce point pour origine
des x , on aura F(f)=o0 ; de sorte que l'équation du mouvement

apparent de ce point sera )

=) ;

ce mouvement apparent sera donc égal et contraire au mouvement
réel de p. Cest le cas des navigateurs approchant de la céte et
a2 qui le rivage semble avancer vers eux de la méme quantité.
"dont ils s’avancent réellement vers lui.

Suppospns, en second licu, que les deux points P, p sont mus
&’un mouvement uniforme ; nous pourrons prendre , pour les équa-
tions de leurs mouvemens réels,

a=A+4+41, x=a+a'’t ;

Péquation du mouvement apparent de P sera

z=(d—a)(d/'—a')t |

c’est-d-dire
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c’est-a-dire-que ce mouvement apparent sera aussi uniforme. On
yoit de plus que la vitesse apparente A4/—a’ sera la différence des
vitesses réelles A/, a’/ , prises avec leurs signes, c’est-a-dire ,la
différence effective de ces vitesses ou leur somme, suivant que les
deux mobiles seront mus dans le méme sens ou en sens contraire.
C’est communément le cas de deux voitures sur une méme route
ou de deux bateaux sur un méme eanal rectiligne. On voit , en
particulier , que si les vitesses sont égales et de méme signe, le
point P semblera immobile au point p.

Supposons présentement les deux mouvemens uniformément variés;
nous pourrons prendre pour les équations de ces mouvemens

a=A4At+A"r , z=ata'tta’i* ;
et le mouvement apparent de P aura pour équation
a=(d—a)(A'—a 14 (A"—a")t* ;

cest-d-dire que ce mouvement sera lui-méme uniformément varié.
C’est, par exemple, le cas d’un aéronaute qui tombe d’un ballon ,
tandis qu’on lance une pierre verticalement vers lui.

On voit, au surplus, que, pour que le monvement apparent
soit uniformément varié , il n’est pas nécessaire que les deux mou-
vemens réels le soient ; et quil serait encore tel, lors méme que
Pun de ces mouvemens serait uniforme; avec cette seule différence
que, si e mouvement uniforme était celui de p , le mouvement
apparent de P serait accéléré ou retardé, suivant que son mou-
vemnent réel le serait lui-méme ; tandis qu’au contraire sile mouvement
uniforme appartenait & ce point P, son mouvement apparent serait
accéléré ou retardé , suivant que le mouvement réel de p serait
rctardé ou accéléré.

Si les forces accélératrices étaient égales et de mémes signes , on
Tom, XII. 7
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aurait 4”—a’’=0 ; et conséquemment l'équation du mouvement
apparent serait ‘

g=(A—a){d'—e')t ,

c’est-3-dire que ce dernier mouvement serait uniforme ; cest le
cas d’'un homme et d’une pierre tombant de différens points d’une
méme verticale 3 des époques différentes.

Si, de plus, la vitesse rdelle était la méme & chaque instant,
on aurait A/——a’=o0 , et par suite z=A—a. , cn sorte que le
mouvement apparent de P serait nul. Cest le cas d’un homme

et d’'une pierre qui tombent au méme instant de différens points
/
d’'une méme verticale.

IL -

«n

\

Mouvement de deux poinis sur un méme plan.

Faisons d’abord abstraction du mouvement de rotation de p. Soient
les équations du mouvement réel de P et p ainsi qu’il suit:

Pour P FEFRLD Pour p ==L}
r=Fy(®)'; r=£0()
les équations du meuvement apparent de P seront (18)
e=F()—£0) ,
y=F0)—5H() :

Supposons ;- en premier lieu, que le point P soit fixe; en pre-
nant ce point pour origine des coordonnées primitives , nous aurons
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F)=o, F)=o;
d’aprés quoiles équations du meuvement-apparent de ce point seront
a=—f00),  y=—00),

c’est-a-dire que ce mouvement sera égal et contrairc & celul de p.
Ainsi, si p décrit une droite d’un mouvement uniforme ou varié,
P lui semblera décrire d'un mouvement inverse une parallcle a
cette droite. Si le point p décrit un cercle , le point P lui semblera
décrire, en sens inverse , un cercle de méme rayon; de sorte que
si p décrit un cercle autour de P, P semblera décrire un cercle
autour de p.

C'est par Deffet de cette illusion que celui qui parcourt une
route dans une voiture ou un canal dans un biteau voit les divers
objets répandus dans la campagne senfuir derri¢re lui, avec une
vitesse égale  celle qu’il a lui-méme (*) ; et ¢’est encore par suite d'une
semblable illusion que ceux qui ignorent le mouvement annuel de
la terre autour du soleil, d'erient en occident, attribuent au soleil
un mouvement annuel autour de la terre d’occident en orient.

Supposens présentement les deux points P, pPmus d’un mou-~
vement rectiligne et uniforme ; nous pourrons prendre respective-
ment pour les équations de leur mouvement réel

(* On pourrait objecter que les objets paraissent, aux yeux des voyageurs,
se mouvoir d’autant plus lentement qu'ils sont plus distans de Ia route quils
parcourent ; mais c'est une pure illusion optique qui tient A I’éloignement.
est évident, en effet, que si plusieurs points, répandus sur le terrain, mar-
chent tous parallelement avec la méme vitesse effective, ils sembleront marcher

d’autant plus lentement qu’ils seront plug distans du spectateur supposé immebile.
J. D, G.
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x=A4-A"t | { x=atat;
Pour P- Pour p

y=DB+Bt ; _ y=b+b't

-

en conséquence de quoi les équations de leurs trajectoires effectives
seront respeclivement

Les équations du mouvement apparent de P seront ainsi
s=(A—a)}(4'—a")t , y=(B—=0b)4(B'—b) ;

et par suite celle de sa trajectoire apparente

!

x—(A=a) = y—(B=Db)
d—a B 7

c’est-i-dire que le mouvement apparent de P sera aussi uniforme
et rectiligne, On voit de plus que ses vitesses apparentes paral-
lélement aux axes ne seront autre chose que les différences des
vitesses réelles paralléles 3 ces mémes axes, prises avec leurs signes.

Les vitesses absolues de P et p étant respectivement {/ #:g5,
V/aixb, si on voulait exprimer que ces vitesses sont' égales ,
il faudrait écrire

AP4-BP =a* -0,

c’est-a-dire ;

(d'—a)(dr+a')= = (B—V)(B+Y) |

multipliant par cette dernidre équation celle de la trajectoire ap-
parente , elle deviendrait



APPARENS. 53
(A'+a){z—(A—a)} (B b)), y—(B—b)} =0 :

~ 8i l'on supposait que les trajectoires effectives des deux points
P, p sont des droites paralléles, il faudrait écrire

de sorte qu’en représentant par a la valeur commune de ces deux
fractions , on aurait

Bl'=pd4" , bl=»ra’ ,
d'otx

B—y=(d—a),
lés équations du mouvement apparent de P seraient donc
w=(dma)yH(di—a)t , y=(B—b)Fa(di—dt ;
ce qui donnerait pour celle de sa trajectoire :;ppareme

af x—(A—‘a) } =y—(B—2) .

Dans le méme cas, les vitesses effectives /424 Ba, {/argba
deviennent respectivement

.4/\/ 1§23 , a’V 14-A2 3

si donc P'on veut supposer qu’elles sont égales, il suflira d’écrire
a’=A" on A'—a’=o ; ce qui doribera , pour les équations du
mouvement apparent de P,

w=A—a ;  y=B—b;

cest-3-dire , en d’autres termes , que le point p le croira immobile.
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Et, comme ce que nous venons de dire du point P peut étre
appliqué & tant d'autres points P/, P77, P#/ ..., qu'on voudra, il
s’ensuit géndralement que, si tant de points qu’on voudra décrivent
dans l'espace des droites paralltles, avec une vitesse commune .
et que l'un d’eux se croie fixe , tous les autres lui sembleront
immobiles.

1l en serait encore de méme si la vitesse commune a tous ces
points venait & changer, soit brusquement , soit d’une maniére
insensible , pourvu qu'elle demeurit toujours la méme pour tous.
Les mémes choses auraient encore lieu si la direction commune des
mouvemens venait & changer , soit brusquement , soit par degrés
insensibles , pourvu que leur parallélisme se conservit constamment
et que les distances entre les points du systtme demeurassent
invariables. .

En supposant toujours le mouvement de nos deux points rec-
tilignes , si nous voulons le supposer uniformément varié , il faudra
admettre que ce mouvement est dobné ainsi quil suit:

o= A_—[—d’(1 “+Ct)e, z=a-}a'(14ct)t ,
Pour p

Pour P .
y=B~4B'(1+4Ct)t ; . y=b+b'(14c)t ;

ce qui donnera pour les équations des trajectoires effectives

XA  y—B T—a y=—b
7 SF . a T

et, pour les dquations du mouvement apparent de P,
y=(Ad—a)+(4'—a")t4-(4'C—a'c)s* ,
=(B—b)+-(B/—b')t+4-(BIC—b/c)* ;

on trouvera , en conséquence , pour I'équation de la trajectoire
apparentede P, ‘
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{(B/C—=bc)[gm(Lt—a ]—(4'C—a’e) [y ~(B~5)] )2
=(C— XAV —Bla"){ (L'~ 2 —(d—a)]—(d/'—a’ [y~(B—p)]}

équation qui appartient évidemment 2 une parabole ; elle appar-
tiendrait encore & cette couibe quand bien méme € ou ¢ serait nul,
c’est-3-dire , quand bien méme l'un des deux mouvemens effectifs
serait uniforme. Ainsi, lorsqu’un corps pesant tombe verticalement
du haut des airs sur une route ou dans un canal rectiligne , il
doit sembler décrire une parabole a celui qui, se croyant immo-
bile, parcourt cette route ou ce canal d’un mouvement uniformie.
Pour ne nous arréter quaux cas les plus simples des mou-
vemens curvilignes, supposons de suite que nos deux points P, p
parcourent deux circonférences concentriques , d’un mouvement uni-
forme. En représentant par B, r le rayon des deux cercles , et
prenant leur centre commun pour origine des coordonndes primi-
tives , les équations de leur mouvement seront telles qu'il suit:

z=RCos.(C+C") , z=rCos.(c4c't) ,
Pour P Pour p
y=RSin(C+4-C'?) ; y=rSin.(c4-c?) ;

¢e qui donncra pour les équations de leurs trajectoires effectives

xz+y3=ﬂl , “z_!_y::ra .

?

les équations du mouvement apparent de P seront
2= RCos.(CH-C’'t) =rCos.(c+c'?) ;
y=2R Sin.(C4-C/t)—rSin. (c+c'?) ;

et I'dquation de sa trajectoire apparente sera le résultat de 1'éli-
mination de # entre ces deux-la,
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Si nous désignons par p la longueur du rayon visuel conduit

de p vers P et par ¢ I'angle que fait ce rayon avec 'axe des &,
*
nous aurons

2 =.z’+y’=ﬂ’-—-2BT'COS. {(C—c)+(0’—c’)l }-—I—r’ ,

x RSin. (C4-C'ty==rSin, (c4-c't)
}-  RCos.(C4-Cty=rCos.(c4-ct)

Tang.s=

Lorsqu’on n’aspire pas & une grande précision, on peut considérer les
planétes comme animées d’'un mouvement circulzire et uniforme dans
un méme plan autour du soleil. En supposant donc que p soit la terre
et P une autre planéte quelconque , ces formules feront eonnaitre,
pour chaque instant, la distance s de P'observateur & cette planéte
et langle ¢ que forme le rayon visuel dirigé vers elle avec une
droite fixe quelconque.

La distance ; est un mazimum ou un minimum , suivant qu’on a

| (C—o)+(C'—c)t=(2n41)7 ou (C—c)+(C'—c')t=2n= ;
c’est-a-dire ,

(2n+1)u-(C—-c) ou. J— 2nm—(C—c)

C'--c' C/ we=g! ?

formules au moyen desquelles on pourra calculer les époques des
oppositions et conjonctions.

Si I'on veut eompter les temps & partir d’une conjonction, ce
qui est permis, on devra avoir

Cmc=2n% ,
au moyen de qu-oi Ia valeur générale de 4* deviendra simplement

= R em2RBr Cos.(C/ ~ /)i 1 ,
Si,
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Si de plus on suppose que cette conjonction a lieu sur I'axe des
&, ce qui est encore permis, puisque la direction de cet axe est
arbitraire ; il faudra qu’a /=o répondent aussi

C+Clt=o0 , c¥c't=o0 ;
c'est a-dire qu'on devra avoir & la fois
C=o0, £=0 ;
les équations du mouvement absolu de P et p deviendront ainsi

x=RCos.C"t , =rCos.c’t ,
Pour P! Pour p
y=AHSinC’? ; y=rSin.c't ;
les équations du mouvement apparent de P seront donc.

=RCos C't=rCos«’t , y=BSin.C’t—rSin.c’t 3

¢ étant l'angle du rayon visuel avec I'axe des #, on aura

RSin. Cltmer Sin.ctt
HCos.C't—=rCos.c't *

Tang.=

et on calculera les époques des oppositions et conjonctions par les

formules
__(2n4-1)a P 2ne

— — — .
’ g ?

P

d’olt l'on voit que, si I'on représente par » Pintervalle de temps
entre deux conjonclions ou oppositions consécutives, on aura

2%

R e s

TP C/—rs” &

Tomo -XII.: g‘
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En égalant 3 zéro la différentielle de Tang.s prise par rapport
a4z, on ayra

C'R>—(C/4-¢/)RrCos.[ C/m=ct4-c'r* =0 ;

1 C'R2f-c'r?
= A o=
1= = rc‘{ Cos (CrorTir } ;

d’ou

formule qui servira & calculer les époques des plus grandes élon-

gations pour les planttes inférieures et celles des rétrogradations
pour les planétes supérieures.

Soient § , s les durées respectives des révolutions sydérales,
on devra avoir

C'(t4-8)—Cit=2= , (td-5)mmc/i=2=% ,
d’ou
L2m 2%
U=~ =

alors les époques des oppositions et conjonctions pourront se calculer
par les formules )

(an1)Ss = nSs:

= .
2(S—s) S—s ’

de sorte que lintervalle de temps entre deux conjonctions ou
oppositions consécutives sera )

_ S

'r-—-.—S:; H
enfin les époques des plus grandes ¢longations ou rétrogradations
se calculeront par la formule

:—-ﬁ:—f Arc % Cos. =

2@

sR2--Sr2 )
S+sRr § ?

mais, d’azpres la troisidme loi de Képler
> P 2
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S’rs‘——‘s’R’ 5

employant donc cette formule pour éliminer I'un des deux rayons
I, r, lautre disparaitra aussi, et il viendra

i=-—-S—-——5 Arc SCOS.= (\3/3+V;‘C/E .
2@ ] S5 ?

c’est-3-dire que les époques des plus grandes élongations et rétro-
gradations ne dépendent uniquement que des durées des révolutions
sydérales.

Si, en admettant toujours €=0 , ¢=o0 , on avait C’'=¢’, les
équations du mouvement apparent de P deviendraient

a#=(R=r)Cos.c’t , y=(R—r)Sinc’t ;
d’ol
z* ey = (R—r)

¢’est-d-dire que ce mouvement serait circulaire et uniforme.
Donnons présentement au point p un movvement de rotation sur
un axe perpendiculaire au plan des trajectoires ; mais , pour ne
point nous engager dans des calculs trop compliqués , supposons
que ces trajectoires soient tonjours des cercles concentriques, décrits
d’un mouvement uniformne autour de l'origine des coordonnées pri~
mitives , et supposons en outre gue le mouvement de rotation de -
p soit aussi uniforme. Les équations du mouvement effectif

seront encore , comme ci-dessus :

z=RCos..CH+LF)., { x=rCos.(c{<?) ,
Pour P Pour p- ‘
y=ARSin.(CH+C1) ; y=rSin.(c}c't) ;

il est aisé de voir (16, 17) quon pourra prendre pour les équations
du mouvement apparent de P,
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#=+{RCos." C4- ') —rCos.(c~+c/t)}Cos.(k-+1'2)
~+{ ASin.(C4 C/1)—rSin. c-+-¢/2) } Sin.(k+k"1) ;
y==—1{ 0Cos.(C+C't)~rCos.(c-c/t)} Sin(k~4F'?) |
~}{ RSin (C4C')—rSin. c—4-¢'1)} Cos.(k+H'2) 5

kIt étant Pangle variable que fait I'axe des x, mobile avec p,
avec 'axe des z primitifs. C’est en climinant 7 entre ces deux
équations qu’on obtiendrait celle de la trajecloire apparente de P.
Bornons-nous a considérer quelques cas particuliers. .
Supposons , en premier liecu, que les deux points P , p sont
fixes I'un et Vautre, sauf le mouvement de rotation de p, et que

)

le point P est a4 lorigine des coordonnées primitives ; nous aurons
ainsi

au moyen de quoi les équations du mouvement apparent de P
se réduiront a

=-—rCos.(cmk—Fk'1) , y=e=rSin,(c—k~—Fk't) ;

$’+y2 =r? ;

c’est-3-dire que le point fixe P semblera avoir un mouvement circu-
laire et uniforme auteur de p, en sens inverse du mouvement de
rotation de celui-ci et avee une vitesse angulaire ¢gale & la sienne.
Cest précisément par suite d’une illusion semblable que ceux qui
ignorent la rotation diurne de la terre d’occident en orient attribuent
au soleil unerévolution journaliére autour d’clle d’'orient en occident.
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Supposons toujours le_point P fixe, a l'origine des coordonnées

primitives, mais rendons au point p son mouvement circulaire et

uniforme autour de lul, en lui conservant d’ailleurs son mouve-

ment de rotation; nous aurons ainsi simplement\ fli=o0 ; au moyen
de quoi les équations du mouvement apparent de P sc réduiront a

z= ;rCos.[(c—k2+(£’*if')¢] )

y=wrSin[(c—k)F(c'—H)1] ;
d’ol

x'-—}-y’ A ;

Ainsi généralement ce mouvement apparent sera un mouvement
circulaire et uniforme autour de p, en sens inverse de son mou-—
vement de rotation, et avec une vitesse angulaire ¢/—£%/ égale 2
la différence entre ses vitesses angulaires ¢/, %’/ de révolntion autour
de P et de rotation sur lui-méme, prises avec leurs signes.

Si donc ces deux vitesses sont égales, les équations du mous
vement deviendront

a=—rCos.(c—k) , y==—=rSin.(c—£k) ;

c’est-a-dire, en d'autres termes, que le point P semblera tout-i-
fait immobile. C’est précisément sous cet aspect que la terre doit
s’offrir aux habitans de la lune. \

Traitons encore un cas. Supposons que le point p, placé %
Porigine , n’ait qu'un simple : mouvement de rotation pendant que le
point P décrit une ligne droite passant aussi par cette origine ;
en supposant les deux mouvemens umiformes , les équations du
mouvement effectif de P seront.

a=d(itat) . y=Btw) ;.

ce qui donnera, pour I'équation de la droite parcourue;
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x ¥y
4 B °

Quant aux équations de son mouvement apparent, elles seront
de la forme )

z=(14-aty{ ACos.(k+#&'t)4BSin.(k+0)3 ;
y=(142)§ BCos.(k4-k/{)= ASin.(k41) ¢ ;
d’ol

&yt =24 B2 (12d)?

Désignons par r le rayon vecteur et par ¢ l'angle qu'il fait avee
¥Vaxe des x, nous aurons
)

r={4a0)y/ d4B .
¢t en outre )
z=rCos#=_1-4a0)y/ 4:4-5:Cos.¢,

y=rSin. ¢=(14al v A4 52 Sind ;

égalant ces valeurs de &, ¥ 3-celles que nous avons. trouvées ei-
dessus , et posant, pour abréger,

A4-B=C* ,
il viendra, en réduisant ,
CCos.d=ACos. (k4-k't)4BSin. (k4-H'ty ,.

€5ind=BCos.(k4-'ty==ASin.(k4-k'2) 5.
d'od
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CSin.(k4-K8)=BCos.0—ASin.? ;
CCos.(k+4-K't)=ACos.0-4-BSin.¢ ;
et par conséquent

BCos.8=ASin.6

Tang-(lf‘*‘]f"’).: ACos.¢+4BSin.é ‘

En posant
A=CCos.x , B=CSin.« ,
cette équation deviendra

Sin, (w4

; =Tang.(a=—¢) ;

Tang(k-{—li’t): E;s-:-(-;:é_-

d’ou
Z£+]£/I=m—-6 H
mais la valeur de » donne

r

I+7\t= —C—v H

éliminant donc 7 entre ces deux dernicres équations, nous aurons, pour
I'équation polaire de la trajectoire apparente,

- C
r=— $ /=N~ w)—2d ) ;

équation de la spirale d’Archiméde , comme on pouvait bien s’y
attendre. "

§. 1IL
Mouvement de deux points-dans lespace.

A raison de la complication des formules , nous ne nous étendrons
pas beaucoup sur cette derniére partie de nos recherches.
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Faisons d'abord abstraction du mouvement de rotation de p. Soient
les équations du mouvement effectif de P et p ainsi qu'il suit :

[ z=F,(0) , S z=£(1) ,
Pour P] =F , Pourp { y=0H(1) ;
2=F() l z=0() s

nous savons que les équaticns da mouvement apparent de P
seront (15)

=F,0)—f() ,
y=00)—=0)
2=F () —F() .

Si d’abord on suppose que 'e point P est fixe , en prenant ce
peint pour origine des coordonnées piimitives, on auia

F()=o, Fy(£i=o0 , F (O)=o ;

de sorte que les équations du mouvement apparent de ce méme
point seront ’

a=—f(1),  y==L), a=—f0);
¢’est-3-dire que cec mouvement sera cxactement ¢égal et contraire
au mouvement effectif de p.~

Supposons, en second lien, que les mouvemens effectifs soient
tous deux rectilignes et uniformes, et donnés ainsi qu'il suit ;

g=A4At , . z=a-ta't ,
Pour P( y=B+B't , Pour p { y =440t ,

z2=C+FC N z=c4-ct
i de
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de sorte que les droites décrites aient respectivement pour équations

x—A v—B _ z—C x—a y—b  ze—c

—_— . 2

Al L (o

les équations du mouvement apparent de P seront
z=(Ad—a)+(4'—a")t ,
y=(B—8)+(B'=i") ,
z2=(C—0)+(C'—c') ;

- de sorte que les équations de sa trajectoire apparente seront

Al—at B! Cr—gt 7

N

i S g S0 St S

c'est-i-dire que le mouvement apparent de P sera aussi rectiligne
et uniforme. On voit de plus que ses vilesses apparentes paralle-
lement aux axes seront respectivement les différences des vitesses
effectives paralléies a ces mémes axes prises avec leurs signes.

Supposons présentement que le point p , fixé a lorigine; n’ait
gu’un simple mouvement de rotation uniforme autour de I'axe des
z, tandis que le point P parcourt wniformément une parali¢le i
cet axe. Les équations du mouvement effectif de ce dernier poing
seront

a=d4, y=B, z=C+C",

tandis qu'en pourra prendre (12, 13, 14) pour celles de som
mouvement apparent

2= 4-ACos.(k+1/1)+ BSin.(k+k1) ,
y=—ASin(k+44'1)+BCos.(k+-kr) 4

Z = C+C’t 5
Tom. XII, 9
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En prenant la somme des quarrés des deax premitres , et faisant
pour abréger
A1+B:=Rz ,

il viendra

xs+y:=H/ 5

ce qni nous apprend que la projecion sur le plan des 2y de la

trajectoire apparente de P est un cercle ayant son centre a l'origine.
En posant, en outre,

A="Cos.« ) B.‘:Ismx )

nous aurons

s

Sin. (g—k='t)" -
L= 2O Tang (u— k) 5

" Cos.(amk=k't)]

mais la derniére équation doane

ou encore

z=C § C/(wmt)—Are(Tang.= %)} :

deuxiéme équation de la trajectoire apparente de P. Il est aisé de
se convainere que l'ensemble de ces deux équations appartient &
une hélice. ' )

Pour derniére application , nous supposerons les deux points
P, p invariablement fixés 3 une surface de révolution tournant uni=
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formément sur son axe que nous prendrons pour I'axe des z ; en
faisant passer le plan des zy par le cercle que décrit le point p.
Soit r le rayon de ce cercle; soit R le rayon du cercle décrit
par le point P, et soit D la distance de son cenire 3 Porigine.
Les équations du mouvement de translation de nos deux points
seront de la forme

a==RCos.(K~-21) , a==rCos.(k4-2t) ,
Pour P { y=RSin.(K-}-at) , Pour p { y=rSin,(k}-2t) ,
z=D ; z==0 .
On doit remarquer présentement que p étant supposé invariables
ment lié & la surface de révolution, ce point doit avoir par 13
méme un mouvement de rotation sur son axe dont la vitesse an—

gulaire sera égale 4 celle de translation. En conséquence , on trouvera
(12, 13, 14) pour les équations du mouvement apparent de P,

x=-} EBC 08.(Kf-Af)==rCos.(k4-rt) 5 Cos.(c§-2t)
+ § BSin.(K4-a)—rSin.(k-2t) § Sin.(c4-22) ,
y===§ RCos.(K4t)—rCos.(k-+-M) 3 Sin. (c4-22)
+ § BSin. (K+4-At)=~rSin.(k4£)3 Cos.Cc421)
z=D .
Ces équations reviennent aux suivantes :
@=RCos. § (o4-7t)= (K+2t) } —rCos. § (c4-at)=(ht2133
=R Sin, § (¢42)=(K+421) § =rSin. § (c4-2)—(k4-21) 35
z=D .
ou enco;e a celle-¢i :
2=BC05.(comK)merCos.(c=F) ,  y==RSin,(comK)==rSin,(ce==k) ;
z=D ;
qui nous montre que le point P semblera immobile au point p. Cest
le cas-od nous nous trouvons sur la surface de la terre; etil m'est’
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pas surprenant’ que nous ne nous apercevions pas du monvement
qu'entraine , dans les divers objets qui frappent nos regards , sa
rotation sur son axe.

Quoique nous ayons supposé le mouvement de rotation uniforme,
il est aisé de voir que les choses en iraient encore de méme sl
ne ['était pas; on pourrait, en eflet, partager le temps en une suite
d’intervalles assez courts pour que durant chacun le mouvement pit
étre considéré comme uniforme ; le point P, i chaque instant,
semblerait donc immobile; d’olt il suit quil paraitrait constamment fixe.

Nous avons supposé que l'axe de rotation était fixe ; mais , s'il
était transporté d'une maniére quelconque dans 'espace, il en irait
encore de méme, puisqu’a chaque instant les points P, p décriraient dans
Tespace des droites paralieles avec des vitesses égales , et que,
comme nous l'avons vu au commencement de cet essai , un tel
mouvement ne saurait produire aucun mouvement apparent dans P
par rapport 4 p.

Cela posé , soit un systtme de points P, P/, P¥,.... en nombre
quclconque, invariablement liés entre eux; et supposons que ce
systéme sdit emport¢ dans l’espace d’un mouvement quelconque.
Nous pourrons, & chaque instant , supposer que ce systéme tourne
sur une axe variable, soit parrapport au systéme , soit par rapport
aux points fixes de l'espace; d’ont il suit qu’a chaque instant aussi
V'un quelconque des points de ce systéme se trouvera, par rapport
2 tous les autres, daps les mémes circonstances o0 ‘se trouvait tout-
a-I'heure le point p par rapport au point P; c'est-a-dire que ce
pcint jugera tous les autres immobiles. Ainsi, i/ est absolument
impossible de s'apercevoir du mouvement des divers poimts dun
sysiéme de forme invariable dont on fait soi-méme partic (*).

(*) Au lieu de supposer , dans tout ce qu'on vient de lire, que l2 point p
se cruit iramobile, on aurait pu supposer, plus généralement , qu’il se croit
aaimé d'un mouverment d'une espéce déterminée , différent de celul qu'il a



