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368 QUESTIONS

Démonstration des deux théorémes de géomelrie €nonceés
¢ la page 232 de ce volume ;

Par M. Freperic Sarrus, docteur &s sciences , professeur
de mathématiques au collége de Pezenas.

(4 %0 Sa Ve S, W, Vi, W WL )

T HEOREME 1. La droite qut va du sommet de 'angle circonscrit
¢ une section conique au centre de la courbe divise la corde de
contact en deux parties égales.

Démonsiration. Supposons , en premier lieu, que la courbe soit
une ellipse , et projetons la figure orthogonalement de telle sorte
que la projection de I'ellipse soit un cercle ; on aura ainsi unangle
circonserit au cercle avec sa corde de coamtact , et il est connu
qu’alorg le centre, le milieu de la corde et le sommet de I'angle,

lesquels
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lesquels sont ici les projections des points correspondans de la figure
primitive , seront en ligne droite; d’ol il suit que les points dont
ceux-la sont les projections y seront aussi.
~ Voila donc la proposition démontrée pour cllipse; et on voit
en outre que, comme dans le cercle , la distance du centre au
point ou la droite qui va de ce centre au sommet de l'angle cir-
conscrit coupe la courbe , est moyenne proportionnelle entre les
distances de ce centre % ce sommet et au milicu de la corde de
contact , il en doit étre de méme pour lellipse; propriété qu’on
n’avait démontrée jusqu’ici que pour le seul cas out le sommet de
Pangle est sur I'un des diamétres principaux.,

Ces propriétés étant tout-a-fait indépendantes des valeurs qu’on
voudra donner aux deux diamétres principaux de lellipse , elles
devrent encore avoir lieu lorsque I'un d’eux scra infini ou imagi-
naire ; c'est-a-dire, lorsque l'ellipse deviendra une parabole ou une
byperbole. Toutefois, ceux qui ne trouveraient pas ces propriétés
suffisamment demontrées , pour ces deux derniéres courbes, par
ce qui précéde , pourront recourir & la démonstration analitique
que voici (*).

Soit

Az*+By*-2Cxyt-24’2+42B'y+C'=o0 , (x)

(*) M. Durrande , qui sest aussi occupé de la méme question , démontre
la proposition, pour une section conique quelconque , en considérant que si I'on
prend pour axes des coordonnédes deux diamétres conjugués dont I'un soit paral-
léle a la corde de contact, les deux extrémites de cette corde auront une
abscisse eommune; d'ol1 il suit que les soustangentes de ces deux points seront
égales , et qu'ainsi les deux tangentes iront concourir en un méme point de la.
droite qui joint le centre au milieu de la corde de contact.

On parviendrait encore au but en observant , 1.° que la_ proposition est
évidente lorsque le sommet de P’angle circonscrit est sur I'un des diamétres
principaux ; 2.° qu’on peut toujours, par une projection orthegonale convenable,
ramener les autres cas & celui-la. S ‘

J, D. G.

Tom. XII. 5z



370 QUESTIONS
I'équation d’une scction conique quelconque rapportée a deux axes
quelconques, son centre sera donné par le systéme des deux équations

Az4-Cy4-A'=0 ,  By+Cz+C'=o . ()

Si I'on suppose que l'équation de la droite menée de l'origine a ce
centre soit y=mz ; en ¢liminant x et y entre cette équation et
les équations (2), on trouvera

AB—C.A’
M= Ba—Cp °’

de sorte que l’équation de la droite menée de 'origine au centre
scra réellement

(BA'—CB\y=(AB'—CANz : 3)

Cela posé, supposons que les axes des coordonnées soient les
cotés de l'angle circonscrit lui-méme , et désignons par a et b les
distances de son sommet aux points ol il touche la courbe ; la
distance @ étant prise sur I'axe des x, et la distance & sur celui
des 4. Il faudra qu'en faisant y=o dans (1) elle devienne, & un
multiplicateur preés, le quarré de #—a; et qu'en y faisant z=o,
elle devienne, aussi 3 un multiplicateur prés, le quarré de y—2 5
on devra donc avoir les deux équations identiques

Az*4-2A'2+C' = A(x—a)* , By*~+2B'y+C'=By—5b)*;
ou, en développant et réduisant,

2(A'+Aa)z+(C'—Aa*)=0 , 2(B/'4Bby+(C'—Bb*)=o0 . -

Cela d.nnera
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AH-Ada=o ; B/'4-Bb=o ,
Aar=C" ’ Bhr=C' .

les équations de la premiére ligne donnent

& B
a=— 7> b=—g s 4

qui , substitudes dans celles de la seconde , donnent les deux
équations de condition

A*—A4C'=o0 , B*—BC'=o0 ; ®)

qui expriment que les axes des coordonnédes sont tangens a la
courbe, il en résulte

As ) Bra
A:“—F ? B:—CT s

qui , substitués dans les valeurs (4) des distances de Vorigine aux
points de contact, les changent en celles-ci,

c/ e
a=——, b= = i (6)

d’'aprés quoi les équations du milieu de la corde de contact seront

C’ C
T T et e —

2.4 ’ y = 28/ - (/)

Les mémes valeurs de A4 et B, substituées dans I'équation (3) de
la droite qui joint le centre au sommet de I'angle circonscrit, la
changent en celle-ci
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B/(A'B!—cc!)y=A{A'B'—c)z
ou simplement

Bly=Az ; (8)

or, cette équation est satisfaite par les valeurs (7); donc, la droite
qui joint le centre avec le sommet de I'angle circonscrit passe par
le miliea de la corde de contact.

En mettant dans I'équation (1) les valeursde A et B, elle devient
Ara* 4By 4200 ay+24'Ca4-2BCly+-C*=o0 ;

ui , combinde avec (8), donne pour I'abscisse de lintersection de
q ? )

la courbe avec la droite qui va du centre au sommet de l'angle
inscrit.

c —2A'B' /2 A B(AB—CC)

24/ (ABFCC)

=

ces mémes valeurs de A et B, mises dans les équations (2),
donnent , pour l'abscisse du centre,

BC

r==gBce

enfin , nous avons trouvé pour l'abscisse du milieu de la corde
de centact

C’
= .

oA "

En conséquence , les projections sur 'axe des z des distances du
centre , 1.° au miliecu de la corde; 2.° au point d’intersection avec
la courbe ; 3.° au sommet de I'angle, seront respectivement
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C'(A'B==CE") C'\/ A B(AB—CCh BC
24/(A'B4CC ’ 2A(AB4CC) 2 A'B-CC!

or , la seconde est moyenne paoportionnelle entre les deux autres ;
donc la méme relation doit avoir lieu entre les distances dont elles
sont les projections.

THEOREME 1I. La droite qui va du sommet du céne cir-
conscrit & une surface du second ordre au centre de cetle surface
passe par le centre de la ligne de contact.

Démonstration. Ge théoréme est une conséquence presque cvidente
du précédent. Concevons en effet un plan quelconque passant par
la droite qui joint le sommet du cone au centre de la surface dont
il s’agit; ce plan coupera le céne et la surface a laquelle il est
circonscrit suivant un angle circonscrit 3 une section conique qui
aura méme centre que cette surface ; d’ot il suit, par le précédent
théoréme , que le point ou la droite qui joint le sommet du céne
au centre de la surface perce le plan de la ligne de contact,scra
ie milieu de la corde de contact; mais cette corde est aussi une
corde de la ligne de contact menée par ce méme point ; donc le
point dont il s'agit est tel que toutes les cordes de la ligne de
contact qui y passent y ont leur milieu ; c’est donc en effet le
centre de cette ligne.

Il est aisé de voir de plus qu’ici encore la distance du centre
au point ol notre droite perce la surface est moyenne proportion-
nelle entre les distances du méme centre au sommet du céne et
au centre de la ligne de contact (*).

(» M. Durrande a également démontré ce dernier théoréme.
J. D, G.



