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QUESTIONS RESOLUELS, 3-a

QUESTIONS RESOLUES.

> by \ ’ oy . 3
Solution du premier des problémes de géomelrie proposcs
a la page 228 de ce volume ;

Par M. GERGONNE.

POUR ne point interrompre la marche de nos recherches par des
questions incidentes , nous allons , avant d’entrer en matiére, établir
quelques formules qui nous seront nécessaires pour parvenir &
notre but.

Soit une section conique rapportée 3 deux axes obliques quel-
conques , et donnée par I'équation

Azx*By*42Cay-t2d'z42B'y+4C' =0 , (1)

et soit ume droite rapportée aux mémes axes et donnée par
I'équation
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-;-l—-%:x. (2)

Nous allons chercher queﬂe relation il doit exister entre les
coefficiens de ces deux equations, pour que la droite soit tangente
4 la section conique.

Pour obtenir cette relation, remarquons d’abord qu’en désignant
par (#/,y’) le point de contact, l'equation de la tangente est

(Az/4-Ly'4-A")z4(By'~- Ca'+By+(4'a'+B'y'+C)=0 ,

ou bien

d y
Al By 4-Ct + Al Blyl €1 =13
Ax'J-Cyq- 4! By'gCx/b

cette équation devant étre la méme que l'équation (2), il s’ensuit
qgu’on doit avoir

A’m’-l-B’y’-l-C’ =z Alx' - B{y’-}-C’ 6
T w4 Gyt T By-CatB

ou

a( ' +-Cy'b A/ ( A4 By 4-Cry=o

b(By'4Ca/4-B')-(d/a'+Bly'+C'y=o0

ou encore -

(e A4-A")2'+4-(aC+B')y'4-(ad'+C! =0 ,

-

(6B+B)y' (b C+d) 2/ B B/ACl) =0 ;

mais, parceque le point de contact est sur la droite (2), on doit
avoir aussi

oz’
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ba'tay'—ab=o ;

liminant done 2/, ¥/ entre ces trois derniéres équations , il viendra
pour I'équation qui exprime la condition demandée

@*b*(C*— AB) 4204, A/ C—AB)+ a* (A*—A4 C7)
24l (B/C—BA')428b(CC'—A'B’) 5=0. (3)
4 ¥ (BFP—BC) i

8i la droite donnée dtait I'axe des x ou celui des y, on au-
rait, dans le premier cas, ==0 et dans le second a=0, ce qui
réduirait la coud:tion a

APr—AC/ =0 , €3] ou Br—BC'=o0 . %)

Si, apres avoir changé respectivement @, 4 en az, a5, on

suppose ensuile a=0, la droite passera par l'origine, et aura pour
équation

® Y .
—+5 =0, (6)
en faisant les mémes transformations dans 'équation (3), elle devient
a*(A*—AC')}2ab, CC/—~A'B/\~4-b*(B*—BC)=o0 ; (7)

c’est donc la I'égnation de condition qui exprime que la droite (6)
est tangente a la courbe (1)

Si, de plus, la courbe (1) passait elle-méme par lorigine, gui
serait alors le point de contact, on aurait €/=o0 ; ce qui rédui~
rait la condition (7) a celle-ci:

aA'—bB' =¢ . 8
Tom. XI. 55
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Nous terminerons par rappeler que le centre de la courbe (r)
est donné par les dérivées de son équation , prises successivement
par rapport & x, ¥, lesquelles sont

Az Cy+A4'=o0 , (9) By4-Cx+B'=o , (10)
et donnent

(¢*=—AB)z4-(B/C—A'B)=0 , (11)
(*—AB)y~4(d'C—B'A)=o0 . (12)

PROBLEME 1. Déterminer le licu des centres de ioutes les
seclions coniques qui louchent ¢ la fois quatre droites données
quelconques ? ,

Solution. Soient prises deux quelconques des droites donnédes pour

axes des coordonndes , et soient les équations des deux autres
ainsi qu'il suit

a8

+

[

x Y
-1 . ';;+“b';——lt

Supposons que I'équation (1) soit celle des courbes dont il s'agit;
parce que ces courbes doivent toucher les deux axes, les équations
(4, 5) auront lieu ; on exprimera ensuite que ces courbes touchent
les deux autres droites, en exprimant que I'éguation (3) a lieu,
ainsi qu'une autre équation que l'on déduirait de celle-12 en y
changeant respectivement @ , 4 en @/, 4 ; mais , en vertu des
conditions (4, 5), ces équations se simplifient et deviennent

85 (C*~AB)+-20 (A'C—AB) 425 (B'C—BA)42(CC—A'B))=o0 ;
0'b/(C*—AB)4-20/(A'C—AB Y420/ (B'C—BA/)+2(CC'— A'B/)=0 .

En y substituant pour les deux binomes A/CemAdB!, B/CweBA’
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leurs valeurs données par les ¢quations (11, 12), ot @, y sont
les coordonnées des centres, elles deviendront

(C*—AdB)2b 428 y—a b )=2(CC'—A'DB) ,
(C*—AB)(2b x42a'y—a'b)=2(CCl—=A'B") ;
d’oir, en multipliant en croix et réduisant
2bx-baay —ab=2b/z+2a'y—a'l! ;

le Tieu des centres des sections coniques qui tonchent a la fois
les quatre droites données est donc une ligne droite.

Il ne s’agit, pour construire cette droite, que de connaitre deux
points de sa direction; or, il est aisé de voir qu'on satisfait éga-
lement & son équation soit qu'oa fasse

x=-a , r=zia ,
ou

’}’=§5’> }"1-'-517 3

or, par la situation de nos quatre tangentes, il est aisé de recon-
naitre 'un ou lautre de ces points pour le point milieu de la
droite qui joint DI'intersection de deux quelconques de ces tangentes
a lintersection des deux autres; on a donc cet élégant théoréme :

THEOREME. Le licu géomélrique des centres de toutes les
sections coniques inscrites & un méme quadrilatére est la droite
gui joint les milieuz des trois diagonales de ce quadrilatere (*).

(*) Cest un renversement du théoréme de Newton , cité par M. le capitaive
Poncelet,, 4 la page 211 de ce volume. Cet estimable glométre nous en a
adress¢ récemment une démonsiration purement géoméirique que nous pubiie=
rons 2 la premiere occasion.
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Rien ne sera plus ais¢, d'aprés cela, que d'assigner le centré
de la section conique inscrite 4 un pentagone donné quelconque.
Il ne sagira en effet, pour cela , que de faire tour a tour abs-
traction d'un c6té puis d'un autre c6té du pentagone ,et de cons-
truire, & chaque fois , la droite , lieu des centres des sections
coniques qui touchent ses quatre autres c6tés ; on obtiendra ainsi
deux droites- dont lintersection sera le centre cherché; on voit
clairement par 1a que le probléme ne saurait avoir qu’une solution.

Comme on peut obtenir cing droites qui contiennent le centre
demandé et que ce cenire est unique, il s’ensuit que ces cinq droites
doivent se couper au méme point ; d’'olt résulte un élégant théo-
réme sur le pentagone, que nous laissons au lecteur le soin de
suppléer.

Lorsqu’ane section eonique est inscrite 4 un triangle, on peut
toujours la considérer comme inscrite & un quadrilatére, pourva
que l'on regarde son point de contact avec l'un des cotés comme
un quatri’me sommet tel que les deux cétés du quadrilatére qui
s’y terminent font entre eux un angle égal a deux angles droits;
on a donc ce théoréme : )

THEOREME. Le liev géométrique des cenires de toutes les
sections coniques qui , élant inscrites & un méme iriangle , tou=-
chent I'un de ses cotés en un méme point, est la droile qui passe
par le miliew de ce coté et par le milien de la distance du som-
met opposé au point de contact commun.

Il sera done trés-facile d’assigner le centre de la section conique
qui, étant inscrite @ un triangle donné , touche deux cétds du
triangle en des points donnés; il ne sagira pour cela, en effet,
que de mener des droites par les milieux de ces deux cotés et
par les milieux des distances des sommets opposés aux points de
contact donnés; ces deux droites se couperont au centre cherché.

Lorsqu’'une section conique touche les deux cdtés d'un angle,
on peut tovjours la considérer ecomme inscrite 3 un quadrilatére,
pourvu que l'on regarde ses points de contact avec les deux céOLés
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de l'angle comme deux sommets opposés du quadrilatire, et quon
admette que ses deux autres sommets s¢ confondent avec le som-
met méme de Vangle ; de la, et de ce qui a été dit ci-dessus , résulte
ce théoréme :

THEOREME. Le Iieu géométrique des centres de toutes les
sections coniques qui touchent les deux cbdids d'un méme angle
aux deux mémes points , est la droite menée du sommet de cet
engle au miliew de celle qui joint les deux points de contact.

PROBLEME 11. Déterminer le licu des cenires de toutes les
sections coniques qui , touchant & la fois trois droites données ,
puassent en méme temps par un méme point donné?

Solution. Soéient encore prises ici deux quelconques de trois

d-oites données pour axes des coordonnées, et soit pour l'équation
de la troisiéme

x Y
a+b

I3

goient enfin @/, & les coordonnées du point donné. D’abord, parce
que nos courbes touchent les deux axes, nous aurons (4, 5)

Ar—AC'=0, Br=BC'=o;

en second lieu, parce qu’elles touchent la troisitme droite , noua
aurons , comine ci-dessus ,

(C*—A4B)(2bat2ay—ab)=2(CC'—A'D’) ;

en outre , parce que ces courbes passent par le point donné,
nous aurons

AaP*4-Bb 2 Ca/bi A2 Ala' 2B/l +C/=0 ;

enfin, z, y 'de’signant les coordennédes des centres dont le liey
gst demandé , nous aurons encore (9, 10)
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Az+-Cy+4'=0 , By+Cz--B'==0 ;

et tout se réduira A éliminer 4, B, C, 4’, B/, C/ entre ces’
six équations. ]

Si, dans la quatridme équation, on substitue pour A/, B’ les
valeurs données par les deux derniéres , elle donnera

C'=a/(25~0a') AV (25 —b/) B4-2(b/ 2+ a'y—a’t’)C .

Cette valeur et celles de A4/, B‘ étant substituées dans les trois
premiéres , elles deviendront -

{ (z—a)A+-(y—b)C }*+b/(2y—b')(C*—AB)=o0 ,
{ (y=0)B+(2==a')C} +a/(20—a’(C*—AB)=o0 ,
2{(3—0) (¥ C }ly—b) B+ (s—a')C}
={2(0/xta'y—a't/)—2bx~+20y—ab)}(C*—AB) ;
de telle sorte qu’en posant, pour abréger,
(#=—a)A+-ly—b)C=P ,
= =WBa—a)C=Q
C*—AB=R* ,

tout se réduira & dliminer P, @, I, entre les trois équations
Py b/(2y—bH*=o0 , Q@ +a/(2z—a')R* =0 ,
2PQ={2(V/ata'y—a'b/)—(2b2-+-2ay—ab)} R* .

La valeur de A?, introduite dans les deux premitres, au moyen
de la derniére, donne en réduisant
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2B (ay b)) Q-4 2V 2aly — V)= (2bd-2ay—al | Pr=o |
20/(25—a)PA-{ 2B amaly—a/b) —(2bat2ay—al ) O=o

d'otr, en transposant, multipliant membre 3 membre, ct divisant

ensuite par PQ,
§ab a2y —b) = {3 a-raly—a'V )= 2bat 2ay—ab)}

le lieu cherché est donc une scction conique (*).

Voyons quel est le centre de cetie courbe; on sait que ce centre
est donué¢ par les deux dérivées de I'édquation de la courbe , prises
successivement par rapport a & et ¥ ; les deux équations du centre
cherché seront donc

20'Y (2y—b') = (0/=b) { 2(V/ 240/ y—a'V)—(2bx+-2ay—ab) } ,
2a/b{2a—a')=(a/—a'){ 20/ x40/ y —a' b/ y—(2bx4-2ay —ab)} .

Ce centre se¢ trouvera donc aussi sur toute ligne dont ’équation
q
sera une combinaison quelconque de ces deux-la ; il sera donc, en
particulier, sur la droite dont on obtient I’équation en divisant ces
deux-13 membre 32 membre; c'est-a -dire, sur la droite dont
b 2
V'équation est

2x= a/ 24 =—=b/

Qe—g! Do

Or, on voit aisément , 1.° que cette droite passe par le milien
de la distance du point donné a lorigine ; 2.° qu’clle passe aussi

(™ M. le capitaine Poncelet a aussi démontré cette proposition , par deg
considérations geométriques.
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par le milicu du segment de la troisi¢me tangente intercepté entre
celles qui ont été prises pour axes.

En considérant donc que cette troisi¢me tangente peut étre
choisie de trois maniéres différentes , on parviendra i la cons-
truction suivante du centre de la section conique , lieu des centres
de toutes les sections coniques qui, €étant inscrites ou ex-inscrites
4 un méme triangle donné, passent par un méme poiat donné,
intérieur ou extérieur a ce triangle : Par le milieu de la distance
du point donné & chacun des sommets et par le miliew du cbté
opposé sort menée une droite ; les trois droites menées de celte
maniére se couperont en un méme point , qui sera le cenire
cherché (*).

A Taide de V’équation de la courbe, on peut obtenir autant de
ses points qu’on voudra. Occupons-nous seulement de la recherche
de ceux qui paraissent étre de la construction la plus facile; mais
d’abord mettons I'équation sous une autre forme. En développant
le second membre comme le quarré d’'un binnme, et transposant

dans le premier le premier terme de ce quarré , il vient , en
réduisant ,

fa'y—b'z ) =(2bx-t2ay—ab) {4/ x4 a'y—a'b))—(2bzt2ay—ab)} .
Or, en satisfait a cette équation , en posant i la fois
a'y—b'z=o ,

2bx4-2ay=ab ;

(") On voit par la, pour le dire en passant, que si le point donné est
le centre de gravité de laire du triang’e formé par les tangentes données,
ce point sera en méme temps le centre de la courbe cherchée.

d’ots
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d’olt il su't que ce sont la les équations de deux' droites qui se
coupent sur la courbe dont il s’agit. Or , la premiére est celle
qui joint le point donné a lorigine ; et quant & la seconde, c’est
la droite qui joint les milieux des segmens des deux premicres
tangentes déterminés par la troisiéme ; en prenant donc tour & tour
chacune des tangentes pour la troisidme, on aura la constraction
suivanle de trois points de la courbe ': inscrivez au iriangle des
targentes un autre iriangle dont les sommeis soient les milievx
des ¢O1és du premier; les points ou les cdlés de ce second triangle
seront respectivement coupés par les droites menées du point donné
aux sommels du premirr seront irois pornis de la courbe demandée ;
et, comme le centre est connu, par ce qui précéde, rien ne sera
p'us farile que d'obtenir Zrofs autres points de cette courbe.

Si Pon demandait le centre d’une section conique touchant 2 la
fois quatre droites données et passant en outre par un point donné;
ce ceutre devant se trouver a la fois ( Prob. 1) sur une droite et
( Prsd. II') sur une section conique , le probleme aurait au plus
deux solutions.

Mais, si 'on demandait le centre d’une section conique qui,
tonchant & la fois trois droites données, passit en ontre par deux
join s donués; on voit ( Prob. 11 ) que ce centre devrait se trou-~
ver & ia fois sur deux sections coniques, et quainsi le probl¢me
pourrait avoir jusqu’a quatre solutions,

8i l'on demandait le lieu géométrique des centres de toutes les
sect ons coniques qui , passant par un point donné , fussent ins-
crites 4 un angle donné et touchassent en outre un de ses cdiés
en un point donné; on considérerait la distance du point de con-
tact donné au sommet de l'angle donné comme un triangle d’une
aire nulle , ayant deux ¢6tés égaux et coincidens, et son troisieme
ccté , de longueur nulle , dirigé suivant Pautre c6té de Iangle
do .né; le probléme se trouverait donc ramené au précédent; le
licu cherché serait donc une section conique , et l'on pourrait
assigner son centre ainsi que six points de son périmétre..

Tom. XI. 52
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PROBLEME IIL Déterminer le lieu des centres de toutes les
sections coniques qui , touchant & la fois deux droites données ,
passent em outre par deux poinis donnés ?

Solution. Prenons les deux tangentes pour axes des coordonndes,
et soient (@, b), (a’, &) les dcux points donnés. En supposant
toujours que l’éqnation (1) est celle des courbes dont on cherche
le lieu des centres, nous aurons d’abord (4, 5)

A*—A4C'=o0 ,° (=) B*r—DC'=o0 . (s)

En second lieu , parce que ces courbes passent par les deux
points donnés , nous aurons

Az *+Bb*4-20a b +24’a +2B'b 4-C'=o0 , ()
Ao Bt 2Calbi2 e’ 2Bb4Cl=0;  (5)

enfin, x, y étant les coordonnées du lieu des centres, nous
aurons encore (9, 10)

Az Cy+4'=o0 , O] By+-Ca+B'=o0 , (=)
et il s'agira d’éliminer A4 , B, C, Z’ y B’ , €’ entre ces six
-équations.

Si d’abord on élimine £’ entre les deux premiéres , et € entie
les deux derniéres , on aura

AB"*=EBA"* ,
x(Azt-A)y=y(By-+B’) .
En ¢éliminant B entre ces deux équations, on trouve

- (d'z~B'y){ A(d'a+Bly)+ 4"} =0 ,
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équation qui pent Cire satislaite de  deux manicres

d’abord

3gr

Prenons

A(A'za+4-Bly)+dr=o ,
nous en conclurons
A
T Aty

. 57 . /2 e }
puis , en vertu de l'équation AB”*=p 42

B/a

B ——

Ax+Bry °
I'équation (3) donnera alors

A'B

C==—r —— .
A'x4-Bry ’

et lon aura enfin par Péquation («)

Clz=—(A'a4Bly) ;

Toutes ces valeurs étant substitudes dans Iéquation (5 . elle
. P
deviendra

(d/z—a)t-Bly—)} =0 ,
dol

Az —a)+B y~by=o :
On aura de méme, par P'dquation (37),

A=) +B y~1/, = ;

d’oli, en transposant , divisant et réduisant,
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x—a §=mb

Kwmit! ﬁ ’
ou encore

x=—a y—b

a—a! b—:l; i

équation de la droite qui passe par les deux points donnéds.

Or, cette droite ne saurait étre le lieu cherche des centres; car
alors elle devrait I'étre encore lorsque les points donnés seraient
respectivement sur les deux cdtés de l'angle des tanguntes données;
tandis qu’il a été reconnn ci-dessus ( Prob. I') qv’alors la droite,
lieu des centres , devait passer par le sommet de cet angle.

Il faut done adopter l'autre équation

A'zx=DB" 5
en substituant dans AB?=B A", elle donne

Az*=By* .

* on a donc

x3 x
D=4 — DBl=4 ~ -
y? ?

7

¥
et de plus, par («) et (),
C/: f.,—‘- N C:-—-—Ax-‘—Ai 3
' Y

substituant ces valeurs dans I'équation (y) , elle deviendra

(ay—bay A*A-2y(bxday —ab)d A/ ey A =0

¥

Yéquation (») donnera pareillement
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(]
5
G

(a’y’-—-b’x)’d’-{—2y(b’x+a’y'~—-a"5’)AA/+3»"[5{"-’::0 ,

en ¢liminant 4’y comme inconnue , entre ces deux dquations, A
disparaitra de lui-wéme , et l'on obiendra, pour Pequation de
la courbe cherchée

§ (ay==bx)s==(a’y=~blx)2} 3

=4 {(bx—}-ay-ab)m(b’x-i-a’y-—a’b’)}g(ay-bx) 2 xtraly-albiy=(aly=b'5)*bxday-abd} .

¥in développant cette éqnation, on trouve qu'elle est généralement
du qatritme degré , non décomposable en deux facteurs rationnels

du seccond; de sorte que le lieu cherché n'est ni une section co-
nique ni un systéme de sections coniques.

PROBLEME I1V. Déterminer le licu des centres de tovtes les
scctions coniques qui, touchant une méme droite dounée passent
en outre par les trois mémes points donnés P

Solution. Soit pris 'un quelconque des trois points donnés pour
origine , et soient fait passer les axes des z et des y parles deux

autres que nous supposons distants de celui-lh des quantitds 2, &.
Soit de plus I'équation

*x Yo
=

ceile de la tangente. En prenant toujours Péquation (1) pour Idqua-
tion des coarbes dont on chierchie le lieu des centres ; nous expri-
merons que les courbes passent par lorigine en faisant €/=o. Les
conditions de passer par les deux autres points donnerent ensuite

Aat-24'=0 , B d2B=0 ,

de plus, la condition de toucher la droite donnée deviendra (3),
a cause de C/=so,
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a4/ (C* =~ AB)-2a"}/(A'C — AB))+(a’ A'—b/B’)*==0 .
~+20'0*(B'C—BA4") .

Enfin, z, y étant les coordonnées du lieu des centres, on devra

avoir (g, 10)

Az+Cy+-A'=o , By+Cx+B'=o0 ;

et il s'agira d’dliminer 4 , B, C , A, B/ entre ces cinq équations.
Mais d’abord , au wmoyen des équations {11, 12), nous pouvons

simplifier la troisicme qui devient
(@' Al==b'B'y =0/} (2b! x40’y —a'b") (C2==AB) ;

ou, en y metlant pour A/, B’ leurs valeurs donnédes par les

deux premiéres équations
(Aaa’—-Bbb')‘=4a’b/(2b’x;{—za’y-—a’b’)(C’-—AB) H
les mémes valeurs, substitudes dans les deux derniéres, donnent
(zx—0a) A~4-2Cy=0 , (2y—bB428x=—o0 ;

tirant de celles-ci les valeurs de 4, B, pour les substituer dans
la précédente, € s'en ira de lui-méme, et il viendra, pour Ié-

quation du lieu demandé ,
{10l a(2a—a)—aa'y(2y —b)}*
t o't 22—a)(2y—b (2bx 4 2ay—abd) 20/ 2+ 24/ y—a’/b\=0

équation du quatritme degré , non décomposable en deux facteurs



,
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rationne’s da second degré. Ainsi, en général, le Lew chiechin’ost
ni une cection conique , ni un systeme de secticus corgues.
81 pdemmoins lz tangente passait par Porigine , c'est-iedire , pat

Pun quilconque des poists donnés ; en supposant son cguation

® ¥
Tt =0

ce qui revient & supposer que @/, &/ se changent respectivement
en ae/, ab/, et a luire ensuite A== 0, ’équation deviendrait simplement

bo/z(2z—a)=aa’y(2y—0b) ;

qut est celle d’'une section conique. Ainsi, le licu des centres de
toutes les sections coniques qui, passant par les trois mémes points,
sont tangentes 2 une méme droite en J'un de ces points est lui-
méme une section conique.

Si l'on prend successivement les dérivées de cette équation par
rapport a # et y, on aura, pour déterminer le centre de la courbe,

les deux équations

4x—a=0 , 4y—b=o .

Ainsi ce centre est le milieu de la droite menéde du point qui est
sur la tangente au milieu de la distance entre les deux autres; de
sorte que le cenire de la courbe est tout-d.fait indépendant de la
direction de la tangente. On voit d'ailleurs que la courbe a deux diametres
coujuguds, paralleles aux droites qui joignent le point de contact
aux denx aulres points,

On voit que la counrbe passe par le point de contact, et , d’aprés
Ia position du centre , elle passe aussi par le milicu de I'intervalle
entre les deax autres points ; clle” passe encore par les milicux
des distances du point de contact aux deux autres, Il serait facils
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au surplus, & T'aide de I’dquation ci-dessus , de trouver d’autres
points de cette courbe.

PROBLEME V. Déterminer le lieu des centres de loutes les
sections coniques qui passent par les quaire mémes points donnés ?

Solution. Faisons passer I'axe des x par deux quelconques des
quatre points donnés et I'axe des y pour les deux autres j et soient
alors les dquations de ces quatre points ainsi qu’il suit:

g x=q , x==a' , =0 ,
ye=o ; y=0 ; y=b ;

En prenant toujours ['équation (1) pour l'équation commune des

x=o0 ,

y=b

courbes dont il s’agit, et exprimant quclles passent par ces qUatre
pomts, nous aurons

Aa 2o dig 4-Cr=o0 , Bb »4aB/b 4Cl=o ,
Aatrr dla'4-Cr=o0 , Bi/s 2 Bb/4-Cl=o0 .
De plus , # , y étant les coordonnées du lieu des centres , On aura
Ax4-Cy4-A'=o0 , By4-Cx4-B'=0 .

Eliminant 4, 4’ entre les équations de gauche, et B, B/ entre
celles de droite; il viendra, en réduisant ,

{ 20— (a+a’)} C'42aa'yC=0 ,
{oy—(6 401} C/d2bl/aC=0 ;

d'ou, éliminant enfin €, C’/, on obtiendra , pour l'équation du
lieu demandé

bb'x
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bbizi2n—(ata’)} =aaly{2y—(b+2)} ;

ce lieu est donc une section conique.

En égalant a zéro les dérivées de cette déquation, prises sucees-
sivement par rapport & # et ¥, on aura, pour déterminer le centre
de la courbe, les deux équations

a=ilaka),  y=i0+d).

Ainsi , la courbe a pour centre le wilicu de la divite qui joint
Ie milien de la distance de deux quclcongnes de vos quatre poinis
au milicu de la distance entre les denx autres,

On voit, par la forme de Iléquation , que la courbe a deux
diametres conjugués paralleles aux axes des coovrdonnées ; d'ou I'on
peut conclure que si, par lc cenire de la courbe , on méne deux
droites , l'une parallele 4 la droite qui joint deux quelconques de
nos quaire points et lautre paralléle a celle qui joint les deux autres,
Ies directions de ces droites seront celles de deux diamctres
conjugués.

Voyons présentement quels sont les points les plus remarquables
du cours de la courbe. On voit d'abord que cette courbe passe
par lorigine: ce qui revient a dire que, si Pon joint deux quel-
conques des quatre points dont il s’agit par une dreite, et les
deux autres par une autre droite, le point de concours de ces
deux droites sera un point de la courbe.

On satisfait aussi & I'équation de la courbe en posant

z=o0 , y=2+8) ,

or , ce sont la les ccordonnées du milieu de U'intervalle entre les deux
points situés sir Iaxe des g ; puis donc que ces points sent quelconques,
on en peut conclure que le milieu de Dintervalle entre deux quel-
conques des quaire points donnés est un point de la courke

Tom. 1X, 53



398 QUESTIONS

Enfin ; on satisfait encore & cette équalion en posant
a=i(ata),  y=i0+H);

donc, si 'on mene une parall¢le 3 chacun des axes par le milieu
de Uintervalle entre les deux points situés sur lautre , les deux
droites ainsi menées se couperont en un point de la courbe ; ce
qui revient & dire que si, ayant joint deux quelconques des points
donnés par une droite et les deux autres par une autre droite ,
on méne par le milieu de chacune de ces deux droites une pa-
ralléle a l'autre, les deux droites ainsi mendes se couperont en un
point de la courbe.

On a donc, en résumé, le théoréme suivant:

THEOREME. Dans tout quadrilatére simple , les siz points
milicux- des quatre cdiés et des deux diagonales , les trois points
d’intersection tant des deux diagonales que des deux systémes de
cdtés opposés , et enfin les trois points d’intersection des paralléles
menées soit & chaque diagonale par le miliew de lautre , soit &
chaque cité par le miliew de son opposé, sont douze points dune
méme section conigue. Son centre est au milieu commun des droites
qut joignent les milicux soit des deux diagonales, soit des coiés
opposés du quadrilatére. Enfin , les trois systémes de deux drottes,
menés par ce centre parallélement soit aux deuz diagonales , soit
a deux cbtés opposés , sont trois systémes de diameétres conjugués
de la courbe. Cette section conique est le lieu des centres de toutes
les sections coniques circonscrites aw quadrilatére dont il s agit.

Il est facile de se convaincre, au surplus, que les douze points
de la courbe que nous venons de désigner sont situés deux a deux
aux extrémités d’un méme diamétre.

Il est également facile de voir que la section conique sera une
hyperbole ou une ellipse , suivant que le quadrilatere sera ou ne
ne sera pas convexe.

Si donc l'on demandait le centre d’ une section conique qui passét
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par cinq points donnés ; en faisant tour a tour abstraction de deux
de ces cinq points on trouverait , par cc qui préccde , que le
centre de la courbe doit étre 3 la fo sur deux sections coniques;
et comme il est d’ailleurs connu que la section conique qui passe
par cinq points donnés est unique ; il s’ensuit que les deux sections
coniques qui devraient ddéterminer le centre de celle-1d devraient
étre tangentes l'une & l'autre. On peut, en excluant ainsi, tour a
tour , chacun des cing points donnéds , obtenir cinq sections coniques
qui devront toutes se toucher en un méme point.

Concevons présentement que de deux des sommets consécutifs
da quadrilatére 'un marche en ligne droite vers l'autre jusqu’a se
confondre avec lui; il est clair que notre théoréme ne cessera pas
pour cela d’étre vrai; mais alors notre quadrilatére se réduira a un
triangle , le c6té d’une longueur nulle a une droite indéfinie , mende
d’une manitre quelconque , par V'un des sommets de ce triangle,
et les sections coniques circonscrites a des sections coniques passant
par deux points donnés et touchant une méme droite en un point
donné; on a donc ce théoréme :

THEOREME. Le licu des centres de toutes les sections coniques
qui , passant par les deux mémes poinis donnés , touchent en outre
une méme droite donnée en un méme pornt est une autre section
conique passant par le point de contact donné , par le milien de
la droite qui joint les deux autres points donnés , par le point ot celie
derniére droite coupe la tangente donnée , par le point ou la
paralléle mende & la méme droite par le point de contact ren-
contre la paralléle menée & la tangente par le miliew de intervalle
entre les deux points donnés, enfin par les milicus des distances
de ces deux poinis au point de contact. Celte section conique «
son centre au milicu commun de deux droites dont lune joint le
point de contact au milieu de Uintervalle entre les deux autres,
tandis que Pautre joint les milieux des distances du point de
contact & ces deux-1d. Elle a un systéme de diaméires. conjugués pa-
ralléles aux droites qui joignent le point de contact aux deux
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autres points, et un auire dans lequel un des diamélres est paral-
lile a la droite qui joint ces deux derniers points , tandis que
lautre est parallele @ la langente.

Il est, au reste, facile de voir que la courbe est une hyperbole
ou une ellipse, suivant que les deux points qui ne sont pas sur la
tangente sont situés de méme ou de différens cotés par rapport a
elle. On apergoit aussi tres-facilement gne les six points du cours
de cette courbe que nous venons d’assigner sont, deux a deux ,-
aux extrémités d’'un méme diamctre, -

Si présentement nous supposons que les denx points qui ne sont
pas sur la tangente se rapprochent l'un de l'autre jusqu’d se con-
fondre , ainsi que I'avaient déja fait les deux autres, nous obtiendrons
ce théortme, déja obtenu par d’autres considérations ( Prob.I); mais
qui se trouve ici plus complet. .

THEOREME. Le lieu des centres des sections conigues oui
touchent & la fois les deux cérés d'un méme angle aur deux miimes
points est le systéme de deux droites dont lune joint les devx
points de contact , tandis que [autre joint le sommet de langie
au milieu de lintervalle qui sépare ces deux points.

-
-




