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326 QUESTIONS

o p—————— : —

QUESTIONS RESOLUES.

Démonstration des deux théorémes de géomélrie énonce's
a la page 289 du IX* volume de ce recueil ;

Par M. GERGONNE.

LE modeste auteur des deux beaux théorémes que nous allons
. démontrer y avait attaché jusqu’ici trop peu d'importance pour
songer.a nous en fournir lui-méme la démonstration que d’ailleurs
mous avions vainement cherclide de notre c6ié. Nous désespérions
donc de pouvoir suppléer a son silence, lorsque M. le capitaine
Poncelet, lié d’amitié avec lui, a bien voulu nous apprendre que
ces théorémes étaient fondés sur des principes de statique analogues
3 ceux que nous avions nous-mémes. appliqués , quelques pages
auparavant { tom. 1X, page 281), 4 d’autres recherches géomé-
triques. Ce trait de- lumiére nous a suffi pour parvenir au but
que nous mnous étions proposé , et qui paraitrait assez difficile &
atteindre par toute autre veie; ce. qui offre une nouvelle preuve
de l'utilité. de la statique dans la géométrie.

THEOREME 1. Soient pris arbitrairement , sur un plap B
points que l'on numérotera et désignera , A volonté , par (1), (2) »
(3);ee (). ‘

Soient joints chacun de ces # points, & partir du point (1),
3 celui qui porte le numéro immédiatement supérieur , jusqu'au
dernier (2) par des droites qui seront évidemment au nombre de
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n—1; et soient respectivement designées ces droites par lps deux
points qui les déterminent en cette maniére

(1(2) 5 (2)3), BA4) seieece, (n=1j(n).

Sur la direction de chacune de ces droites, soit pris arbitraire~
ment un point ; et soit désigné chacun des n—1 points ainsi choisis
par les deux numéros qui désignent la droite sur laquelle il se
troave situé , ainsi qu’il suit: A \

(12) , (23), (B4 .ceceviees(n—1, n).-

Soient joints, deux ¥ deux, par de nouvelles droites’, céux de
ces points ct des premiers dont les indices renferment 'en tout trois
nombres conséeotifs -de la siite naturelle’, sans répétitionsws Jap
cunes; et soient designées les droites de cette nouvelle sérieq ad
nombre de 2(n—2), par l'ensemble des indices "des deux poings
qui les déterminent, en cette manidre

5

(1023) 5 (2)3%) » BJED) ++ ovvs ()t 1) 5

(=13 » B BHE) s e- oo (i, s 1)) 5

les droites qui, deux 3 deux , auront les mémes nombres ¥ leurs’
indices se couperont, en général, et donneront ainsi ‘iz‘—'\z point-é;‘
d'intersection , que nous désignerons respectivement par lfepsei:;blé;
des nombres qui forment les indices de ces droites’, en cetle’

maniére

(123) , ((234) s (345) e (p—2,n~=1,n).

Soient de méme joints , deux & deux, par de nouvelles droites ,
ceux des points.des trois séries dont les :indices renferment, en
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soub, -qnatre nombres consecutits de la suite naturelle ; sams répé-
fitién ni lacune; et soient designees les droites de cetle froisieme
série, au nombre de 3(n—3), par I'ensemble des indices des deux
points qui les délerminent, en celte manicre

(1)(234) ,‘*(2/\5455 , (5,(45()3 cveves (=3 (B2, n—1 1) ;

(12).34) , (23, 49) 5 (34)90)eev e (=3, —s)n—1,n) ,

_/

(129, 4) 5 (=94) 9) 5 \W49)(O)e v ve e (=0, =0 , 11 )11} 3

il arrivera qpe les. droites qui ,-g10is A trois, auront les méme:
nombres 4 lewgs indices { et ce sunt ici, comme on le voit,, celles
gei apparticnnent & une méme colonne verticale ) se couperont an
wéme point , d¢ sorte qu’elles ne fournuont que n—3 points d'in-
tersgetion , qnerpous designerons respectivement par les nombres
qui forment les indices de ces droutes, en cette manicie

(1234) (2345) , (3156) yoececs (=3, n—2, ne=1,n) .

En poursuivant-le méme procédé , avec les mémes attentions,
nous obtiendrons une quatrieme série de droites , au nombre de
4(n—4), concourant, quatre 3 quatre , en un méme point, et
n'ayant ainsi que z—4 intersections, puis une cinquiéme série de
droite, au nowbre de 5(n—5), concourant, cinq 3 cing, en un
méme point, et n’ayant ainsi que z—3 intersections; de sorte que
nous arriverons finalement & »—1 droites concourant toutes en un
peint unique , designé par (123 .......72)

Démonstrasion. Comme un plus grand nombre de points ne
peut qu'alonger la demonstration du théoréme, sans la rendre plas
difficile ; afin de fixer les idées, et pour étre en méme temps plus
clairs et plus briefs, nous supposcrens que les points dont il s'agit
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ne sont qu'an nombre de cing se:lement , situds dailleurs d'une
mauniére quelconque sur un plam, et respectivement désignds par

(W, )y Gy B, &;

de sorte que lrs quatre droites qui les joindront consécutivement ;
deux & deux, sercnt

2] (208), (B4 s (DD) .

Supposons que ces points soient des masses quelconques, positives
ou negatives, dont il ¢'agit de trouver le centre commun de gra-
vité, & rau-c de Vindétermination de ces masses, on pourra tou=
jours supposer gue les quatre points

(2, (3, G, UD,

pris arbitrairement et respectivement sur nos quatre droites ; sont
les centres communs de gravité respectifs des masses

(1) et (2), (2) et 3), (3) et (4), (4) et ()«

Il est clair, en second licu, que les droites

MEH » @QCH » Gyd »

ainsi que les droites

23 5 (23)4) » BHB) »

contiendront respectivement les centres communs de gravité des trois
systémes de trois masses

W@, @D, Ws By, ®;

d’od il suit que les points d’intersection
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(123), (a34), (345),

seront les centres de gravité respectifs de ces trois mémes systemes,
Concluons de la que lcs droites

OED @
que les droites

-y

(12)(34) » @3(45)

et les droites

1=3({) » (294,(2) o

contiendront également les centres de gravité respectifs des deux -
systémes de quatre masses

W, @, @, W @, 3, @, O ;

de sorte que les trois premieres droites concourront en un premier’
‘point , et les trois derniéres en un second point que lon pourra“
respectivement désigner par

(1234,  (a345)

et qui seront les centres de gravité respectifs de ces mémes systdmes,
Or, de tout ce qui précede, il suit que les quatre droites

(V@35) »
(2)(345)
@23)45)
Qa3HG) 4

contiennent également le ceéntre commun de gravitd des cing masses
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proposées ; puis donc que ce centre de gravitd est unique, il s'ensuit
que ces quaire droites se coupent en un seul et méme point, que

I'on peut désigner par

(12345) ,

et qui est loi-méme ce centre de gravité,

THEOREME I1. Soient  droites arbitraires et indéfinies , fracées
sur un méme plan, que l'on numérotera et désignera, a volonté ,
Parr;2,3,..0...7,

Désignons D'intersection de chaque droite avec celle qui porte le
numéro immédiatement supérieur , de la premiére A la derniére,
par lensemble de leurs indices, en cetie maniére

Dy @Dy oD yeenen—i,m e

Par chacun de ces points, soit menée une droite arbitraire et
dédsignons les 2—1 droites ainsi menédes par les numéros des deux
droites primitives par l'intersection desquelles elles passent respec<
tivement , ainsi qu’il suit :

32, 33, B34 yieesre.(nm=1)n s

Considérons , deux & deux, les intersections des droites des deux
séries dont les indices renferment, en tout, trois nombres consécutifs
de la suite naturelle, sans répétition ni lacune; et soient désignés
les points de cette nouvelle série , au nombre de 2(n—2), par
Yensemble des indices des deux droites qui les déterminent, en
cette manidre

(?9‘3_3-), (:, 3—-4)" (g,ﬁo.un.(n-—z,n—x.n),'

‘E,ﬁt (E:Z)a (§Z:§3i'-"'-("—2-"—'11;)5
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les points qui, deux & deux, porteront les mémes nombres 3 leurs
indices détermincront une nouvelle série de n—1 droites , que nous
désignerons respectivement par Vensemble des nombres qui forment
les indices de ces points, en cette maniére

— Sosm— S———————

—
1267 2‘54” -/"5 g0 e o ™2, i"=1.72 »

Soient de méme considérées , deux 3 deux, les intersections des
droites des trois séries dont les indices renferment, en tout, quatre
nombres conséeutils de la suite naturelle , sans répétition ni lacune;
‘et soient désignés les points de cetie troisiéme série,, au nombre de
3(»—3), par I'ensemble des indices des droites qui les déterminent,
en cette maniére

— Dy Seecm——————

a'm‘), (;.gzg), (5‘, 450)’0001-0.(7‘_5,n—2.n_l.n)’

(B,EZ)’ (‘;\;’Zg), &,;),.......(n-é.n—‘z,n—x.n),

Ve

(';E,Z) ’ (Ez‘:. g) s (%, G) ,..;.... (n==3n—2.n—1 ,_n) ;

il arrivera que les points ‘qui , trois i trois , auront les mémes
nombres a leurs indices ( et ce sont ici, comme on le voit, ceux
qui appartiennent & une méme colonne verticale ) seront situés sur
une méme ligne droite , et ne détermineront ainsi que n—3 nou-
velles droites, que nous désignerons respectivement par les nombres
qui forment les indices de ces points, en cette maniére

1234 , 2345 ), 3456 j4esenessn==3.n—22=1.0 -

En poursuivant le méme procédé , avec les mémes attentions
nous obtiendrons une quatridme série de points , au nombre de
4(n—4), situés, quatre 4 -quatre , sur une méme droite, et ne
déterminant ainsi que n—4 nouvelles droites , puis une cinquiéme
série de points, au nombre de 5n—>5), situés, cinq & cinq, sur

‘ une
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‘une méme droite, et ne déterminant ainsi que n—5 nouvelles droites;
de sorte que nous arriverons finalement 3 z—1p points situéds sur
une droite unique , désignée par 123....n.
Démonstralion. Pour les mémes raisons déja déduites ci-dessus,
nous ne supposerons seulement que cing droites données, et res-
pectivement désignées par

i, 2, 3,%, 5;
de sorte que leurs quatre points d’intersections consécutives seront
Gr2)y 233y GrBs Gy 5«

Supposons que ces droites soient les directions de,cinq forces
d’'un méme systéme dont il s'agit de trouver la résultante ; i cause
de la compléte indétermination du sens et de lintensité de ces
forces , on pourra toujours supposer que les quatre droites arbitraires

. Tz’ ;-5, EZ? E”

sont les directions respectives des résultantes des couples de forces

—-— Y-

1 et 2, Zet3, ?etz, ZetS ,"‘
11 est clair, en second lieu , que les points
i,23), G,3, 3,5,
ainsi que les points
- 02,3, G3,B, Gf,5

seront respectivement sur la direction des résultantes des systémes
de trois forces ‘
— —_— X

— — e ey — ey e
1,2,33 293,43 3,4,5,

d’oti il suit que les droites

Tom. XI. 44
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;5?:; ;3_2; :?’2_5- ’

déterminées par les points rorrespondans , seront les directions méme
des résultantes de ces systtmes de forces.
Concluons de la que les points

— ] my me———

(I, 204) , (2, 345) ’
que les points

(72.9,3-1;;': (;3‘:’4:-5-) 4
et les points

GB,D, G
seront dgalement situds sur les résultantes respectives des deux
systemes de quatre forces

;’;,‘3', Z; ?)?,21 5 s

de-sorte que les trois premiers sont sur une méme droite, et les

trois derniers sur uwne -autre d:‘oitel'; lesqgueltes peuvent étre res-
. « ?

pectivement designées par

1254 ) 23 g ?

et sont les directions respectives des résultantes de ces deux systémes.
Or, de tout ce qui précede, il suit que les quatre points

T, 2345 ,°
az=, 355 ,

— —

23, 45

~

»

(1234 2 5—) »
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sont également situés sur la résultante commune des cing forces
proposées ; puis donc que cette résultante est unique, il sensuit
que ces quatre points sont sur une méme droite, que l'on peut
désigner par '

12345 s
et qui est elle-méme la direction de larésultante générale du systéme.

On voit que ces deux théorémes ont entre eux une correspon-
dance parfaite. Cette correspondance est méme telle que chacun d’eux
peut facilement étre déduit comme conséquence de I'autre. Conce-
vons , en effet , qu’ayant tracé sur un plan une section conique
quelcenque , et qu’ayantsaussi tracé sur ce méme plan la figure
relative 2 l'un quelconque de ces deux théortmes, on détermine
ensuite les poles des droites et les polaires des points de cette figure ,
par rapport a la section conique dont il s’agit ; en se rappelant que
les poles des droites qui concourent en un méme point appartiennent’
a une méme droite, et qu’a linverse les polaires des points qui
appartiennent a une méme droite concourent en un méme point,
on verra clairement que les péles et polaires ainsi tracés formeront
la figure relative & l'autre théoréme , qui se trouvera ainsi démontré
3 Paide de celui-la,

Si l'on considére la figure relative & I'un quelconque de ces deux
théorémes comme la base d’une pyramide ayant son sommet en
un point quelconque, et que, par ce sommet, on congoive des
droites menées & tous les points et des plans menés a toutes les
droites de la figure, on apercevra sur-le-champ que nos théorémes
ont leurs analogues relativement & des systémes de droites et de
plans indéfinis , concourant en un méme point.

Si l'on suppose enfin que ce point de concours des droites ou
des plans est le centre d'une sphére, on verra que nos deux
théorémes doivent encore avoir lieu sur la surface sphérique ; pourva
qu’on y remplace les droites par des arcs de grands cereles.
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Si 'on suppose ; dans le premier des deux théordmes, que eer-
taines masses sont égales et de signes contraires , ou dans le second ,
que certaines forces forment des couples, ce qui éloignera soit le
centre commun de gravité, soit la résultante & linfini; ces circons-
1ances introduiront , dans I'énoncé des deux théorémes , des modi-
fications plus longues a expliquer, & raison de I'infinie variété dont
elles sont susceptibles, qu'elies ne sont difficiles & concevoir.

On peut ensuite appliquer 4 chaque polygone, en particulier ,
a partir da quadrilatére , soit les théorémes genéranx , soit ces
théorémes modifiés de la manjére qu’il vient d’étre dit; de sorte
que nos deux théorémes peuvent étre envisagés , en ¢uelqne sorte,
comme des magasins de propriétés des polygones , desquelles on
peut ensuite facilement déduire la solution d’une multitude de
problémes du genre de ceux qui ont été récemment traités par
M. le professeur BRIANCHON, dans son Application de la théorie
des transversales. Ainsi, nos denx theorémes ne se recommandent
pas moins par lutilité pratique quon em peut tirer que par leur
élégante genéralitdé.

Nous ne devons pas quitter ce sujet sans faire observer que si,
pour plus de symétrie entre les deux théorémes, nous avons sup-
posé, dans le premier , que les points donnés étaient situés sur
un méme plan; le théoréme n'en est pas moins vrai, lorsque
ces points sont distribués d’une maniere quelconque dans l’éspace;
il n’y a méme pas alors un seul mot a changer & sa démons-
tration, Mais, on ne saurait, au contraire , donner une extension
analogue a4 lautie théorime ; attendu que, tandis que deux points
sont toujours sur nne mdime droite , deux droites ne concourent
pas toujours ¢t un méme point.




