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RECHERCHES DE DIOPTRIQUE. 239
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OPTIQUE.

Recherches de dioptrique , renfermant la solution du
dernier des deux problémes proposés a la page
288 du X.° volume de ce recueil ;

-~

Par M. GERGONNE.

LE but que nous nous proposons ici est d’examiner comment
s’opére la vision et sous quelle apparence se présentent les objets
lumineux ou éclairés, lorsque ces objets se trouvent plongés dans
un milieu homogeéne d’unc densité constante, et que I'ceil qui les
contemple se trouve dans un autre milieu homogene , également
d’une densité constante , contign a celui-1a et séparé de lui par un
plan indéfini. C’est exactement le cas ou nous sommes lorsque nous
regardons les poissons dans l'eau, et c'est aussi cclui ol ils se
trouvent , ainsi que les plongeurs, lorsqu’ils nous regardent. Nous
aurons occasion , chemin faisant, de traiter, comme cas trés-
particulier , le dernier des deux problemes proposés 2 la page 288
du X.® volume de ce recueil.

Bien que la question que nous abordons ici soit une des plus
simples de toutes celles que la dioptrique peut avoir en vue, elle
ne laisse pas que d’éire assez compliquée. Elle a déjh été som-
mairement traitée par M. Lenthéric , professeur au collége royal
de Montpellier, dans une thése qu’il a soutenue pour le doctorat,
a la faculté des scicnces, en mai 1820; et nous n’avons d’autre

Tom. X1, n.* VIII, 1.°F féerier 1821, 31
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but ici que de développer davantage et de simplifier en méme
temps , s’il est possible , les résultats obtenus par cet estimable
professeur.

Pour fixer les idées et éviter en méme temps les circonlocutions
nous supposerons constamment que les deux milienx dont il s'agit
sont l'air ct l'ecau; que ; par conséquent, le plan indéfini qui les
sépare est un plan horizontal ; et que le milieu inférieur est celui
des deux qui réfracte le plus ¢nergiquement la lumiére ; mais on
sent fort bien que nos formules et nos méthodes n’en seront pas
moins facilement applicables a toute autre hypothése qu’on voudra
faire sur la mature -des deux milieux. Nous aurons d’ailleurs
examiner successivemnent le cas ou lobjet est dans I'eau et Deeil
dans lair et cclui ot c’est, au contraire, il qui est dans l'eau,
tandis que l'objet est dans lair, nous verrons que ces deux cas,
bien que peu différens en apparence , sont cependant bien loin
d’offrir des résultats analogues.

Soit donc un point lumineux plongé dans I'rau ; ce point dardera
dans tous les sens des rayons de lumitre dont la direction sera
rectiligne et constante tant qu’ils demeureront dans ce fluide; mais
une fois que ceux qui seront dirigés de manitre 3 pouvoir en sertir
auront atteint la surface de leau , 1ils continueront leur marche
dans l'air suivant une direction _encore rectiligne , mais différente
‘de la premidre et plus ¢loignée qu’elle de la direction verticale (*).

Si un ceil se trouve situé d’une maniére quclconque dans Pair,
plusieurs des rayons qui y auront pénétré viendront le frapper.

(" Je nadopte ici I'hypothése de I'émission que poir plus de simplicité. Je
n’ignore pas que les belles recherches de M. Fresnel semblent présentement
faire pencher la balance en faveur de hypothése des ondulations. Je sais anssi
que la lumiére parvenue a la surface de l'ean ne pénétre pas toute dans lair,
et qu'une partie y tentre en se réfléchissanl 4 cette surface; mais c’est la une
circonstance dont il est permis ici de faire abstraction.
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Par leffet de IT'habitude cet ceil croira le point lumineux placé
dans- la direction suivant laquelle il en aura recu la sensation, ey
précisément a 'endroit d’ou les rayons du faisceau entré dans la
prunelle divergeraient, §'ils n’avaient point été rompus a la surface
de leau.

Si, par le point lumineux , on eongoit un plan vertical quel-
conque, ce plan contiendra un certain nombre de rayons émanés.
du point dont il s'agit; or, les circonstances étant absolument les
mémes de part et d’'autre de ce plan, les rayons a leur entrée
dans lair, tout en prenant une nouvelle direction ,ne s'écarteront
ni 2 droite ni & gauche de ce méme plan , et ne pourront con-
séquemment parvenir a I'eil qu’autant quiil y sera lui-méme situé;
c’est donc aussi dans ce plan que l'image sera apergue.

On voit donc que si, par Pecil et par le point lumineux, on
congoit un plan vertical , c’est dans ce plan uniquement que se
passera tout le phénoméne de la vision; d’ou il résulte encore que
si, au lieu d’un point unique , on a un objet visible d’'une cer-
taine étendue ; pourvu que les diverses parties de cet objet se trouvent
comprises dans un méme plan vertical aveec I’eil , son image se
trouvera aussi loule entiére comprise dans le méme plan., Dans
ce cas particulier, le probléme, au lieu d’appartenir & la géométrie
a trois dimensions, n'est donc qu’un simple probléme de géométrie
plane. En conséquence , c’est par lui que nous croyons deveir
commencer , d’autant que le probléme général peut ensuite s’en

déduire avec facilité.

1. Supposons donc ( fig. 1) que le plan de la figure soit le
plan vertical conduit par I'eeil et par le point lumineux. Soit CX
Vintersectien de ce plan avec la surface supérieure du liquide; soit
P le point lumineux et soit CY une verticale conduite par ce point.
Considérons deux rayons infiniment voisins PI, Pl/ , atteignant la
surface de ’eau en 1, I/; en entrant dans I'air, ils prendront les
directions nouvelles IL , I'L/. Soit p le point de concours de ces
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nouvelles directions ; il est clair quun ceil placé vers LI/ sera
dans le méme cas que si, I'eau n’existant pas, le point lumineux,
au lieu d’étre en P, se trouvait en p ; c’est-d-dire, en d’autres
termes , que le point p sera le lieu apparent ou I'image du point P.

2. Or, il est visible que le point p est un de ceux de la courbe
3 laquelle tous les rayons réfractés sont tangens , c’est-i-dire , de
la courbe enveloppe de tous ces rayons; et que de plus le rayon
réfracté IL est tangent 4 cette courbe en p; si donc (fig. 2) MN
est la courbe enveloppe de tous les rayons réfractés relatifs au
point P; en quelque point O que I'eil se trouve dans l'air , en
menant par ce point O une tangente Op & cette courbe, son point
de contact p sera le lieu de I'image, c’est-d-dire, le lieu apparent
du point P, pour un il situé en O. La courbe MpN est ce qu’on
appelle la Caustique relative au point P. ‘

3. L’objet principal de la recherche qui nous occupe doit donc
étre la détermination de la nature de cette courbe. Pour parvenir
a ce but (fig. 3), soient prises respectivement I’horizontale CX
ct la verticale CY pour axes des # et des y; désignons par k 'en-
foncement CP du point P au-dessous du niveau de 'eau; et con-
sidérons un rayon quelconque émané du point P, ayant PI pour
direction dans l'eau et IL pour direction hors de Peau. Désignons
par z la distance variable CI de Vorigine C au point d'incidence
I; et, par ce point I, menons la verticale indéfinie GH ; langle
GIP=IPG sera ce qu'on appelle I'angle d'incidence et I'angle HIL
sera ce qu'on appelle V'angle de réfraction.

4. Or , suivant les premiers principes de la dioptrique , pour
les deux mémes milieux, le rapport du sinus d’incidence au sinus
de réfraction doit &tre constant, et tout i-fait indépendant de la
direction du rayon incident. Supposant donc que le sinus d’inci-
dence dans P'eau soit constamment au sinus de réfraction dans
Tair dans le rapport de ¢ & p, nous aurons
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8in.1IPC P
SinLIH = ¢4 °

CosL1X=Sin.LIH= ’-;-sm.lpc ;

mais on a

. CI z
SinJPC= Tk
done
pz . ‘/ 22 e ( PRy 2) 22
Cos.XIL= Sin XL = YV e —(pP—ghe |
gy btz 2L AV '
d’otr

Tang XIL = Y IF= =gz
pz ’

-

de sorte qu’en posant, pour abréger ;

p’_qi pz

—— = 1=, Z—:n’
qz q3 q
dou
ni=1~4m?*,
ROous aurons

V,kz—-mzzz

nz

Tang XIL=

.

En conséquence , I'équation du rayon réfracté IL , c’est-a-dire ;
I'équation générale de tous les rayons véfractés relatifs au point
P sera

_Ew
y= e (#—2) ;
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équation - dans laquelle z est un paramétre tout-a-fait indéterminé.
5. Suivant donc les principes du calcul différenticl , ’dquation de

Penveloppe de tous les rayons réfractés , c¢’est-a-dire, I'équation de

la caustique, sera (*) le rdsultat de I'élimination de z entre cette

derniére équation et sa différentielle, prise uniquement par rapport

a cette lettre. Cette différentielle est, toutes réductions faites ,

b*x—m*z*=o0.
Pour dliminer facilement z entre elle et I'équation primitive du
rayon réfracté, nous les résoudrons par rapport a x et y , ainsi
que nous l’avons déja fait dans une circonstance analogue ( tom. V,
pag. 288 ). Cette derniére donne immédiatement la valeur de x;
et , en la substituant dans l'autre , on obtient

m2z3 k22 z2 h
== I ’ .7:_'—_—'——( n:;z) 5
d’out résulte
me i moe A
k g2 2 k - k2 ?

ajoutant donc ces deux équaticns membre & membre, nous aurons
pour celle de la caustique cherchée

me sy N
(F)+ (="

6. Or, il est connu (tom. V, pag. 288 ) que I'équation d'une
ellipse étant

™ Voyez la page 361 da III:‘* volume de ce recueil.
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x 2 y 3 _
(5 )+(5 )=
I’équation de sa développée est

% .
(b:._az) +< bz_an I

denc mnotre caustique n'est autre que la développée d'une ellipse
dont les demi-diamétres principaux sont donnés par les deux

équations
b

bD2emmmg 2

n
]
k

a m
——— T —
k )

b2—q2

d'olt, on ayant égard & la relation »*=i1-m?®, trouvée ci-dessus
{4), on ure

a=mk , b=nk ,

de sorte que l'équation de cette ellipse est
x \ Y Y~
(mk) +(n7t) —t

b n
: :;; > ‘/b _ag_k

On a, en outre,

. Ainsi, toutes les fois qu'un point lumineux est plongé dans
I'eau , ceux d’entre les rayons qui en émanent qui sont compris
dans un méme plan vertical quelconque passant par ce point, donnent
naissance , aprés leur sortic du liquide, 4 une caustique qui n’est
autre chose que la développée d’une ellipse qui a son centre & Ia
surface du liquide, et son grand axe vertical. L'ua des foyers de
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cette ellipse est le point lumineux lui-méme ; et ses dimensions,
proportionnelles 4 l’enfoncement de ce point , ne dépendent que
du rapport du sinus d’incidence au sinus de réfraction ; de teile
sorte que les ellipses qui répondent 4 divers points, et par suite
leurs développées, sont des courbes semblables. Gn aurait des con-
séquences analogues pour deux autres milieux transparens, solides
ou fluides ; il n’y aurait absolument de changé que le rapport des
dimensions des ellipses (*) ; pourvu toutefois que le point lumineux
fut toujours dans celai des deux milieux qui jouirait du pouvoir
réfringent le plus énergique. On congoit, au surplus , qu'il o’y a
que celle des deux moitiés de la développée de lellipse qui ap-
particnt & ce milien qui puisse étre utile au probléme ; de sorte
que cest seulement cette demi-développée qui doit étre considérée
comme la caustique.

(*) Dans le passage de l'eau dans I'air  on a , & tres-peu prés, p=4,

. n
g=3, do n=% , m= -\—/l, ou sensiblement m=%, Cela donne — =1 c’est-
: 3 m

a-dire que l'axe vertical de Dellipse est a son axe horizontal environ dans
le rapport de 3 a 2.
§il*s'agit du passage da verre dans lair, on aura, & trés-peu prés p=3,

. n
g=2, dolt n=1% 6 m= \—/-5 , ou sensiblement m=2%. Cela donne — =%, C'est-
2 m

A-dire que 'axe vertical de Dellipse est & son axe horizontal environ dans le
rapport de 4 a 3. »

§il s'agit enfin du passage du verre dans l'eau, on aura, i trés-peu prés,

=9, ¢=8, dot n=1%, m__.._y_ﬂ , ou sensiblement m=23%. Cela donne

8
n 2 4] ) M 3 ) N H
-=7%, Cest-a-dire que l'axe vertical de lellipse est & son axe horizontal

environ dans le rapport de g 4 4.

En général, Vellipse est d’autant plus alongée que les pouvoirs réfringens des
deux milieux sont moins différens.

8.
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8. De ce qui précéde, et de la figure connue dela développée
de Dellipse , il est facile de déduire diverses conséquences, dont
les plus remarquables sont les suivantes :
1.° Tant que I'wil du spectateur pe sort pas de la verticale qui
passe par le point Inmineux, l'image de ce point ne sort pas non
plus de cette verticale , sur laquelle T'ceil peut d’ailleurs se mou-
voir sans que cctte image paraisse aucunement changer de place.
Elle parait toujours d'ailleurs plus rapprochde de la surface de I'eau
que l'objet lui-méme , et d’une quantité constamment proportionnelle
a I'enfoncement de cet objei (¥).
2.° 8i I'eil se meat sur la surface méme de I'eau, & mesure
quil séloignera de la verticale menéde par le point lumineux,
Pimage de ce point s'éloignera aussi de cette méme verricale et
dans le méme sens , en se rapprochant pen & peu de la surface
de I'eau; Lorsque l'eil se trouvera distant de la verticale de la

® Si Peeil est dans Pair , snivant que l'objet sera dans l'eau ou dans le
verre , son image se trouvera rapprochée d'un quart ou d’un #lers du plan
horizontal qui sépare les deux milieux. Si il est dans P'eau et l'objet dans
le verre , ce rapprochement sera seulement d’un neuviéme.

Lorsque M. Lenthéric soutint , 4 la faculté des sciences de Montpellier , la
thése dont il a été question ci-dessus, un des juges lui objecta que la réfrac~
tion étant nulle dans le sens normal, Pobjet doit éire vu & sa véritable place
lorsque D'ceil se trouve verticalement au-dessus. Cela pourrait étre vrai, si
Pouverture de la prunelle était un point mathématique ; mais celte ouverture
est la plus grande des deux bases d’un tronc de cone formé par ceux d’entre
les rayons lumineux qui, étant sortis de l'eau , parviennent & Peeil. Ce tronc
de céne a sa plus petite base & la surface de leau, et celte derniére est ,
3 son tour, la base d’un cdne entier , ayant son sommet au point lumineux ,
et comprenant les mémes rayons dans Peau. Or, c’est au sommet du ebne , dont
le tronc pose sur I'ceil , que image doit étre apercue ; et, comme ce cdne est
plus obtus que celui qui a son sommet & lobjet, il s'ensuit que l'image doit
étre plus voisine de I'ceil que ne I'est eet oljet,

Tom. XI, 32
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Lo kB . . 1o
quantité —, l'image se confondra avec lui ; c’est-a-dire que
n .

k
celte image sera aussi & la surface de leau et 3 la distance —

de la verticale qui passe par l'objet. Passé ce terme, I'ceil aura
beau s'écarter davantage, il verra toujours l'objet & la méme place
a la surface de l'eau (*).

3.° Dans toute situation intermédiaire de l'eil, I'image paraitra
tonjours hors de la verticale du méme c6té que lui, et plus élevée
que l'objet. Si, en partant d’une situation donnée, cet il s'éleve
verticalement, il verra I'image s’enfoncer par degrés , en se rap-
prochant de la verticale; ce sera le con\traire si I'ceil descend ver=
ticalement. 8i, partant de la méme siwation, l’cil se meut hori-
zonlalement , en s’écartant de la verticale, I'image s’en écartera
dans le méme sens et se rapprochera peu a peu de la surface de
Peau. On reconnaitra enfin que I'eil , mu obliquement, dans une
direction rectiligne , parcourt une tangente & la caustique , lorsque,
malgré son mouvement, I'image lui semblera immobile. Cette cir-
constance pourrait méme offrir un moyen de déterminer la caustique
d’'une maniére expérimentale, et d’en conclure ensuite le rapport
du sinus d'incidence au sinus de réfraction.

9. De ce que les caustiques relatives 2 différens points sont sem-
blables, et semblablement situées par rapport a la ligne de niveau,
résulte un procédé graphique assez simple pour déterminer le lieu
de limage de tant de points visibles qu’on voudra. Soit toujours
CX (fig. 4) le niveau supérieur de l’eau, et soit O/ le lieu fixe

(") L'ceil édtant dans Pair , suivant gque lobjet sera dans 'ean ou dans le
. k . .
verre , la distance = sera les frois quarts ou les deux tiers de Denfoncement

de Pobjet. Si I'eil est dans Teau et l'objet dans le verre , cette distance sera
b.s huit neuviémes de lenfoncement de cet objet.
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de T'eil ; sur la verticale CP, conduite par O/, on prendra arbi-
trairement un point P, pour lequel on tracera avec soin la caus-
tique MNM’, que nous appellerons la caustique normale. On fera
bien d’ailleurs de prendre le point P le plus bas possible , afin
d’avoir une caustique de plus grande dimension. Cette caustique,
ainsi tracée , une fois pour toutes , rien ne seraplus aisé que d’assigner
Pimage d’un point donné quelconque , pour un il placé en O/,

Soit, en effet, P/ le point dont il sagit; en menant PP/, son
point d’intersection S avec CX sera évidemment le centre de simi-
litude des caustiques rclatives aux poihts P, P/ On menera PO/
et SO/ qu'on fera couper en O par une paralléle PO a P/O’. On
menera par O, A la caustique normale , la tangente Op la tou-
chant en p. On menera enfin Sp qu’on fera couper en p’/ par une
parallele O’p/ 4 Op; et alors, de méme que p est I'image de P,
pour un cil placé en O; p/ sera I'image de P/, pour un il placé
en O/, et conséquemment le point demandé,

10. En renversant cette construction, on pourra déterminer, pour
une situation donnée de I'eil , en quel lieu doit se trouver un point
lumineux, pour que son image soit vue en un point donné.

Soit toujours O/ le lieu de I'eil, ct soit p/ I'image donnée d’'un
point dont il faut assigner la situation. On menera p/0/ et , paral-
ltlement & cette droite, une tangente pO 3 la caustique normale.
p étant le point de contact de cette tangente, on menera pp’ cou-
pant CX en S, et SO/ coupant pO en O. On menera enfin OP,
et ensuite SP, coupée en P/ par une paralltle O’P/ 3 OP. Ilest
clair qu’alors P étant , pour 'eil placé en O, le lieu de I'objet
dont I'image esten p; P/ sera pareillement , pour un ceil placé
en O/, le lieu de I'objet dont l'image est vue en p’; c'est-a~dire,
que P/ sera le point cherché.

11. Sachant ainsi, pour une situation donnée de I'eil, assigner
soit le lieu de l'image d’'un point donné quelconque , soit le lieu
d'un point dont l'image est donnée; rien ne sera plus aisé que
de tracer par points, soit l'image d’une ligne droite ou courbe
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plane quelconque située, avec I'eeil , dans un plan vertical , soit
la ligne dont une ligne donnée droite ou courbe plane située dans
un méme plan vertical est l'image.

S'il sagit d’un dessin tant soit peu compliqué, ce qu'il y aura
de mieux 3 faire, sera de tracer & 'avance, soit les images d'une
suite de droites verticales et horizontales équidistantes , soit les
courbes ayant pour images dcs droites verticales et horizontales
équidistantes. On achévera ensuite le dessin propesé , de la méme
maniére que l'on trace les anamorphoses.

12. Essayons présentement de traduire ces diverses constructions
en analise ; c’est-a-dire, de déterminer les coordonnées de p/ par
celles de P/, et réciproquement. Appelons a/y/les premiéres, X/,
Y7 les derniéres ; tout se réduira évidemment & trouver deux équa-
tions de relation entre ces quatre variables et les constantes du
probléme.

13. Appelons % la longueur arbitraire CP, et %Z la hauteur CO/
de l'ecil au-dessus du miveau de I'eau. Tout étant daillenrs dans
la figure 5, comme dans la figure 4 , abaissons du point O la
perpendiculaire OT sur CS et du point P/ la perpendiculaire P/C/
sur la méme droite ; en menant OC, O’C/, TP, CP/, les triangles
rectangles C/CO’ et CTO seront semblables ; et il en sera de méme
des triangles rectangles P/C/C et PCT; on aura donc

P/C/:CC::PC: CT ,

P/C/: CO’:: PC:TO ;
c’est-d-dire ;

Y :X::k:CT ,

Yk ::k:TO ;
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en conséquence , les équations du point O seront, en ayant (gard
aux signes

-

kX kh
x:—"—'ﬂ—i—l— ) y:——-—y:; . (l)

Désignons , en outre, par =z, ¥/ les coordonnées du point p
de contact de la tangente Op menée par le point O a la caustique
relative au point P; en avaissant des points p, p/ les perpendicu-
laires pg, p’¢’ sur CS, nous aurons

Cq:Clyq/ ;
- CP: CP/:: .
P7iP9 s
c'est-a-dire ;

x// ‘ (X/__.,x/) é
kX
yy
d'olt, en ayant égard aux signes,

. a'Y? . J’”Y/ .
! =X/ = e = y=m— (2)

il ne s’agit donc plus que de chasser de ces dernidres formules

z'/, ¥, en exprimant qu’elles sont les coordonnédes d’une tan-

gente mencée par le point O a la caustique relative au point P.
14. D’abord , parce que le point p est sur cette caustique, on

aura
maxl’ ; nyl/ :;_ R
() () = o

d'ott, en différentiant ;
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— ny” .
\dx” - ma’ !

en conséquence, I'équation de la tangente en p sera
y yl/
.7-y”+ (z'-a: )V —, =

na(y—y")+m’y(z—a)’ =0 ;

on

puis donc que cette tangente doit passer par le point O , on
aura
kh 3 kX . 3
n’x// (_i:p-+y// __m!y-//< _2_7_ __x// _—_—_0’
on ’
n(y YRRy @ Y —IX =0 . ()

Il faudrait donc se servir des équations (3, 4) pour chasser z/;
y/! des équations (2); mais il revient au méme , et il est incom-
parablement plus simple de se servir de ces dernidres qui donnent

k(ax—X") Ky’

1/ o=t ], . .
X/ —-— Y’ » y — S YI ’

pour chasser 2/, y// des deux autres, Cela donne; en supprimant
les accens , désormais superflus, ~

ez o

»

n*(z—~X)(y—h) +m*z’y=o . an
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Ainsi, en prenant l'axe des # & la surface de I'cau et prenant
pour axe des y la verticale passant par 'ecil , on pourra, 4 l'aide
de ces équations, déterminer , soit au moyen des coordonnées X,
Y d’un point les coordonnées x, y de son image, soit au moyen
des coordonnées x, y de cette image , les coordonnées X, ¥ du
point auquel elle apparticnts
15. 11 scrait assez difficile de tirer de ces équations les valeurs
des coordonnées x, y de I'image d’'un point en fonction des coor-
données X, ¥ de ce point; mais le probléme inverse, c’est-a-dire ,
celui de la détermination des coordonnées X, XY d’un point en
fonction des coordonnées x , y de son image est, au contraire,
trés-facile A résoudre. En édliminant , en effet, z==X entre les deux
équations ci-dessus , il vient

-

i%’i;%“‘{n(r—fm]z}:”

aprés quoi l'on tire de I’équation (II) et de celle-ci

m2 “x \3
x=et 7oy (), qu)
mx 3)3%
=nyg1+ o § . avy
&s

16. Qu’on ait présentement une ligne droite ou courbe plane ,
située avec l'wil dans un méme plan vertical , et donmée par
I’équation

F(X,Y)=o,
I'équation de son image s’obtiendra en mettant pour X, ¥ dans

celle-ci leurs valeurs donndes par les équations (III, 1V). Que si,
au contraire , on donne l’équation
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f(z, y)=o0,

d’une ligne droite ou courbe plane , située dans un méme plan vertical
avec l'ceil , et qu’on demande de quelle autre ligne elle est I'image ;
il faudra, pour résoudre le probléme, combiner ’équation de cette
ligne soit avec les équations (I, II) soit avec les équations (111, 1V)
pour en éliminer x, y 3 Véquation résultante en ‘X, Y sera celle
de la ligne cherchée ; d’olt 'on voit qu’en général ce second pro-
bléme sera plus difficile 3 résoudre que le premier.

17. Pour seules applications de ce procédé , nous chercherons
I'équation de I'image d’une droite verticale et celle de Pimage d’une

droite horizontale. Soit une droite verticale donnée par I'équation-
.X—":‘-g 3
Péquation de son image sera évidemment

mi x 3
-t —yl — | =g,
T ) =6
pu bien

(@ —g)(y—hy+m*zy=o0 . (*)

Soit qu'on y fasse y=o0 ou y=—— o, on a également z=g , ce
qui nous annonce que la droite et son image se confondent éga-
lement et A la surface de l'eau et 4 une profondeur infinie dans

(M Il est trés-digne de remarque que cette courbe ( tom. V , pag. 292 ) est
en méme temps celle sur laquelle se trouveraient les images d’'un point lumi-
nevx situé hors de l'eau, sur-le prolongement de la verticale dont il sagit, st

la surface du liquide devenait la surface anlérieure d'une glace ¢tamée, d'unme
épaisseur quelconque,

“le
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le liquide; de sorte que cette droite est elle-méme asymptote de
son image.

Cherchons sous quel angle I'image dévie de la droite verticale
3 la surface de l'eau , et quel en est le plus grand écartement,
En différentiant I'équation de cette image, on en tire

dy n2(y==h)3-4-3m2xy
dwx ——m2x3+3n={x—g)(7—'h)‘ ’

~

dy
dx
fait la verticale avec son image ; puis donc qu’'on a alors =g,

y==0, en désignant cet angle par ¢, on aura

A la surface de l'eau, devient la co-tangente de I'angle que

ng3
Tang.o =i

mais, si I'on désigne par « I'angle que fait avec la verticale le
rayon visuel mené de I'ceil au point our la droite et son image percent

la surface de l’eau, on aura

Tango g —

oy

done

ms2 3
Tang.¢= — Tang?s ;
n

ainsi, la tangente de l'angle ¢, toujours moindre que le cube de
la tangente de l'angle ., et pouvant croitre indéfiniment comme
celle-ci, est constamment proportionnelle & son cube.

Pour savoir présentement en quel point la tangente & I'image de
notre verticale lui est paralltle, et connaitre ainsi le maximum ds

Jom, XI. 33
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son écartement, il suffit d’égaler A zéro le dénominateur de la valeur de
dy

oo ce qui donne

@430 (a—g ) y—A) =0 ;

équation qu'il faudra combiner avec I'équation

m 'y (a—g)(y—) =0

de Timage, pour avoir les coordonnées du point cherché. -
On tirc immédiatement de tes équations , en transposant et
divisant

I , .k
y="5 d’out yE=——

ainsi, quels que soient les deux milicux et quelle que soit la dis-
tance de l'eil 2 la verticale dont il s’agit , c’est toujours 4 une
profondeur moitié de la hauteur de I'eil au-dessus de la surface
du liquide que le plus grand écartement a lieus

En substituant cette valeur de ¥ dans la premiére des deux
équations , clle devient

4m*a’ 42902 h(2—g) =o ,
équation qui n'a évidemment qu'une seule racine réelle’ quon

pourrait facilement obtenir par les formules connues.
-
18. Supposons, en second lieu, qu'il soit question d’une droite

horizontale donnée par 'équation

Y=—1,

T'équation de son image sera évidemment
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’"";’9’{ a1 § ’
ou bien .
wlly—I)f =y e (=1
ou encore

z=- r%(y-—lz) V<%>%—x .

d’otr T'on voit que cette courbe est symétrique par rapport d Ia
verticale qui passe par I'ceil , ainsi que cela doit étre. De plus,
comme Déquation est satisfaite en posant simullang’ment z=T
et y=o0, il s’ensuit que la courbe a pour asymptote 'horizontale
qui détermine la surface supérienre du liquide ; et c’était encore la
un résultat facile & déduire de nos constructions graphiques.

19. On pourrait aussi rechercher si le liquide dans lequel les
objets sont supposés plongés amplifie ou réduit leurs dimensions
apparentes et s’il donne naissance aux franges colorées ; mais la
complication de nos formules nous avertit assez que nous ne pour—
rions aborder ces questions sans dépasser de beaucoup les bornes
que nous devons nous preserire icl. Nous nous contenterons donc
d’observer , relativement a la premiére de ces deux questions, qu'’il
résulte de ce qui a été dit (8) que, si I'ceil se trouve sur le pro-
longement d’une verticale plongée dans l'eau et divisée en parties
égales, 1l la verra aussi divisée en parties égales, mais plus pe-
tites; d’olt I'on voit que, par leffet du milieu , les dimensions
verticales des objets placés directement au-dessous de I'ceil paraissent
plus petites; et il est aisé de déduire de nos constructions que, dans
les mémes circonstances , il en doeit étre de méme de leurs dimen-.
sions horizontales. Ainsi, I'effet du milieu sur des objets qui ne
s’écartent pas trop de la verticale passant par lceil doit étre de
les faire paraitre a la fois plus petits et plus rapprochés.
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20. Changeons présentement les roles ; supposons que le point
lumineux est dans l'air, ‘tandis que I'wil est, au contraire, plongé
dans Tedu, Soit toujours ( fig. 6) le plan de la figure un plan
vertical passant par l'objet et par I'wil, soit CX Tintersection de
ce plan avec la surface de l'eau ; prenons cette droite pour axe des
x. Soit P l'objet; ‘et prenons pour axe des y la verticale CY con-
duite par P. Soit PI un rayon incident quelconque et Soit IL le
‘'méme rayon réfracté. Par le point d’incidence I soit menée la
verticale indéfinie GH. Soient CP=£/, Cl=z; et soit toujours le
rapport du sinus d’incidence dans l'air au sinus de réfraction dans
Veau celui de p & ¢; nous aurons

Sin HIP _ Sin.CP1 _ z _P .

SinGIL ~ SinGIL — Sin.GILykdz: g *
d’onr

S$in.GIL= —f—
n. = ;
sz+ 2
donc
SinXIL= VYerlet+(pimg)z: , CosXIL= ;
) P\/k“—z"‘ X ‘/k:+z2

et par suite

Tang.XIL_—:.; Ykt =gz

q<
En posant, pour abréger,
e S b ep
P* =1= ;; =m?, 7 =n,

doly

nous aurons
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Tang XIL= Y legmazs E:’;”"z’ .

En conséquence , I'équation du rayon réfracté ou, pour mieux dire ;

Péquation générale de tous les rayons réfractés relatifs au point P
Sera

Trtmeza
y:-—-.‘./_-,-%-—— (#—2z) ;
équation dans laquelle z est un paramétre tout-3-fait indéterminé,

21. Il faudrait donc, pour en conclure I'équation de la caustique
relative au point P, éliminer z entre cette équation et sa différen-
tielle, prise uniquement par rapport 4 z; mais cette équation ne
différant de sa correspondante (4) , relative & la premiére hypothése ,
qu'en ce que ;2 et n S’y trouvent respectivement changés en my/ =7
et —n; nous obtiendrons immédiatement la caustique cherchée , en
faisant un pareil changement dans I'équation (5) de la caustique qui
répond au premior cas, laquelle deviendra ainsi

"N (72 =
k k -

21. Or, il résulte de ce qui a été dit (6) que I'équation d’une

hyperbole étant
¥ \ 2 x z_
(=)=

l’équation\de sa développée doit étre

() (550 ="

donc, notre caustique n'est autre que la développée d'une hypers
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bole dont les demi-diamétres principaux sont donnés par les deux
équations

d’ol, en ayant égard & la relation m*~fn*=1, trouvée ci-dessus
(20), on tire

a=mk , b=nk ;
de sorte que l’équation de cette hyperbole est
2
(LN~ (ZY=,.
nk mk
On a, en eutre ;

6—
—=

S|+

Vota=k .

22, Ainsi, toutes les fois qu’un point lumineux est hors de
Teau , ceux d’entre les rayons qui en émanent qui sont compris
dans un méme plan vertical quelconque passant par ce point,
donnent naissance , aprés avoir pénétré dans le liquide, 3 une caus-
tique qui n’est autre chose que la développée d’une hyperbole qui
‘a son centre & la surface du liquide et son axe transverse vertical.
L’un des foyers de cette hyperbole est le point lumineux lui-méme;
et ses dimensions , proportionnelles 4 I'élévation de ce point au-
dessus du niveau de I'eau, ne dépendent que du rapport du sinus
d'incidence au sinus de réfraction ; de telle sorte que les hyper-
boles qui répondent 3 divers points, et par suaile leurs développées,
sont des courbes semblables. On aurait des conséquences analogues
pour deux autres milieux transparens, solides ou fluides; il n’y
© aurait absolument de changé que le rapport des dimensions des
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hyperboles (*); pourvu toutefois que le point lumineux fut tou-
jours dans celui des deux milicux qui jouirait du pouvoir refringent
le moins énergique, On congoit, au surplus, qu’il n’y a que celle
des deux moitiés de la développée de I'hyperbole qui appartient
a ce milieu qui puisse étre utile au probléme ; de sorte que cest
seulement cette demi-développée qui doit étre considérée comme
la caustique. )

23. La développée de l’hyperbole a, comme elle, des branches
infinies ; mais, a-t-elle aussi comme elle des asymptotes ? Si l'on
voulait s'en tenir au raisonnement employé par la presque totalité
des auteurs de géométrie analitique pour la recherche de ces sortes
de lignes dans I’hyperbole , on serait d'abord tenté de le croire,
On tire, en effet, de I'équation de cette développée

z

y_.__‘—x,j ,+( T

or, pourrait-on dire, 3 mesure que x deviendra plus grand’, le
facteur radical du second membre tendra sans cesse 3 devenir 1'unité;

(") Dans le passage de Vair dans 'eau, on trouve , & trés-peu prés, m=1;
n i *

n=3%, dolt — =3%; clest-a.dire que 'axe transverse de Ihyperbole est & son

axe horizontal sensiblement dans le rapport de g & 8.
Sl s'agit da passage de lair dans le verre, on aura, A trés-peu prés,
n .
ol pony =3 ; cest-d-dire gue 'axe transverse de I'hyperbole est
4 son axe horizontal sensiblement dans le rapport de 8 4 g.

i enfin, i uestion da passa e l'eau dans le verr au a
Si enfin, il est t d sage de I dans | €, on aura, 3

— 3 — 2
m=z,0=7y, d

n .
trés-peu prés, m=35, n=F), — =2 ; clest-a-dire que l'axe transverse de
m -
T’hyperbole sera sensiblement double de son axe horizontal.
En général , l'axe transverse sera d’autant plus grand par rapport a l'autre 3

que les pouvoirs refringens seront moins différens.
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donc aussi, 3 mesure que z deviendra plus grand , cette équation
tendra sans cesse.d se réduire 2

m
=+ —z ;
y=X— 2,
et-le deviendra, en effet, lorsque # deviendra indéfini; d’oit il pa=
raitrait naturel de conclure que la courbe a deux asymptotes passant

par Dorigine ; et comme l'équation des asymptotes de I'hyperbole
est .

y=x —:; z
il s’ensuivrait que les asymptotes de la développée sont respective~
ment perpendiculaires 3 celles de la courbe,

24. La vérité est pourtant que la développée de I'hyperbole n’a
point d’asymptotes. Pour nous en eonvaincre , cherchons I'équation
de la tangente a cette courbe par Fun de ses points ; en diffé-
rentiant son équation, on obtient

&y - mV’ny
dx = mx !

d’ot il suit que l'dquation de la tangente 4 la courbe par un point
(2’ , ¥/) pris sur son périmétre est

3

m !

Si T'on veut connaitre & quelle distance de Porigine cette tan-

gente coupe I'axe des y, il suffira de faire x=o. dans son équa-
tion, ce qui donnera , pour la distance demandée

m 3 7
Y=y o — x/V =z,
’ /] ., I

ou encere
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‘ ) 1 S omal N,
y=y'— — T) vy
Mais , d'aprés la situation du point (2/,%’), on a
’ mx! N2/ ny! \I .
(=)=

donc, en substituant ,

_ I ny’ \X 3
et (.
ou, en développant et réduisant,

3 kzj,n'
n2

>

y‘:

quantité qui devient infinie en méme temps que #/. On voit donc
qud mesure que le point de contact s’éloigne du point de rebrous—
sement de la courbe , la tangenle coupe I'axe qui passe par ce
point & des distances de plus en plus grandes du centre de la
courbe ; d’od il suit que Ies tangentes 4 Dinfini, loin de passer
par ce cenlrc, en passent, au contraire, a une distance infinie.

Tout ce qu'on peut donc conclure de notre premier raisonnement
(23) , c’est qu'a mesure que les branches de la développée s’éten~
dent, elles tendent sans cesse & devenir perpendiculaires aux asymp-
totes , avec lesquelles elles forment constamment un angle obtus
du c6té du centre. C’est ainsi que les branches de la parabole for—

Tom. XI. 34
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ment constamment un angle obtus avec la direcirice du c6té du
sommet (*) ‘

25. De tout ce qui précéd:e , il résulte diverses conséquences,
dont les plus remarquables sont les suivantes :

1.° Tant que I'ceil, plongé ‘dans Véau, ne sort pas de la ver=~
ticale qui passe par le point lumineux , situé hors de I'ean, I'image
de ce point ne sort pas non plus de ceite verticale, sur laquelle
I'eil peut. d’ailleurs se mouvoir, sans que cette image paraisse au-
cuncment se déplacer. Elle parait d’ailleurs plus élevée au-dessus
de la surface de l'eau que I'objet lui-méme , et d’une quantité cons-
tamment proportionnelle 2 I'élévation de cct objet (**).

2.° Si l'eil se meut sur la surface méme de 1’eau, a2 mesure
quil s'éloignera de la verticale menée _par le point lumineux ,
I'image de ce point s’éloignéra aussi de cette verticale, mais en
sens inverse, et en s'éloignant de plus en plus de la surface de
I'eau.

3.° Dans toute situation intermédiaire de I'eil , I'image paraitra
toujours hors de-la verticile du c6té opposé, et plus élevée que
Vobjet. Si, en partant d'une situation donnée, cet il senfonce
verticalement dans le liquide , il verra I'image descendre peu a peu,
en se rapprochant de la verticale ; ce sera le contraire , si Peil
s’éleve vers la surface de 1’eau. Si, partant de la méme situation,
T'eil se meut horizontalement , en s’écartant de la verticale, I'image

(* On voit, par cette discussion, que c’est avec beaucoup de raison que
M. Yexaminateur Reynaud rejette, comme vicieuse , la maniére ordinaire de
déterminer les asymptotes de Phyperbole.

(**) Si Peil est dans leau el l'objet dans Pair , cette élévation sera d’un
tiers en sus. Si Uil est dans le verre , suivant que V'objet sera dans Pair

ou dans leau , ce surcroit d’élévation sera d'une moitié ou dun huititme
en sus
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s'en écartera en sens inverse , en sélevant de plus en plus. On
reconnaitra enfin que l'wil ; mu obliquement, dans une direction

rectiligne , parcourt une tangente a la caustique , lorsque, malgré son
mouvement, 'image lui semblera immobile.

26. Ici, comme dans le cas ot I'eil est dans I'air et I'objet dans
Teau, on pem, avee une caustique normale , construite avec soin,
et une fois pour toutes, déterminer, parun tracé graphique, et pour
une situation donnée de I'ewil, soit le lieu de I'image d'un point
donné , soit le lieu d’un point dont I'image est donnée. Il suffira,
pour savoir comment doivent & exécuter ces constructions , d’appli-
quer A la figure 7 ce qui a ¢été dit (9, 10).

27. On pourra donc aussi (11) construire graphiquement par
points, soit Iimage d'une ligne droite ou courbe plane donnée,
située dans un méme plan vertical avec I'eil, soit la ligne dont
une ligne droite ou courbe plane donnéde, située dans un méme
plan vertical avec I'xil, est I'image.

28. En appliquant & la figure 8 les raisonnemens et calculs
que nous avons faits (12, 13, 14, 15), on trouvera qu’en pre-
nant laxe des z sur la surface de Il'eau, faisant passer vertica-
lement 'axe des y par l'eil et désignant par 2 la hauteur de
Ia surface du liquide au-dessus de lui , si X, ¥ désignent les
coordonndes d’un point lumineux , et &, y celles de son image,

on aura

me x 3
X=em oy (Gar)

RSN e UL
Y—”Yi‘“[n%;,) joe

formules dont on fera les mémes usages que de leurs corress
pondantes (15).
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29. Si I'on demande, par exemple , limage d’une droite ver>
ticale donnée par I'équation

X=g,

Iéquation de cette image sera

m2 x )3_.
T\ ) T8

ou bien

n*(x=—g)(y-th) —m?zty=o0

Soit qu’on fasse , dans cette équation, y=o0 ou y=- ; on a
également z==g, ce qui nous annonce que la droite et son image
se confondent également soit i la surface de Teau , soit 4 uné
hauteur infinie au-dessus du liquide, de telle sorte que la droite
est elle-méme asymptote de son image.

Cherchons sous quel angle limage dévie de la droite verticale
4 la surface de lean, et quel en est le plus grand écartement,
En- différentiant cette équation, on en tire

[dy _  »y-}h)3—3m2xzy
dx " meiem3n?(w—g)(y4+h)" ’

\ N d .
a la surface de Veau, L devient la co-tangente de I'angle que
dx

. * ¢ . - - .
fait la droite avec son image ; mais , én ce point , on a2 x=g,
y=0; donc, en désignant cet angle par ¢, on aufa
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ng3 m2
— Tang? ;

nah3 ns ’

Tang.t=

en posant - =Tang.s ; formule qui donnera les mémes conséqu ences

que son analogue (17).

Le point ot le plus grand écartement aura lieu sera donné
par le systéme des deux équations

n*(@—g)y+h) =m*2’y ,

3 (e—g)(y -y =’

d'ot l'on tire, par division,

comme nous V'avons trouvé (17) pour le premier cas; la valeur
correspondante de # sera donnée par I’équation du troisitme degré

4m*z*—gn*h*(z—g)=0 ;

1

équation qui peut avoir ses trois racines réelles , mais dont
deux doivent étre étrangéres a la question.

3o0. S'agit-il, au contraire , de l'image d'une droite horizontale ;
donnée par I'équation
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Y=k,

Téquation de cette image sera

B

) 3 mx :
_nygl_‘[:n(y-}-b) ; 3

ou bien

n (R =y (b —mia )

A} T

ol

ou encorg

&quation d'une courbe symétrique par rapport & la verticale qui

passe par l'eil, ainsi que cela doit étre.

31. En raisonnant comme nous l'avons fait (23), on trouverait
- facilement que cette courbe a deux asymptiotes , exprimédes par

L'équation

=t —(r4h 3

mais; puisque nous nous sommes convaincus que cette maniére de
raisonner est fautive , substituons-lui , comme nous l'avons fait
alors:, un raisonnement plus rigoureux. Par la différentiation , on

tire de l'équation de la courbe

,._9;\. it V‘:(ny)
da 2_y'— )_

3
_
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o il suit que V'équation de la tangente , en un point (a7, y
est

y—y/'=t—. 7/ 1—<"” ) (w—a") .

— :23"-—/1 rk )%
oy \my'

Si, pour savoir 3 quelle distance de l'origine cette tangente coupe
2

Paxe des 4, on fait, dans son équation, #=o , il viendra , en
transposant ,

eile deviendra

k z
—(57)
y=y/—(y+h) . -2

@Y

=y/=(y'+ %) ( - ) _

n]’ 2 2_7/-h *
(%) -

3y

-
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—h

. 2/
Or, 4 mesure que ¥/ deviendra plus grand Y = tendra sans cesse
- )
. 3 A ny, )
vers la fraction T5 et, comme d'un autre cété - augmentera

sans cesse, la fraction qui multiplie y/47% , dans le second terme
de la valeur de y, tendra sans cesse 3 devenir I'unité ; donc, cette
valeur de y tendra sans cesse 4 se réduire a

y=y'—(y'+h)==F ;

donc , elle deviendra telle, en effet , lorsque 4/ sera infinie.

Ainsi , la courbe a réellement des asymptotes , donndes par
I'équation

z=t = (y+h) o yth=ta;

d’otr Pon voit que ces asymptotes passent par U'ceil du spectateur
et qu’elles sont les mémes pour les images de toutes les droites
paralleles & la surface de l’eau , puisque % n'entre pas dans leur
équation. De plus, Tangle que font avec I'horizentale les asymp-
totes des hyperboles dont les développées sont les caustiques des

. . .. n
différens points visibles ayant pour tangente +— —, il en faut con-
P yant p ) =

clure que les asymptotes dent il s’agit ici sont perpendiculaires
a celles-la (*). '

™ Il se présente ici une sorte de paradoxe quil est nécessaire d’expliquer.
I équation ’

32,
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32. On pourrait encore se faire ici des questions analogues 3
T . o
celles que nous avons indiquées (19) ; mais, pour les mémes rajsons

=k = (y+7)

des asymptotes de la courbe image d'ume droite horizontale n'étant autre

ehose que ce que devient I'équation

a=t S (5 )

de l'image elle-méme , lorsqu'on y fait ko , il parait s’ensuivre que ces asymp-
totes sont l'image d’une droite située & la surface de l'eau. D’un autre cété,
une telle droite, se trouvant dans le méme milieu avec I'ceil , ne semblerait
avoir d’antre image quelle-méme ; enfin, il serait absurde de dire que I'image
de la ligne de niveau est un augle qui a son sommet & leil , puisqu’alors
il s'ensnivrait que l'image de la partie de cette ligne , comprise dans langle,

se trouverait abaissée, ce qui ne saurait étre.
Toutes ces difficultés s’%évanouissent en recourant & Iéquation non résolue de
I'image d’une droite horizontale. Nous avons trouvé, pour cetle équation ,

n*k*(y+h, =y (X gyt hyp—m’at i,
et , lorsqne E==o0, elle se réduit a
ys{nz(y+ﬁ):~m:xz}3=o ;

elle se de‘comyqse donc alors en ces deux ci

Tom., XI.
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que nous avons données alors , mous ne nous y arréterons pas, et
nous nous bornerons seulement & observer que , tandis que, lors-
que l'ceil est dans Pair, I’effet de la présence de l'eau est de di-
minuer & la fois la grandeur et la distance des objets plongés

dans ce fluide, il arrive précisément le contraire lorsque ces objets
sont dans l'air, tandis que I'eil est dans l'eau.

33. Nous terminerons par traiter briévement nos deux problémes
dans toute leur généralité, c’est-a-dire, en embrassant & la fois les

trois. dimensions de l'espace; et d’abord occupons-nous de leur ré-
solution graphique.

~
34. Soit conduite par I'eeil une verticale , et par cette verticale
soit conduit un plan vertical quelconque sur lequel soit tracée
la caustique répondant a un quelconque des points de cette
" droite.

Cela posé,

veut-on limage p d’un point P quelconque de l’(éc-
pace, ou le point P dont un point donné quelconque p de l’es-
pace est hmage ; par lceil et par le point donné on conduu'a un
p}an verlu;al qp‘op m;agmexa .teurner’ ensuite autour de son mber-
sc;cug.n.aycc, le. premier , jusqua. ce quil se confonde avec lui ,.
en entrainant d'ailleurs le point donné: dans' le mouvement. On
appliquera alors. les méthodes donnédes (9, 10, 26) i la recherche

n
Y=o > x= “m"(}'+ﬁ) ’

dont la premiére a lien dans toute l’étendue de la valeur de x, tandis que
la seconde n'a lieu que jusqa’au viveau de Peau. La partie d'une droite située
a la surface de I'eau interceptée entre les asymptotes sera done vue isa véri-
table place, tandis que ses prolongemens, de part et d’autre , seront vus &
la fois a leur véritable place et sur ces mémes asymptotes.
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du point inconnu qui, entrainé de nouveau avec le plan mobile,
se trouvera i sa véritable place , lorsque ce plan aura lui-méme
reprxs sa situation pmmmve.

35. Au moyen de ce qni précéde , on pourra donc tracer par
points, soit image d'une ligne droite ou courbe plane ou i double
courbure ou méme d'une surface courbe donnée et située d’une
maniére quelconque dans lespace , soit la ligne ou surface dont
nne ligne droite ou courbe plane ou i double courbure ou méme
ane surface courbe donnée et situde d’une maniére quelconque
dans l'espace est I'image ; on pourra donc , en particulier, résoudre
graphiquement la derni¢re des deux questxons proposées & la page
288 du X.® volumes de ce recueil.

36. Dans le cas particulier ol c’est une surface qui est donnée,
si c’est une surface de révolution dont Iaxe soit vertical et passe
par Dceil , il est évident que la surface cherchée sera exactement
“dans le méme cas. 1l suffira donc de déduire la génératrice de
‘Tune de celle de l'autre, ce qui ramenera la question a un pro-
bléme de géométrie plane.

37. Occupnns-nous présentement de la réselution’ algébrique des
~mémes problémes. Prenons la verticale qui passe par l'eil pour
Paxe des z; par son pied , faisons passer sur la surface de I'eau
_deux droites fixes quelconques, perpendiculaires entre elles , que
nous prendrons pour axesdes z et des ¥ ; soient P un point quelconque
et p son image; soient désignées par X, ¥, Z les coordonnées
du premier et par z, ¥y, z celles du second ; ces deux points
seront avec I'ceil dans un méme plan vertical. Prenons lintersec-
tion de ce plan avec la surface du liquide pour axe des r; soient
pour ce plan Z, R les coordonnées de P , et soient z, r celles
de p; soit enfin désignée par Z, soit la hauteur de T'eeil au-dessus
“de la surface du liquide, soit son enfoncement au-dessous ; nous
aurons (15, 28) - ] ’
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m3 r 3
=r+ —
R rt — z(z:i:h) ,

. mr 13 o
z=nafo [ T

les signes supérieurs ou inférieurs devant étre pris; suivant que
Pceil est au-dessus ou au-dessous de la surface du liquide. Mais
on a évidemment

X~+-Yr=R, aty=r, Xy=Yz ;

dolr
.
Rax R
X= =, r==2
r r

il viendra donc, en substituant,

ms @iy
— P o———
X x§: st %,

- m2 z(xz.l_yz)
Y_ygli;" GFh? §’

Z.—_—_nz 1+ln:_gfﬁ-£ %*
— n (eRhkz) °

38. 8i donc une surface courbe est donnde par I'équation
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F(X,Y, Z)=o0;

en'y mettant pour X, ¥, Z les valeurs que nous venons d’ob-
tenir , 'équation résultante en x , y , z sera celle de I'image de
cette surface. A linverse, I'équation

f(x, ¥y, z)=o0,

étant donnée comme celle de l'image d’une surface inconnue ,
pour avoir I'équation de cette surface, il suffira d’éliminer z, y ,
z entre cetle équation et les valeurs de X, ¥, Z en =,
¥, z

39. Puisque , donner ou chercher une ligne droite ou courbe N
plane ou 4 double courbure , c’est donner ou chercher les deux
surfaces dont elle est I’intersection; il sera toujours facile d’obtenir, par
ce qui précéde , soit les deus équations de I'mage d'une ligne
dont les deux équations sont données , soit les deux équations
d’une ligne dont I'image est donnée par ses deux équations. -

fo. Nous avons vu ( 17 3 18 , 29 , 30) que l'image d’une droite ,
soit verticale , soit horizontale , située avec I'eil dans un méme plan
vertical , est généralement une ligne courbe; or, une ligne courbe
ne saurait étre un cas particulier d’une ligne droite; puis donc
qu'une droite verticale ou horizontale n’est qu'un cas particulier
d’une droite inclinée, on en peut conclure qu’a plus forte raison
Pimage d'une droite- située d’une maniére quelconque dans un
méme plan vertical avec Dl'eeil , est généralement une ligne
courbe. J

}ais une droite située dans un méme plan vertical avec 1 ceil
n’est qu’un cas partiéulier d’une droite située d’une maniére quel-
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‘conque dans Pespace ; donc, pour la méme raison que ci- dessus,
limage d’une ligne droite , de quelque maniére qu’elle soit située,
tant par rapport & l'eeil que par rapport & la surface qui sépare
les deux milieux, est généralement une ligne courbe (*). -

Nous terminerons en .observant qu’il y a une différence trés-
marquée entre la maniére dont nous voyons les poissens et celle
dont ils nous voient. Lorsqu’en effet nous regardons ce qui se
passe dans une eau claire, et point trés-profonde , nous pouvons
-apercevoir , autour de la verticale qui passe par notre ceil , tous
les objets qui ne sont pas trop loin* de nous et leurs images ne
sont que peu déformées; en un mot, notre situation par rapport
4 ces objets différc peu de ce qu'elle serait si le liquide n’existait
pas. Pour les poissons, au contraire , les images. des objets situés.
hors de l'eau se trouvent toutes renfermées dans lintéricur d'un
cone droit ayant son sommetd l'ceil et son axe vertical, et dont
Pangle générateur est d’enyiron 48°.22/ Les poissons se trouvent donc
dans le méme cas que s'ils étaient plaves au fond d’un fossé creusé.
en entonnoir. En outre, pour peu qu'un objet soit voisin de la
surface du llqmde éloigné de l’axe’du cbne 4 son image , d'ailleurs
tres-applahe, se trouve _ presque sur la surface du céne et 3 une
immense distance de son sommet , de sorte qu elle doit presque
échapper 2 la vue et paraitre extremement déformée. Les poissons
ne peuvent donc voir d'une maniére bien  distincte que les objets

(*) Cest donc une erreur de supposer , comme paraissent le faire la
plupart des physiciens, que , lorsqu'on plonge” en partie et obliquement dans
Veau un béton rectiligne , la partie plongée se présente & P’ceil sous un aspect
rectiligne , différant seulement en direction de la parlie située hors de leau ;
La Fontaine a donc été fondé a dire:

Quand l'eau courbe un biton, ma raison le redresse ;
et il se serait exprim¢ d’une maniére moins exacte , s'il edt dit : quand I'cau
brise , etc.
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peu élevés au-dessus de leau et peu distans de la verticale
passant par lear ceil (*).

(*) Un des juges de M. Lentheric s’est cru fondé a infirmer ces conclusions
.par la considération que V'eil des poissons n’est pas conformé comme le nétre ;.
mais puisque , dans ce que nous avons dit sur la manitre dont nous voyons
les poissons , nous n’avons supposé autre chose , sinon que molre ceil était
eonformé pour voir dans lair ; il sensuit que , pourvu que I'ceil des poissons
soit fait pour voir dans l’eau? ces conclusions doivent éiwre admises,




