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GEOMETRIE ANALITIQUE. 153

Solutions analitiques des mémes problémes ;

Par M. GERGONNE.

LES solutions qu’on vient de lire ne laissent sans doute rien a
désirer du c6té de la rigueur et de la briévetd; mais,comme les
!

probl¢mes auxquels elles se rapportent ont €té proposés a des éléves
de mathématiques spéciales (*) , on peut présumer qu’il était dans

(*) Pendant combien de temps encore conservera-t-on cette dénominalion
ridicule de mathématiques spéciales ? Quand bien méme on voudrait entendre
par 1 quele cours ainsi nommé est destiné aux ¢leves qui se consacrent spé-
cialement a I'étude des mathématiques , ocutre que Dellipse serait par trop forte,
cette ellipse serait un véritable mensonge ; atlendu que les éléeves qui, dans
nos écoles, suivent les cours de mathématiques dites spéciales, suivent en méme
temps des cours de physique et des cours quon appelle, on ne sait trop
pourquoi, cours de philosophie.

Ceci _nous rappelle d’avoir un jour entendu un jeune homme que l'on inter-
rogeait sur la division logique , répondre que, par exemple , les mathématiques
se divisent en mathématiques élémentaires , mathématiques spéciales et mathé-
matiques transcendantes,

Que l'on tolere dans le monde des locutions vicieuses , a la bonne heure : mais ,
puisqu’enfin c’est par le langage que les idées s'introduisent et se classent dans notre
esprit , on devrait du moins metire toutes sortes de soin 4 rendre correcte
la langue qu'on parle dans les écoles.

Cette langue est vicieuse sous un grand nombre d’autres rapports. Par exemple ,
ces expressions : faire sa médecine ,son histoire naturelle, ses mathématiques,
stc., nous sembleraient tout-a-fait sauvages , et cependant on dit : faire som
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Iintention de ceux qui en ont fait choix qu’elles fussent résolues
.analitiquement. Si donc je m’étais trouvé au nombre des zoncurrens,
je me serais cru tenu en conscience de les traiter ainsi ; et voici
de quelle maniére jaurais procédé.

Premiére question. Soit pris pour plan des xy le plan du cercle
donné comme base du céne droit dont il sagit; et soit pris son
centre pour origine; son axe sera ainsi dans I'axe des z. Supposons
en outre que son sommet soit du c6té des z positif. Si r est le
rayon de sa base, I'équation de cette base sera

x:_‘_y: =r*.

Si, de plus, on appelle % sa hauteur, les équations d’une droite
menée d’une mani¢re quelconque par son sommet seront de la
forme

a=M(z—k) ; y=N(z—Fk) ;

M et N étant deux indétermindes.
Cette droite percera le plan des zy en un point dont les équa-
tions seront -

x=—kM , y=—kN ,

si donc l'on veut que cette méme droite soit menée sur la sur-

droit , sa rhétorique , sa philosophie , etc., a peu prés comme on dirait,,
Jaire sa barbe ou ses ongles. L'expression faire sa philosophie ne pourrait
signifier quelque chose qu’autant qu'on la considérerait comme léquivalent de
celle-ci : se faire une philosophie & soi ; or, rien n’est moins propre i atteindre
ce but que lescours de nos écoles , o I'on nous donne une philophie toste
Jaite ; et souvent encore quelle philosophie !
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face du céne, il faudra que ces valeurs de x ct y salisfassent a
Péquation de sa base ; c’est-a-dire, qu'on devra avoir

(M ~4N*)=r* .

Telle est donc la relation qui doit exister entre M et N, pour
que la droite dont les équations sont

z=M(z=-k) , y=N(z—Fk) ,

soit sur le céne. Eliminant donc M , N entre ces trois derniéres
équations , I’équation résultante

@y =r(a—i)

sera celle de la surface convexe de ce coéne,

Supposons présentement que le plan des yz, qui est seulement
assujetti & passer par l'axe du céne, ait été choisi paralléle A celui
des sections verticales dont il est question dans I’énoncé du probléme;
alors, pour avoir les courbes déterminées par ces sections , il ne
s'agira que de considérer # dans I'équation du céne comme une
constanle arbitraire , exprimant la distance variable du plan coupant
4 laxe du céne. Si, en outre, on transporte l’origine au sommet,
ce qui se réduit i changer z—£%4 en z , l'équation pourra étre
mise sous cette forme

ke \3 kx \2
X 20 (—;)y’:x’(—-;) H

équation que I'on reconnait pour étre celle d’'une hyperbole dont

. kx .
le demi-axe transverse est - et dont le demi-second axe est 2.
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Les projections des asymptotes sur le plan des yz auront donec
pour équation commune

y=Ex—z;
c’est-d-dire , que ces projections ne seront autre chose que les inter-
sections du co6ne avec le méme plan ; ces asymptotes seront donc
toutes paralleles , et situées sur les deux faces d’'un angle dicdre
circonscrit au céne.

Si P'on veut que les hyperboles soient équilatéres, il faudra qu’on ait

r . .
T=10u k=r, c’est-a-dire, qu'il faudra prendre la hautecur du céne

égale au rayon de sa base.

Deuxidme question. Soit pris le centre de la sphére pour origine
des coordonndes rectangulaires , le rayon donné, que nous repré-
senterons par r , se confondant avec l'axe des z positifs ; I'équa-
tion de cette sphére sera

xa+y2+za=,:' . (1)

Supposons que la base du céne, considérée comme un plan in-
défini, ait pour équation

z=patgy+k ; (2)

le concours des équations (1, 2) exprimera le périmdtre de cette
base.

Les équations d’une droite menée d'une.maniére quelconque par
le sommet du céne seront de la forme

a=M(z—r) , y=N(z—r) ; 3)

ot M et N sont deux indétermindes. Cette droite percera le
plan
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plan (2) en un point dont on aura les coordonnées en combinant
entre elles les équaiions (2, 3). On trouvera ainsi pour ces

eoordonnées
km=r : k—r
a=M —— =N ——
M 1—pM—gN ’ ¥ _N 1—pM—gN ’

o= k—(pM—4-gN)r
T 1—pM—gN

Si donc on veut que la droite (3) soit sur le céne, il faudra que
ce point soit sur la sphére, c'est-i-dire, qu’on devra avoir

f—r 2 k—r 0 k—(pM~4-gIN)r .,
{ ’ I——pM—qN} + { N 1-pM-—-qN§ +L_1-—pM—qN § =T
ou bien, en réduisant,
(kmr) (M- N*)—ar (pUA-g N)-(lr)=o : ®

Telle est donc la relation qui doit exister entre M et N pour que
la droite (3) soit sur la sphere. Eliminant donc’ ces deux indé-
te’rmm‘ees de cette équation (4), au moyen des équations (3)’
I'équation résultante

(k=) (@ ym2r(patgya—rib-(kdr)e—ri=0 ;  (5)

sera celle du cdne , considéré comme surface indéfinie.

Si donc on veut savoir suivant quelle courbe ce cOne est coupé
par le plan des zy , il suffira de supposer z=o dans l'équation
précédente qui deviendra ainsi

Tom. XI. 22
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(k—r)@*ty)t2r( prtgy)4ri4r,=0 , (6)

équation que I'on reconnait appartenir & un cercle. Et comme toutes
les sections faites & un méme céne par des plans paralleles sont
des courbes semblables , il en résulte plus généralement que, si
un céne a son sommet au centre dune sphére et pour base
un  quelconque des cercles de cette sphére , toute section du
¢dne par un plan perpendiculaire au rayon qui va & son ‘som-
thet sera uné section circulaire; c’est le théoréme qu'il sagissait
de démontrer ; il revient a dire que, pour un spectatenr qui a
Pail en un point de la surface d'une sphére, et pour un tableau
perpendiculaire au rayon mené & ce point , la perspective de tout
cerclé de la sphére est elle-méme un cercle ; c’est le principe de
la projection de Ptolemdée. ’

L’équation (4) peut étre. mise sous cette forme

pr2 2 . qrzA 2 s (Iﬁ’+q=)r?—k2 )
(x+ k—-r) +(Y+k——-r—> =T tk—r)z -’ Y

d'ou Pon” voit que les équations du centre du cercle sont

r2 qrﬁ

TE—— Y=—y=: ®)

et qu’en désignant par R on rayon, on a

v/ ¢ .: 23t 2
AT D (©)

11 est aisé de voir que les équations du rayon perpendiculaire 2
la base du céne sont
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x:-—pz N y::-—qz H (10)

et que la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre de I
sphére sur le plan de cette base est

R

Vitrte

d’olt il suit que le rayon de la base du céne sera

V (tprtg)e—te
V 1tptge

En conséquence, si 'on représente parp lI'arc de grand cercle qui
joint le poéle de cette base a sa circonférence , on aura

) V (Fptgor—ic c k
ln.f—- r‘/m » OSaP—- r‘/;p—?-'-_q; (I l)

Cela posé, considérons, sur la sphire, un autre cercle servant
de base &4 un cbéne de méme sommet que le premier ; et supposons
que Téquation du plan de ce cercle soit

z=platq'y+k . (12)

La section de ce nouveau céne par le plan des xy sera encore un
cercle ; les équations de son centre seront
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'-— ,;7,-2 . - q/r: , \ e
=" y=iT (13)

en désignant par R’ son rayon,-on aura

=1V cpp g (14)

Les équations du ravon mené au pdle du cercle-base seront
T==wp/z ; y=—q'z ; (15)

et en appelant ¢ l'arc de grand cercle qui joint son podle a sa
cicconférence , on aura ‘

V G4pl4gr—k2 » W
Sin.g'= ——— , Cosy=————= (16)
7‘\/ 14-p/atg/a ry 1.‘\.p/2+q/3

En conséquencé, si on représente par D la distance des centres
des sections des deux cénes par le plan des zy et par p larc de
‘ P P Y P

grand cercle qui joint les poles de leurs bases, on trouvera

. P pl 2 q _ ql 32
D "r‘i(k-—r - k'—-r> +(k—-r k'—-r) ’

1+pp'+g9’
+p24g2) Atpatg'?) *

Cos y= Vo

On aura d'aprés cela



ANALITIQUE, 161

G+pp'~ggyr2—=ki!
: A )P =2r2,
R +-R D 2r (]i-—l‘)(k/—r) ’

(1tpp'ggr—he
YV G i

Cos.p—Cos.pCos.p'=

2RR/ = 27/} (rp g2 rimmhz 1§ (1plideg/yra—ida
(fe—r) (ft/~=1) ?

Vi(iprgr—k  (1-p/* g/ yr*—k'*}
r*y (1+p g ) (1 pg")

Sin.Sin,p =

v,

donc enfin

R2>-R/2—D2 . (Cos.d~=Cos.pCos.y
2RRB/ - Sin,pSin.g

— (1-4pp'+g9/)r2=—kk
T VGl Gk

or , la premiere de ces deux expressions est celle du cosinus
de langle sous lequel se coupent les perspectives des deux
cercles de la sphére , et la seconde est celle du cosinus de
Vangle sous lequel ces deux cercles se coupent eux-mémes ;
donc , dans la projection de Ptlolémée , les perspectives de
deux cercles quelcongques de la sphere sont deux cercles qui se
coupent eux - mémes sous le méme angle que ces devz-1d. Cetle
intéressante remarque, qui ajoule un si grand prix au systéme de
projection de Piolémée, est due, je crols, & M. Puissant.

Si done les deux cercles de la sphere sont tangens I'un 3 lautre ;

leurs perspectives le seront également; ce qui est d’ailleurs évident.
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Si done on propesait de décrire un cercle qui en touchét trois autres
donnés sur une sphére, il suffirait pour résoudre le probleme de
construire , pour un méme plan, les projections circulaires de ceg
trois cercles, suivant la méthode de Ptolémée ; de décrire , dans
ce plan, un cercle tangent a ces trois-1a, et de chercher ensuite
quel est le cercle de la sphére dont ce dernier est la projection;
Ce cercle de la sphére toucherait les trois autres , et serait consé-
quemment le cercle cherché. Il serait curieux de voir & quoi re-
viendrait finalement cette solution ; mais ¢’est un soin qu’il convient
de laisser 3 M. Durrande , qui s'est déja occupé avec tant de suc-

cés de ces sortes de probléemes (*).

*) Nous saisirons , avec empreésement, cette occasion de réparer une
omission qui nous est échappée , en préparant le mémoire de M. Durrande
qui se trouve au commencement de ce volume ; omission qui rend incompléte
la démonstration du théor¢me du n.° 2r ( pag. 13 ). La démonstration que
Pon donne en cet endroit ne convient en effet qu'au cas ol , comme dans
la figure 10, le point de coucours des axes radicaux n’est intérieur 2 aucun
des trois cercles ; mais elle ne savrait s'appliquer au cas ot , comme dans
la fizme 11, ces trois cercles ont une partie commune. Voici comment on
peut raisonner dans ce cas.

Soient C, C7, C” les trois cercles, AB la corde commune de C/ et C”,
A’B? celle de C et-C”, coupant la premiére.en O, et enfin A” et B” les
intersections des .deux cercles G ,et C'. Si .la deoite menéde par B” et O ne
passe pas par le point A’ , elle coupera le cercle C en quelque point X et
le cercle C’ en quelque autre point X’ , et l'on devra avoir , par les pro-
pri¢tés des cordes qui se coupent dans un méme cercle

OA .OB =OA".OB/ ,
OA’.OB'=0X.0B" ,

0X.0B”"==0A.0B ;



