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ALGORITHME FONCTIONNEL, 161

PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE.

Sur lemploi de lalgorithme des fonctions , dans la
démonstration des théorémes de geomelric ;

Par un ABONNE.

[0 T Vo S0 e ]

Au Rédacteur des Annales;

MoONSIEUR,

J E viens de lire dans la Bibliothéque universelle , ( octobre 1819)
un article , signe des initiales F. M. , dans lequel I'auteur se propose de
défendre, contre les attaques de M. le professeur Leslie , et de quelques
autres géometres de la Grande Bretagne , la démonstration donnée
par M. Legendre dela 32.m° proposition d’Euclide, dans la note Il
de ses Elémens de gométrie.

En examinant cet écrit avec attention, il m’a paru que d'une
part le célébre physicien d’Edimbourg n’avait point complétement
épuisé la série des objections qu’on peut opposer au tour de dé-
monstration dont il prétend infirmer la validité, et que d'une autre,
son adversaire n'avait peut-étre point usé contre lui de toute la
plénitude de ses avantages.

Or, cowmme la matiére n'est pas moins importante qu'elle est

Tom. X, n~ V1, 1.5 décembre 1819 22



162 ALGORITHME
delicate , attendu la multitude des occasions oa le tour de raiscn=
nement employé par M. Legendre pourrait ére appliqué, si ce
tour de raisonnement ctait une fols reconnu concluant ; j'ai pensé
qu'en attendant que quelqu’autre, plus habile que moi, nous dise
clairement & quoi nous devons nous eh tenir sur cc sujet., Vous
ne dddaignericz peut-étre pas, Monsieur, quelques réflexions pré-
p-ratoires que je vous livre avec d’autant plus de confiance qu’elles
gont en ‘quelque sorte votre ouvrage , n’étant, pour ainsi dire, que
le dévelopnemient des doctrines que vous avez vous-méme cons-
tamment professécs en maints endroits de votre estimable recueil.
Rappelons d’abord sommairement le raisonnement de M. Legendre ,

en lui donnant encore, sl est possible, plus de force qu’il n’en

a dans son ouvrage.

Soient @, &, ¢ les trois cétés d’un triangle offectif , et soient
A, B, C les angles respectivement opposés. On prouve rigourcu-
sement , par la supérposition , qiic , connaissant uniquement le coté
¢ et les deux angles adjacents .4, B, le triangle est complctement
déterminé , de telle sorte qu’on en peut construire un autre qui lui
soit égal ; donc aussi, avec ces seules données, on peut parvenir
a la ronnaissance des trois autres parties du triangle,, qui consé-
quemment sont dés ‘fénctions de tout ou partie de ces trois-la;
donc, en particulier , le troisiéme angle € estan plus une fonction
des deux aitres A , B et du cété ‘¢ auquel ils sont adjacents,
On peut donc écrire

C=Y(4, B,

F désignant une fonetion d’'une forme inconnue, si 'on veut, mats
néanmoins complétement déterminée et unique , ne pouvant ‘se
composer d'aucun élénient étranger & A , B ,-c; mais puuvant fort
bien dilleurs ne pas se compdser de la totalité-de ces élemens. -

Or, <’il etait possible que le cotc ¢ entrat dans la composition
de cette fonction , on pouriail toujours , quelle gue [Ut dailleurs
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ta forme de I'dquation symbolique que nous venons d'ctablir, con-
cevoir cette équation résolue par rapport a4 ¢; ce qui conduirait
a une autre €quation de la forme

c=f(4, B, C),

dans laquelle f ddsignerait une nouvelle fonction qui pourrait
bicn, & la vérité, étre susceptible de plusieurs formes , mais qui
serait néanmoins complétement déterminée comme la premiere ; et
dont la forme ou les formes diverses ne dépendraient uniquement
que de la forme de celle-ci.

Or, cette dernicre équation est évidemment absurde ; car elle
exprime qu’un calcul fait uniquement sur des angles peut donner
pour résultat final unc longucur détermince. Si quelqu’un pré-
tendait admettre la possibilité d'une semblable équation, on serait
naturellement fondé a lui demander en quelle sorte d’unités elle
donnera la longueur ¢ ? si ce scra en toises ou en métres , ouen
toute autre sorte de mesures lindaires ? et I'dvidente impossibilité
de répondre a cette question , prouve suffisamment l'absurdité de
I'équation qui y donnerait lieu.

Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri-
goureuse de la supposmon que mnous avnons faite que ¢ pouvaft
cntrer dans ‘la composmon ‘dé la foriction F; il s’ensuit que cette
s\npposmon est éelle-mémeé absurde, et qu’ainsi on doit avoir sim-
plement

¢=F(4, B).; .

dod il suit que deux . triangles qui ont deux angles-égaux chacun
a chacun, ont anssi le troisitme angle égal. En partant de la on
parvient facilement , sans rien emprunter de la théorie des paral-
ltles, et par .un raisonnement dant personne n’'a jamais songé i
contester. la rigueur , a4 démontrer- que ,:dans tout. triangle , la



164 ALGORITHME
somme des trois angles vaut deux angles droits; et {a théorie des
paralléles ne présente plus deés-lors aucune difficulté,

Voici présentement les principales objections que M. le professeur
Leslic et ses correspondans opposent a ce raisonnement ; je tacherai
également de les présenter dans toute leur force.

I. Suivant M. Leslie , il n’est pas généralement vrai qu@’une
grandeur ne puisse résulter de la combinaisen d'autres grandeurs
tout a fait hétérogénes avec celles-1a ; et la mécanique, en par-
ticulier, offre plus d'un excmple de ces sories de resultats. La
raison en est que le calcul ne considére pas proprement les grandeurs
concrétes , mais seulement les rapports de ces grandeurs avee leurs
unités respectives , c’est-a-dire, des nombres purement abstraits ; d'od
M. Leslic se croit fondé A conclure que le raisonnement pac lequel
M. Legendre prétend prouver que le cété ¢ ne saurait entrer dans
son’ équation tombe de lui-méme.

II. Tout en convenant que les angles et les longueurs sont des
grandeurs absolument hé(érovénes > M. Leslie pense qu'il v'existe
entre elles d’autre différence que celle qui existe en genéral entre
deux grandeurs hétérogénes quelconques , les longueurs et ls
temps , par exemple. En vain, suivant lui, voudrait-on se prévaloir
de ce que les angles trouvent dans l'angle droit une mesure na-
turelle. L’angle droit, ajoute-t-il n’est pas plus la mesure na!ure\le
des angles que le quart du méridien “terrestre nest la ‘mesure na-
turelle des longueurs, ou la rotation diurne de la terre la mesure
naturelle des temps ; de manitre que toute distinction qu’on voudrart
établir en faveur des angles serait tout-d-fait illusoire,

III. Dans la vue de montrer tout e faible de la démonstration
de M. Legendre, M. Leslie en présente une sorte de parod:e qui
conduit 3 une conclusion évidemment absurda. : g

Soient, dit-il, @, &, ¢ les trois c6tés d'un . triangle eﬁ'ectzf, et
soient 4, B, € les angles qui leur sont respectivement opposés,
On prouve rigourcusement , par la superpnsition ,.que , connaissant
unjquement l'angle € et les deux eotés @, & quilg comprennent,
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le triangle est complétement détermind , de telle sorte qu'on em
peut construire un autre qui lui soit égal ; donc ausst , avec ces
seules données, on peut parvenir & la connaissance des trois autres
parties du triangle, qui, conséqnemment , sont des fonctions de
toute ou partie de ces treis-la ; done, en particulier, le troisieme

cOté ¢ est, tout au plus, une fonetion des deux autres a, b, et
de l'angle compris €. On peut donc écrire

¢=Fa ,b, C);

F ddsignant une fonction d'une forme inconnue, si ’on veut, mais
néanmoins enticrement déterminée et unique , ne pouvant se com.
poser d’aucun élément éiranger 4 a, &, C, mais pouvant fort bien
d'silleurs ne pas se compaser de la totalité de ces élémens,

Or, s'il était possible que I'angle € entrit dans la composition de cette
fonction, ou pourrait toujours, quelle que fiit d’ailleurs la forme del’ équa-
tion symbolique gue nous venons d'établir, concevoir cette équation

résolue par rapport 3 (; ce qui conduirait 3 une autre équation
de la forme

C=fa,bd, ),

dans laquelle f désignerait une nquvelle fonction qui pourrait bien,
4 la vérité, étre susceptible de plusieurs formes , mais qui serait
néanmoins completement déterminée, comme la premiére, et dont
la forme ou les formes diverses me dépendraient uniquement que
de la forme de celle-ci.

Or, cette derniére équation est évidemment absurde ; car elle
exprime qu’un. caleul fait umiquement sur des longueurs peut
donner pour résultat final un angle d’une grandeur déterminée. Si
quelgu’un prétendait admettre la possibilité ‘d’une semblable équa-
tion , om serait naturellement fondé A lui demander en quelle sorte
d’unités elle donnera angle ‘G? si ce sera en degrés nonagésimaux
oy centdsimaux , ou en toute autre softc de. mesures angulaires?
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et 1’évidente impossibilité de répondre a cette question prouve suffi=
samment l'absurdité de - I’équation gui 'y donnerait licus

- Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri-
goureuse de la supposition que nous avions faite que C pouvait
entrer dans la composition de la fonction F; il sensuit que cette
supposition est elle-méme absurde ; et qu'ainsi on doit avoir sim-
plement ;
=Fla , B) ;

d'olt il suit que deux triaigles qui ont deux cités égaux chacun
a2 chacun, ont aussi le troisicme c6té égal; conclusion absurde qui
prouve tout le vide du raisonnenient qui y a conduit , et consé-
quemment aussi tout le vide du raisonnement de M. Legendre qui
lui est semblable en tous points.

IV. On objecte encore & M. Legendre que son raisonnement est
une sorte de péiition de principe ou de cercle vicieux , en ce qu'il
impligqne le fameux Postulatun 13 d'Euclide , qu’il devrait , au
‘contraire , tendre 3 démontrer. Ce Taisonmément suppose, en effet,
que, quelle que soit la longueur du c6té ¢, les deux autres cotés
a, b se rencontreront nécessairement en quelque point, pour former
Pangle opposé C. Il n'est donc pas surprenant, ajoute-t-on , qu’ad-
mettant ¢e quEuclide admet, M. Legendre parvienne & établir sa
32.m¢ proposition ; mais la maniére de procéder du. géometre fran~
‘gais se trouve dinsi n'avoir ; du cété de ha nguem:, ‘aucun avane-
tage réel sur celle du gdomdtre d'Atexandrie..ni ool e o 00

V. On demande enfin & M. Legendre pourguoi , si :san‘ raison-
nément symbolique tait rigoureux:, il me -pourrait pas étre traduit
en un raisonnement géométrique de la forme ordmaire ? et iquel
privilége sivgulier et vraiment ifexplicable aurait, -emcet; endroit,
Jamotation ‘fonctionnelle sur le Jangage wunlgaire’ 1.+ au: :

‘A ‘Pexemple die M. F, M., avaiit de discuter et d’apprécier ces
diverses objections, j’établirai’ d'abord ‘mes principes, qui d'ailleuns
différeront , je -erois 4rds-psu deés -siens.
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Comme vous l'avez fort bien observé vous-méme , Monsicur,

( Annales ,-tom. VI, pig. 366 et suiv.) on me peut- étre con-

duit a une gxandmr concréte ,pour résultat d'un caleul, qu'autant

que ce “daleul peut “atre relult ila mulhplxcahon d'upe autre gran-i

dcur concréte de méme nature que celle1d par.un nombxe abs-

trait ; de telle sorte que X et 4 représentant des grandeur& con-

crues hnmogenes , et nun nom!)re absolument abstrait quc conque .
la xaleur de X dou etxe ruducuble A la forme

-

s

! X=nAd H
n pouvant d’ailleurs é&tre une fonction de tant de grandeurs concrétes
qu'on voudra, soit de méme nature que A et X, soit d'une na-
ture totalement :différente (*)

La premitre conséquence qui résulte de 13 , ¢'est qu’'un raison-
nement exact ne savrait conduire & une équation dans laquelle
une grandeur concréle se trouverait seule de son espice , et que
consequemmPnt une equauon de cette forme est une equatlon tout-
3-Tait absurde. On voit , en effet, qu'en résolvant une semblable
équation par rapport a la grandeur concréte dont il sagnt, il serait
impossible d’en trouver la valeur-égale 4 une autre grandeur concréte
de méme espéce qu'elle , multiplide par un nombre abstrait. ‘Ainsi
a, b, c désignant les trois cotés d’un triangle, et 4, B, C les

angles respectivement opposés , nul doute .que -des équations de
la forme ‘

@(A,IB,C:"}‘:O: ¢(a;b:5)c)=ot

et , par suite, des équations de la forme -

fl
x

(" Jec ne dis rien du cas od X serait égal A A divisée par unm
nombre abstrait , parce que e¢e- cas rentre ‘dans celui ‘ou m serait lui-méme um
mombre abstrait fractionnaire..
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¢=f(4,B, 0, €=l ,%,c),

me soient des équations tout-d-fait, absurdes ; du moins tant qu’il
n'y aura rien de sous-entendu sous le s‘ign’e de fonction.

Maissi , pour qu'une équation entre grandeurs concrétes ne soit point
absurde, il faut qu’elle renferme, tout au moins, deux grandeurs eon-
crétes de chaque scrte : cette condition, tonjours rigoureusement néces-
saire , n'est pas néanmoins suffiante. Pour que celle dentre ces
grandeurs concrétes par rapport i laguelle un veuat résoudre P'equ tion
se trouve d&tre égale 3 une autre grandeur conciéte de méae espece
qu’elle multiplide par un nemb:e abstrait, il est de plus nécessaire
que ccite équation soit séparément homogeéne par rappert & chacune
des soites de grandeurs concrétes dont elle se compose ; car, soit
par exemple 'éqnation

amétres ¢ 4 heares 3¢ ametres — 4 heures ¢ 4me'rre: > 12 heures

qu'un esprit peu attentif serait d'abord tenté de croire identique;
on peut I'écrire ainsi

paheures  fmétres
§ amétres —oheures 3¢ = = gheures 3¢ 3 3¢ 2= gheures .
4heures  gmétres

équation dent I'absurdité est manifeste, puisqu’eile exprime finale-
ment que 12 motres sont égaux i 12 heures.

En vain prétendrait-on objecter qu'on peut toujours, dans une
équation, diviser chaque sorte de grandeur abstraite par son unité
de mesure , et réduire ainsi 'équation a n’avoir simplement lieu
qu'entre des nombres abstraits , et qu’ainsi si cctte derniére est
vrate , celle d’ol on I'aura déduite ne pourra étre réputée absurde.
Observons, en effet , que, lorsqu'on dit que Vunité ne multiplie
ni ne divise , cette proposition ne peut et ne doit s'entendre que
de l'unité abstraite ; l'unité concréte cst , en cffet , tout-a-

fail
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3-fait arbitraire , et il n’est aucune grandeur concrete finie qui n.e
puisse étre prise pour telle ; d’ou il suit que vouloir etenure cetie
proposition aux grandeurs coucrétes reviendrait a pretendre gu'on
peut impunement, et sans lui faire subir aucun changement, mul-
tiplier ou diviser une quantité donnde par tout ce quon voudra;
et qu'on peut écrire, par exemple,

Btoises cubes E toises cubes Htoises cubes
Btoises cubes —

y toise linéaire = | toise quarrée = 3 toise cube ?
\ 3
¢’est-a-dire ,
5toises cubes—=5toises quarrées = Ktoises linéaires—~ Sunités abstraites

ou encore quon peut écrire

Klivres Slivres Klivres Slivres Blivres

—
—_— —

1 livre = jonce T ;gros 1 denier 1 grain 7

€’est-a-dire ,

5=80=640=1920=/4€030 .

Lors donc que, dans la yue de réduire une équation a n’exister
qu'entre des nombres abstraits , on divise chacun des élémens concrets
dont elle se compose par son unité de mesure , pour que cette
operation soit permise , il faut qu’clle revienne & diviser tous fes
termes de Pequation par une méme quantité; ce qui nc peut évi-
demment avoir lien qu’autant que, comme mnous l'avons déja dit,

cetle éguation sera séparément homogcéne par rapport a chacune
Tom. X, 23
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des sortes de grandeurs concrétes dont elle se composera, Or, toute
équation qui présente un sens raisonnable doit étre réductible 4 une
équaticn entre des nombres abstraits ; car , comme nous l'avons
vu ci-dessus , toute équation qui présente un sens raisonnable est
réductible 3 la forme X=nd4 , dans laquelle n est un nombre
abstrait et 4 et X des grandeurs concrétes d'une mdéme nature
quclconque 5 or, en écrivant cette équation sous cetle forme

|
|
S

on voit qu'en ecffet elle se réduit A une équation entre deux nom-
bres abstraits ; puis donc que, d’un autre c6té, une équation ne
saurait, par des procédés légitimes , étre amenée a ne contenir que
des nombres abstraits , qu'autant qu’elle est homogéne par rapport
a chacune des grandeurs concrétes dont elle se compose en par-
ticulier ; il s’ensuit qu’une dquation qui ne satisfait pas a cette
derni¢re condition est une équation tout-i-fait absurde, & moins
cependant que 'égalité n’ait lien séparément entre diverses de ses
parties prises séparément , et satisfaisant & cette méme condition ;
auquel cas ce ne serait plus proprement une équation unique , mais

le systtme de plusieurs équations réunies dans une seule ex-
pression.

Je ne dirai donc pas, avec l'estimable antagoniste de M. Leslic,
qu'on p’a jamais vu , dans les questions de mathématiques , les
inconnuecs éire autre chose que des nombres abstraits ; et je me
bornerai simplement 4 convenir qu'on peut toujours, si Pon veut,
faire en sorte que ces inconnues ne soient pas autre chose ; mais
je congois fort bien une éqnation entre grandeurs concrétes , de
tant d’espéces différentes qu'on voudra , sous les conditions énoncées
ci-dessus , et vous avez vous-méme, Monsicur , donné plusieurs

exemples de ces sortes d'¢quations, en U'endroit déja cité. Je congois
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donc fort bien aussi que la solution d’un probléme puisse donner ,
pour la grandeur concréte inconnue , une grandeur concréte de la
méme nature , multipliée par unc fonction d'autres grandeurs con-

crétes de nature quelconque, pouvant finalement se réduire & un
nombre abstrait.

Je ne dirai pasnon plus, avec M. F. M., que l'art de l'analiste
consiste a savoir écrire les questions de telle sorte que les inconnues
soient des nombres abstraits  parce que , d’une part , comme je
crois l'avoir prouvé, cela n’est point du tout nécessaire , et que
d’une autre ,cela est toujours possible , lorsqu’il ne s'est glissé au-
cune erreur, soit dans le raisonnement , soit dans le calcul. La
condition de pouvoir reduire les inconnues 4 devenir des nombres
abstraits n’est donc au fond que la condition de bien raisonner,
laquelle n’est pas plus particuliére aux recherches mathématiques
qu'a celles de toute autre nature. Mais je pense, comme vous,
Monsieur, qu’il pent étre utile de ne pas dépouiller les élémens
d’une équation de leur qualité concréte; puisque c’est la un moyen
aussi sar que facile de découvrir, i la seule inspection, les erreurs
de raisonnemens ou de calcul qui auraient pu se glisser dans la
solution d’un probléme ; et clest ainsi , par exemple, que nous
avons ci-dessus reconnu l'absurdité d'une équation qui, en dépouillant

les nombres de leur qualité concréte , nous aurait , au contraire ,
semblé identique.

Je ne pense pas que la doctrine que je viens d’établir, et qui
ne saurait jamais souffrir d’exception, puisse présenter aucune difli-
culté, tant quon n’en voudra faire l'application qu’a des grandeurs
simples , telles que des longueurs, des surfaces, des volumes , des
temps , des angles, cte. ; mais il est des cas ou elle semble, au
premier aspect , étre en défaut , et ce sont ceux ou lon veot
Vappliquer a certaines grandeurs complexes , fonctions de grandeurs
simples, telles, par excwple, que des vitesses, des densités, des
forces motrices , ete. Il semble, en effet, que les équations
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v

E=JT, M=VD, F=MV ,

que l'on rencontre en mécanique soient en opposition formelle avec
ce qui précede; puique non seulement elles ne sont pas homogenes
par rapport & chacune des grandeurs concretes entre lesquelles elles
établisscat des relations, mais que de plus chacune d'elles n’entre qu’une
fois dans I’équation ou elle se trouve. Mais toute difficulté disparait
en considérant que les mots vitesse , densité , force motrice,
ctc., ne sont que des dénominations introduites par abréviation dans
la science , et auxquelles il faut toujours mentalement substituer
les fonctions de grandeurs simples dont elles sont le symbole. Ainsi,
par exemple, ce qu’on appelle vitesse , dans le mouvement uni-
forme , n’est au fond que le quotient de la division d’un espace
parcouru par le temps employé¢ 4 le parcourir; désignant donc par
e et Z cet espace et ce temps, nous aurous

e
V=—
t H

qui , substituée dans la premitre des équations ci-dessus, la change
en cclle-ci

qui rentre complétement dans notre régle , puisqu’elle donne un
espace égal A un autre espace multiplié par le quotient de la division
de deux temps , c’est-d-dire , par un ncmbre abstrait; et il en

serait de méme pour les deux autres équations. Il est si vrai que les
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vitesses , les densités et les forces motrices ne sont point proprement
des grandeurs, mais seulement des combinaisons de grandeurs , que
tandis qu'on est clairement entendu lorsqu’on dit une longucur de
3 meétres , une durée de 5 heures,un poids de 8 livres, on cesse
au contraire de I'étre lorsqu'on dit une vitesse de 3 metres, une
densité ou une force motrice de 8 livres, et quc, pour rendre ces
locutions intelligibles , il est indispensable d’ajcuter & qgnel temps .

répond cette vitesse, & quel volume répond cette densité et i quelle
vitesse répond cette force motrice.

Je dois presque m’excuser , Monsieur, auprds de vos lecteurs,
pour les avoir arrétés aussi long-temps sur des notions aussi €lé-
mentaires , je dirais presque aussi triviales ; mais ce n’est pas ma
faute si les traités élémentaires gardent tous le silence sur des choses
qu’ils devraient tous contenir, et si, suivant I’expression de d’Alembert,
on a beaucoup plus songé jusqu’ici & ajouter & Iédifice qu'a en
éclairer I'entrée, Je me hite de passer a I'objet principal de cette

lettire, en reprenant, dans leur ordre, les objections opposées a la
démonstration de M. Legendre.

I. Je crois avoir victorieusement établi , contre M. Leslie , que
jamais aucune grandeur concréte ne saurait résulter d'un calcul
exécuté sur d’autres grandeurs concrétes toutes d’une nature diffé-
rente de la sienne; et je crois avoir prouvé-en méme temps que
les équations de la mécanique , dont le physicien d’Edinbourg pensait
pouvoir tirer avantage contre M. Legendre, ne dérogent aucune=-
ment 4 cette loi. Ainsi, point de doute d’abord que M. Legendre
ne soit trés-fondé & rejeter comme absurde I'équation c=1(4, B, C)
ou sen ¢équivalente €=F(d4, B, c).

1. Quoique je sois trés-loin de prétendre, avec M. Legendre,
que tout angle est un nombre abstrait; je n’en suis pas moins dans
Pintime persuasion que M. Leslie est completement dans ['erreur,
lorsquil admet une exacte parité entre les angles et toutes les
autics sortes de grandeurs concrétes, L’angle est, en effet, la seule
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grandeur dont on puisse se former une idée absolue , une idée
communicable par des mots, sans le secours d’aucune comparaison
a d’autres grandeurs de la méme nature ; c’est aussi la seule gran-
deur qui soit nécessairement limitée dans ses accroissemens ; car ,
bien que le calcul puisse souvent conduire a2 considérer des angles
plus grands que quatre angles droits, il n’en demecure pas moins
certain que l'usage que l'on fait des angles en gcométrie n’exige
jamais qu'on en emploie aucun qui exceéde cette limite. Que P'univers
croisse ou décroisse dans une proportion constante quelconque, tout
croitra ou décroitra suivant cette méme proportion : les angles seuls
demeureront invariables ; et c’est méme la le fondement de la
similitude. En un mot¥ il n’y a, pour les angles, ni microscope
ni télescope ni illusion optique ; et le plus ou le moins d'inter-
valle qui nous en sépare ne change absolument rien i leur aspect.
Lors donc qu'on dit que toutes nos connaissances roulent unique-
ment sur les rapports que les choses ont entre elles , cette pro-
position nc peut étre admise que sous la condition de faire , 2
I'égard des angles, une exception formelle.

La parité que 'on voudrait établir entre I'angle droit, considéré
comme mesure naturelle des angles, et le quart du méridien ter-
restre , considéré comme mesure naturelle des longueurs , ou encore
la durée de la rotation diurne de notre terre, considérée comme
mesure naturelle du temps, me parait reposer-sur une ¢quivoque
palpable , et ne saurait étre sérieusement soutenue. Que veut-on
dire , en effet, lorsqu’on dit que le quart du meridien terrestre et
ses sous-multiples sont des unités de longueur priscs dans la na-
ture ? Sinon que ce sont des unités qui ne sont pas plus parti-
culicres a une contrée de notre globe qu’a toute autre ; que ce
sont des unités que tous ceux qui I'habitent peuvent dgalement
regarder comme les leurs, parce qu'ils se tronvent tous en méme
situation par rapport a elles. Ce sont des unites prises dans notre
nature humaine et terrestre ; mais qui ne sont pas plus natuiclles
pour les habitans de Saturne ou de Jupiter que ne le serait pour
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nous la longueur du quart du méridien de Jupiter ou de
Satarne. Que, par un événement qu'on ne peut prévoir , les di.
mensions de notre globe viennent A éprouver quelque changement ,
et dés-lors notre mesure naturclle des longucurs cessera de l'étre ,
parce que dés-lors nous vivrons sous empire d’une nature différente ;
et tout ce que je dis ici du quart du méridien terrestre , considéré
comme mesure naturelle des longucurs, peut étre rigoureusement
appliqué , mutatis mutandis , a la durée du jour et de ses parties,
considérée comme mesure naturelle da temps.

La vérité est quau lieu de considérer I'angle droit comme la
mesure naturelle des angles , il serait peut-étre mieux, pour évitcr
toute équivoque , de dire que 'angle droit est une mesure des an-
gles prisc hors de la nature matérielle. Que l'on congoive , en
effet, tout I'univers anéanti, nos mesures prétendues naturelles des
longueurs et des temps le serontavec lui ; mais pourvu qu’il reste ,
dans cet univers détruit, un plan fixe.et indéfini et un étre intel-
ligent , cet étre pourra cncore se former une idée nette de l’angle
droit , et créer méme la géométrie rationnelle toute entiére.

En un mot, si les angles ne présentent aucune différence in-
trinséque avec toutes les autres sortes de grandeurs simples, qu'on
essaye donc de découvrir dans I'étendue linéaire ou dans la durée
indefinie quelque nombre absolu , analogue au nombre = , que
I'on déduit si naturellement de la considération des angles ?

III. Je passe & 'objection la plus grave peut-étre. Comment, dit-on,
si le raisonnement de M. Legendre était concluant, un raisonne-
ment en tout pareil au sien, pourrait-il conduire & une conclusion
évidemment absurde ? Examinons donc ce raisonnement qu'on pré-

tend opposer 4 celui de M. Legendre.

On dit communément que l'on peut , par des formules analitiques ,
obtenir un angle d’un triangle en fonction de ses trois cotés ; mais,
_en s’énongant ainsi, s'exprime-t-on d’'une maniére correcte 7 je ne
le pense pas. La formule connue
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az+5z._c:

2ab

COS.C:

1

ou tonte autre équivalente , ne donne pas I'angle , mais bien son

cosinus , en fonction des tiois cotés. Ce cosinus est-il tabulaire ? c’est

un nombre purement abstrait: et nous n’avons jamais pretendu nier

qu'on ne pat deduire un tel nombre d’'un calcul executé sur trois
8

dés-lors il y a un rayon A sous-entendu ; et , en le restituant,

la formule devient

logueurs données. S’agit-il , au contraire ,d’un cosinns graphique?

al+b:_vl

?

Cos.C=A.

2ab

~

cest-d-dire qu’elle donne une longueur égale & une autre longueur
multipliée par un nombre abstrait , ce qui rentre exactement dans
les principes que nous avons d’abord exposés.

Mais , dira-t-on, n’a-t-on pas
€=Tang.C—:Tang’C+ ; TangsC—:Tang C+.... ;

D’a-t-on pas d’un autre coté

C= 161/2b3c’+zcza1+za—’[12—a4-—-b4—06 .

anz
T o a2+62.—c2 ?

w'en résulte-t-il pas
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C= 16 ‘/ 2b2c34-20%a2d2a3b g bmh s —ch
a:..*_ba....ca

_ 1GVzb=c’+zc'a2+1a~'b=-—a6-—b4—ci 3 9
3 "—*—""'ﬂ’z‘-{-bZ-‘;—_—-——— +unu .

et ne voild - t-il pas un angle du triangle exprimé uniquement
en fonction de ses trois c6tés ? ou encore ne voils t-il pas un angle
égal & un nowbre abstrait, suivant la doctrine de M. Legerdre?

Ce raisonnement tombe de lui-méme, en remarquant qu'on ne
parvient & la formule

C=Tang.C— ; Tang C+:Tang C—: TangIC-....0

qu’en admettant, formellement ou tacitement, que 'angle tel que I'arc
compris entre ses cStes et décrit de son sommet comme centre est ¢gal
au rayon qui a servi i le décrire a ¢té pris pour unité ; et cela est
st vrai que, lorsqu’on est parvenu, par cette formule, a la valeur
numerique et abstraite de I'angle €, on est indispensablement forcéd
d’avoir egard 4 cetle convention , pour parvenir a la grandeur
graphique de cet angle. En désignant donc par o angle unité, si
toutefois on veut que € soit un angle , notre formule sera véri-
tablement

c — l6\/2b=c=+zc’a=+'za2b=—-a4—b4—¢4

w A

—:{1 6\/2520‘+20’a’+2a=b2-—a4—-64-—c4} ’+ .

T e

Tom, X. ‘ 24
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qit rentre exactement dans les principes précédemment établis.

Je n'hésiterais donc pas & défier tous les géometres de I'Europe,
sans en excepter méme M. WWronski, qui pesséde tant de merveil-
leax sccrets en analise, de nous montrer une formule analitique,
déduite d'un raisonnement rigourcux , dans laguelle un angle pro-
prement dit soit seul dans un membre, et dont l'autre soit une
pure fonction de tant de droites quon voudra; a moins cependant
que, comme davs la formule que je viens de discuter , on n'ait
fait , soit implic'ncment , soit explicitement , quelque angle dgal a
I'unité, Un angle n'est donc pas et ne saurait étre un nombre abs-
trait ; il ne saurait se présenter sous cette forme qu'aprés qu’of a
fait choix de I'angle unité ; mais alors il n’a ricn, en cela quilui soit
plus particulier qu’aux longuecurs et aux temps , qui se préscntent
aussi sous la forme de nombres abstraits , dés qu'on a fait choix
de leurs unités respectives. Que l'angle qui intercepte entre scs
cotés un arc égal au rayon soit d'ailleurs, plus ou moins que I'angle
droit, unc mesure naturelle des angles; c’est la un point que je ne
prétends nullement décider , et que je n’entreprendrai pas méme

discuter , attendu que cette question est tout-a-fait étrangere
mon sujet.

Nous voild donc invinciblement ramenés 3 considérer comme
absurde l'équation :

C:f(ai 6, c)?

du moins lorsqu'on n’y supposera rien de sous-entendu, et qu'on
y considérera € comme un angle proprement dit ; et cela pour les
mémes raisons qui ont fait rejeter, par M. Legendre , I'équation

e=£4,B,0);
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-t , s'il en est ainsi, il nous faudra également rejeter I'équation
c=F¥a,d, (),

de laqu lle celle-ld peut toujours étre censée déduite ; mais faudra-
t-il en conclure qu'on doit simplement avoir

;.—:F(a , b)) °

4

C’est 14 vraiment , ce me semble, que réside toute la difficulté
de la question.

Dans la vue de éclaircir, distinguons bien deux sortes de dé-
terminations ; savoir : des déterminations graphiques et des détermi-
nations arithmétiques. Connaissant uniquement les trois cotés dun
triangle , nous pouvons en conclure graphiquement les trois angles
du méme triangle ; cela est incontestable ; mais arithmétiquement
il nous est absolument impossible d’en déterminer un seul. A parler
méme exactewent , ce n’est pas nous qui determinons les angles
d’un triangle , au moyen de ses trois c6tés ; et, quoique ces angles
résultent bien véritablement de nos opérations sur les cétes du triangle;
ils se déterminent en quelque sorte , d’eux-mémes , et sans que nous
ayons aucunement besoin de nous en occuper.

Nous pouvons dire aussi qne nous ne faisons jamais graphique-
ment un angle égal 3 un angle donné ; car, quelque procéde quon
emploie pour résoudre ce probleme, il se reduit toujours finaicment
a [aire en sorte que I'angle donné appurtienne 4 un certain trisngle,
et a coustruire ensuite, au moyen de certaines longueurs, un autre
triangle qui soit ¢gal a celui-la.

En y retléchissant donc séricusement , on parviendra & se con-
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vaincre que nos opérations graphiques ont uniquement des longueurs,
mais jamais des angles pour objet. On peut remarquer aussi que,
tandis- que l'on peut graphiquement eonclure certaines longueurs
d'autres longueurs données , certains angles d’autres angles donnés
et mdéme certains angles de certaines longueurs données ; il est tout-
A -fait impossible , méme graphiquement, de conclure de tant d’an-
gles donnéds qu’on voudra, une seule longueur quine soit pas tout-
a-fait arbitraive et indéterminée ; nouvelle preuve qu’il n'y a pas
entre les angles et les longueurs cette parité que M. Leslie a cru
poruvoir admettre.

D'un autre coté , tandis qu’une longueur donnée et unique ne
saurait jamais donner naissance 4 un nombre abstrait , déterminé
pour chaque longueur, en particulier , et variant d'une longueur
a lautre ; un angle unique, au contraire , donne de lui-méme
naissance a une multitude de tels nombres, tels que les sinus, les
cosinus , les rapports des arcs, de leurs cordes ou leches au rayon,
etc.; et cela sans qu'on ait aucunement besoin de statuer préala-
blement sur I'unité de mesure de ces angles ; et de méme que ces
nombres abstraits sont donnés par les angles auxquels ils répondent,
ces mémes angles peuvent & leur tour en étre conclus. Ce n’est
méme qu’'au mojen de ces nombres que nous opérons sur les
angles ; car , par exemple , lorsque , dans la vue de faire
un angle ¢gal & wun angle donné , nous construisons un tiiungle
dent Tangle cherché fasse partie , et qui seit égal a2 un autre
triangle , auquel l'angle donné se trouve appartenic , nous ne
nous occupons pas proprement de la longueur absolue des cotés

de ces deux triangles , mais seulement des rapports abstraits entre
ces cOLds,

Et c’est précisément dans ces considérations , comme l'observe
fort bien M. I. M. , qu'on trouvera la solution de la difficulté
qui nous occupe. Quelle est donc la différence essentielle entre
les deux équations
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C=F4,B,c), e=Fa,b,C0)?

Clest que , sila premitre pouvait dépendre dec, ce eoté ¢ devrait
y figurer en personne, s'il est permis de s’exprimer ainsi; de sorte
qu'elle conduirait 3 la conclusion absurde

c=f(4,B8,C),;

tandis que , dans l'autre, au contraire,, 'angle € peut fort bicn
~ ’ N 4

ne figurer que par quelqu'un des nombres abstraits ses représentans ,

et n’y peut méme figurer que de cetle maniére, puisque nous ne

faisons jamais des angles qu’avec des rapports de longueurs, c’est-

a-dire , des nombres abstraits. Appelant donc z le nombre abstrait

par lequel figure l'angle € dans la seconde ¢équation ; cette
équation reviendra A

=Fa,b,n), d'ou n=fa,b,c);

qui n’implique aucune absurdité.

Mais ces considérations , en admettant méme qu'elles dissipent
completement Uespéce de paradoxe qui fait le sujet de la troisitme
objection de M. Leslie,, ne sont-clles pas prises en dchors de la
question qni nous occupe ? Cette constance , pour un méme angle,
des divers nombres abstraits par lesquels les angles peuvent étre
représentés , n'est-elle pas une conséquence du principe de la simi-
litude ? et ec principe lui-méme ne présuppose-t-il pas, 2 son
tour , celui que M. Legendre se propose d’établir ¥ En un mot,



82 ALGORITHME

n'y a-t-il pas ici quelque cercle vicieux ? C’est la une difficulté
assez grave i laquelle I'estimable géométre de Genéve ne parait
pas avoir sonté , et que je me contenterai d'abandouner i ses
retlexions et 4 celle du lecteur.

1V. Jinsisterai peu sur l'objetion qui consiste a savoir si les denx
€6tés @, & concourront réellement en un point , quelle que soit
Ia longueur du troisicme coté ¢. M. F. M. a trés-bien observé
que cette objection , recevable si les deux angles .4, B ctaient
ptis aun husard, cesse de l'étre dés qu'on suppose qu’ils appar-
ticnnent & un triangle eflect:i.

V. Orant & 1y dernivre objection p javoue quelle m’embarrasserait
peu ol ne me restait aucun scrupule sur la démonstration de M-
Legendre. Clest sans doute, sous le point de vue philosophique,
une question d’un grand intérét que celle de savoir pourquoi cn
ne peut quelquefois , par certaines mdthodes , attcindre & des
véritds qui se montrent au contraire facilement accessibles a d’autres
maniéres de raisonner ; mais enlin, lorsque ces dernicres conduisent
surcment aun but, la vérité n'en est pas moins solidement ctablie.
Avant Lagrange, on ne voyalt pas trop clairement d’ot naissait
Iimmense avant:ge des notations dJifférentielles sur les procedés de
Pancicnne géométrie, et cependant on n’en avait pas moins admis
sans contestation les résultats nombreux et nouveaux, pour la plu-
part, auxquels I'emploi de ces notations avait conduit. Il est peut-
étre méme avjourdhui trés-peu de géometres qui ne soient pas
dans le meéme cas & I'dgard des procedes du caleul des variations,
et on n'en trouverait pas‘sans doute un grand nombre qui sauraient
traduire les mecthodes de ce caleul en procédes purement geomé-
trig-es: ce qui nempeche pas cependant que tous ne s'abandonnent
a ces procedes sins la moindre hesitition, sans le moindre scru-
pule; psree (e tous cetx qui en font usage sont bien certains
de la rigueur des piincines gui leur servent de base.

VI 1l est encore une objection que pers wne n’a jamais songé
3 oppuser a M. Legendre, et qui pourtant n’cst pas moins sérieuse
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que les autres. On n’est point encore parvenu & démontrer nectte-
ment jusquici qu’une cquation algébrique, 3 une seule incomnue,
dont le premier membre est une fonction rationnelle et entiere , soit
toujours résoluble par rapport & cette incounnuc, et cepend‘.nt la

démonstration de DM, Legendre admet qu'une équation dont la
forme méme est supposée inconuue, et qui- peut congéquemrient
renfermer des transcendantes dont nous n'avons jamais rencontré
de modéles, est néanmoins indistinctement résoluble par rapport a

Pun quelconque des élémens dont elle se compose.

La conclusion que je crois pouvoir tirer de tout ceci, c’est que
quand méme on parviendrait & prouver que la démonstration dc
M. Legendre est tout-a-fait rigoureuse , ce que je me garderais
bien de garantir, et ce qui, tout au moins, reste encore a faire ; cette
démonstration reposerait sur des principes trop délicats, et serait
sujette & des objections trop graves et trop nombreuses pour pouvoir
étre regardée autrement .que comme un ob}et d,e Pure curnosﬂé
Je pensc donc qu’il vaut encore mieux en revenir aux 1dces de
Bertrand sur la nature de I'angle, et démontrer le thé@reme dont
il sagit, comme vous I'avez fait vous-méme , Monsieur , 4 la page
356 de votre troisiéme volume.

En m’exprimant ainsi, je suis loin , au surplus, de prétendge
proscrire absolument {'usage de Ia notation fonqtionnelle.dans Ia
démonstration des théorémes de géométrie ; mais j'inclinerais du
moins & penser qu’il convient de ne I'employer qu’avec beaucoup

de eirconspection , toutes les fois que les raisonnemens doivent
avoir des angles pour objet.

r
Agréez, etc.

Lyon, le 15 de novembre 181e. :



