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PARALLELOGRAMMYE FT PARALLELIPIPEDE. 5:

GEOMETRIE.

Recherches sur le parallélogramme et sur le
parallelipipéde ; B

Par M. GERGONNE.
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ON a continuellement besoin , soit en géométrie soit en mécanique ;
de déterminer, en fonction des trois arétes qui concourent e¢n un
méme sommet d’un parallélipipede et des angles que ces arétes forment
deux & deux, soit la diagonale du parallélipipede, soit les angles
que forme cettec diagonale avec ces trois mémes arétes, soit enfin
le volume de ce parallélipipéde. Le moyen que I'on emploie commus
nément, pour parvenir a ces divers résultats, consiste principalement
dans Ja résolution d’un certain triangle sphérique; ce qui est, 3
la fois , compliqué et peu symétrique. Nous allons faire voir que
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Pon peat parvenir au but d'une maniére incomparablement plus
simple et plus élégante, i ’aide du seul principe des projections ;
mais afin d’introduire 2 cette recherche par une recherche analogue,
mais beaucoup plus facile , nous résoudrons d’abord les questions
du méme genre , relativement au parallélogramme.

1. soient 4, B les deux cétés d'un méme angle d’un parallélo~
gramme quelconque ; et soit A la diagonale qui joint le sommet
_ de cet angle au sommet opposé ; soient, en outre,

Ang (4, B)=c , Ang(4,d)=z, Ang(B,A)=y .

On pecut parvenir d'une extrémité & Vautre de la diagonale A,
en cheminant extérieurement sur deux cétés consécutifs , égaux et
paralléles & 4, B; d'on il suit que la projection de la diagonale A
sur une droite quelconque est égale 4 la somme des projections des cotés
A, B sur la méme droite. Projetant done successivement celte
diagonale sur les directions méme des cotés 4, B, nous aurons.

ACos.z=A+4BCos.c ,

(1)
ACos.y=B4ACos.c ;

mais, d’'un autre c6té, en projetant sur la diagonale A les deux

cotés par- lesquels on chemine de l'une i P'autre de ses extrémités ,,
on aura ’

A=ACos.z+4+BCos.y ; (2)

multipliant cette derniére équation par A , et remplagant ensuite
ACos.x , ACos.y par les valeurs que donnent les équations (1),
il viendra, en extrayant la racine quarrée ,

:=‘/ A24-B2~4-2A4ABCos.c » (3)

les équations (r) donneront ensuite
Cos.z
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Cos.2= — (4+BCos.c) , Cosy= — (B-4ACosc) ; (1)

formules dans lesquelles il faudra mettre pour A la valeur que
nous venons de trouver. Telles sont, en particulier , les formules
qu’il faut employer pour détermincr lintensité et la direction de
la résultante de deux puissances , données elles-mémes d'intensité et
de direction.

On conclut encore de l&

. BSin.c . ASin.s
Sinz= > Siny= — ()
et, par suite,
BSin.¢ ASine
Tanlgx—/i-}-BCos.c ! Tang‘y—B-{-ACos.c i 6)

Des équations (1) on tire

. Cosx==Cos.yCos.c Cos.y—Cos.xCos.c

A=A, , B=A. SNG!

1—Cos.%¢ 1~=Cos,2¢

Substituant ces valeurs dans I'équation (2), il viendra, en divisant
par A, chassant le dénominateur et transposant,

1—Cos.?c —Cos.*x—Cos.*y+2Cos.cCos.2Cos.y =0 ; (©)

équation de relation entre les trois angles que forment deux % deux,
sur un méme plan, trois droites partant d’'un méme point, et par
eonséquent trois droites quelconques. Clest aussi la rclation entre
les distances de trois points d’un arc de cercle , pris deux & deux,
et de laquelle on déduirait, au besoin, la relation entre les dis~
tances de trois points d’une droite , pris deux a deux, en sup-
posant le rayon du cercle infini, aprés avoir préalablement trans~
formé les cosinus en sinus, et chassé les radicaux,

Tom. I1X. 8
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Si, de cette dernitre équation, on tire la valeur de Cos.c pour
Ja substituer dans les équations (7), on aura les formules nécessaires
pour décomposer une puissance A cn deux autres A4, B de di-
rections données.

Par le sommet de l'angle (4, B), imaginons une perpendiculaire
indefinie a la diagonale A. Si I'on congoit un triangle dont cette
dizgonale soit la hauteur et dont la base soit la somme des pro-
jections des cotés 4, B sur la perpendiculaire 5 il est aisé de voir
que ce triangle sera équivalent au purallelogramme. En représentant
donc par P l'aire de ce dervier, et remarquant que la somme des
projections de A, B est 4Sin.2+BSiny , on aura

P=;A(ASina--ESiny) ;

formule qui, en y mettant pour Sin.z , Sinjy leurs valeurs (3)
deviendra

P=ADSin.c ;

d'on il serait facile de déduire, 'expression. de Vaire d’un triangle
en fonction de ses trois cotés,

II. Soient A4, B, C les trois arétes d’'un méme angle d'un
parallélipipede quelcongne ; et soit A la diagonale qui joint le sommet

de cet angle au sommet opposé; soient en outre
Apg (B, C)=a, Ang.(C,A)=b, Ang/d, B)=c,
AnglA, H=x , Ang/A, B =y, Ang/A,CO)=z.

On peut parvenir d’'une extrimité a l'autre de la diagonale A, en
chemisant extérieurement sur trois arétes conséculives , égales et
paralleles 3 4, B, C; dol il suit que la projection de la diagonale
A sur une droite quelcongue est égale & la somme des projections
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des trois arétes 4, B, C sur la méme droite. Projetant donc sne-
cestivement cette diagonale sur les directions mcmes des trois arétes
i, B, C, nous aurons

ACos.z= A-4BCos.c+4CCos.b ,
ACosy=B-}+CCos.a+A4Cos.c , (1)
ALCos.z= O ACos.~+BCos.a ,

mais, d'un autre c6té, en projetant sur la diagonale A les trois

arétes par lesquelles on chemine de I'une a autre de ses extrémités,
on a

A=ACos.x+4LCos.y+4CCos.z ; (2)

multipliant cette dernitre éqnation par A , et remplacant cnsuite
ACos.z , ACos.y , ACes.z par les valeurs que donnent les équa-
tions (1), il viendra, en extrayantla racine quarrée ,

A= V A5Gt 2b0CosadaCraCosbtanblose « (3)

Les équations (1) donneront eusuite

Cos.o= %(A-l—BCos ¢+ CCos.d)

<
Cos.y = -2 (B4 CCos.a-}ACos.c) , § (4)

Cos.z=

1
2 (€+A4Cos.b+BCos.a) ;
formnles dans lesquelles il faudra mettre pour A la valeur que
nous venons de trouver. Telles sont, en particulicr, les formules

quiil faut employer pour déterminer Uintensité et la direclion de la
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résultante de trois puissances données elles-mémes d'intensité et de

direction, -
On conclut encore de 1A

. 1
Sinz= 2— \/B'-{«Cz-}-zBC?Cos.a—-(BC.os.c—C(?os.b)z >

. 1
Slﬂ.y = 2 V Cidrsi*4-20.AC0s.b—(CCos.a—ACos.c)? »

. X
Sin.z= " V/ 4>+ B4-2.ABCos.c— (ACos.b—DBCos.a)? ;

-

et par suite

Tang.x= V/ B:4-C2~+2BCCos.a—(BCos.c— CCos.b)?
A~4BCos.c+CCos.b ’

Tang.y = y/ C2A2~42CACos.b—(CCos.a—ACos.c)>
B--CCos.a+ACos.c ?

Tang.z= V/ A*4-B4-2A4BCos.c—(ACos.b—BCos.a)>
° C+ACos.0-1-BCosa ‘

Des équations (1) on tire

A= A (1-Cos.2a) Cos.x-(Cos.c-Cos.aCos.b) Cos.y-(Cos.b-Cos.cCos.a)Cos.z

1

¢ (5)

L

) (6)

1—Cos.2¢—Cos.26—Cos.2¢~4-2C0s.6Cos.b6Cos.c

B=A (1-Cos.25) Cos.y~(Cos.a-Cos.6Cos.c)Cos.z-(Cos.c-Cos.alos.b)Cos.xc

1—Cos.2a—Cos.26—Cos.?¢=-2Co0s.aCos.b Cos.c

C=A (1=Cos.2¢)Cos.z-(Cos.5-Cos.cCos.2) Cos.x~(Cos.a-Cos.bCos.c)Cos.y

' (7)

1—Cos.2a~=C05.26~=Cos.2c4-2C0s.aCos.b Cos.c

substituant ces valeurs dans I’équation (2), il viendra, en divisant

par A, chassant le dénominateur et transposant
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1—C0s.2a—Cos.25—Cos.*c+42Cos.aCos.5Cos.c

~+(1—Cos.*a)Cos.*z~4-2(Cos.a—Cos.5Cos.c) Cos.yCos. z )

I
o

—(1~=Cos.20)Cos.*y~+2{Cos.5 =Cos.cCos.a)Cos.zCos. #

~{(1—Cos.2¢)Cos.”2+42(Cos.c—Cos.aCos.5)Cos.xCos.y ) !

équation de relation entre les six angles que forment , deux 3 deux,
dans D’espace , quatre droites qui partent d’'un méme point, et
conséquemment quatre droites quelconques (*).

Cest aussi la relation entre les six distances de quatre points
d’une sphere , pris deux a deux, et de laquelle on déduirait , au
besoin , la relation entre les six distances deux 4 deux de quatre
points d’un plan, en supposant le rayon de la sphére infini, aprés
avoir préalablement transformé les cosinus en sinus et chassé les
radicaux.

Les formules (7, 8) présentent tout ce qui est nécessaire pour
décomposer une puissance A en trois autres de directions donndes.

Par le sommet de l'angle (4, B, €), imaginons un plan indéfini,
perpendiculaire & la diagonale A. Si I'on congoit une pyramide
hexagonale dont la base soit la somme des projections de trois faces
de l'angle (A4, B, C) sur ce plan; il est aisé de voir que cette
pyramide sera équivalente au parallélipipede.

Il n’est pas moins facile de se convaincre que la base- de la
pyramide sera un hexagone symétrique; c’est-a-dire, un hexagone
ayant ses cOtés opposés égaux et paralltles, et se trouvant consé-
quemment composé de trois parallélogrammes , lesquels seront les
projections , sur notre plan, des trois faces de l'angle (4, B, C);

(" Voyez le mémoire de M, Carnot sur la Relation enire cing points dans
Pespace , page 37.
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mais les projections sur le méme plan des trois ardtes de cet
E‘ngle sont ASin.z , BSin.y, CSin.z ; d’ou il suit (1), qu’en désignant
par «, 8, » les projections des angles @, 4, ¢ sur ce plan, l'aire
de la base de la pyramide sera

BCSin.ySin.zSin.atC.ASin.zSin.zSin.s-4ABSin.2Sin.ySin y §

de sorte qu'en désignant par P le volume du parallelipipede,
on aura

P=; A(BCSin.ySin.zSin.a4C ASin.zSin.aSin.e+ 4 BSin 28in.ySin.y)

tout se réduit donc 4 déterminer les angles «, 8, 5.

Or, ces angles sont évidemment la mesure des angles diedres
que formeraient deux & deux les plans que l'on conduirait par la
diagonale A et par chacune des trois arétes 4, B, € ; en consi=

dérant donc successivement les trois angles triedres dont les arétes
sont

AL,B,C; A,C, 4; A, 4, B;
et dont les angles plans, respectivement opposés , sont
a,z,%; b,z , z; €,y , x;

nous aurens , par les principes fondamentaux de la trigonométrie

sphérique ,
Sin.ySin.zCos.«=Cos.a—Cos.yCos.z ,
Sin.zS8in.2Cos p=Cos.b—Cos.zCos.x

Sin.xSin.yCos y=Cos.c—Cos.aCos.y ;

dolt, en passant aux sinus,
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Sin 'yS;n'ZSin-ﬁ = \/ 1 —Cos.2a—Cos.2y—Cos.2z42Cos.aCos yCos.z »

Sin.zSin.2Sin.g= y/ 1—Cos.26—Cos.:z2—Cos.2x-+2C0s.6Cos.2Cos.x »

Sin.2Sin J’Sin.y'—-‘ ‘/1—Cos.-‘c--Cos.2x-—Cos.'—;)'-i—zCoa.cCos.xCos;y H

mais, en mettant dans les seconds membres de ces équations pour
Cos.x, Cus.y, Cos.z, leurs valeurs (4), ils deviennent respectivement

A
N ‘/I—“COS,za—'COS.zb—COS.30+2COS.aCOS.bCOS.0 Iy

B
3" \/1--Cos.2zz——Cos.2b‘-Cos.ﬁc+2Cos.aCos‘6Cos.c P

C
;“ v/ 1=Cos.2a—Cos.2b==Cos.*c42C0s.aCos.6Cos.6

donc enfin, en substituant dans la valeur de P, il viendra

P=ABCy/ 17—=Cos.>a=Cos.2b—Cos.2c4-2C05.0Co0s.5Cos.¢ «

Dot il serait facile de conclure le volume d’un téiraédre , en
fonction de ses six ardtes (*),

() Au moment ot je termine ceci, je m’apercois qu'a la page 253 da VI
volvie de ce recneil , M, Bérard est parvenu , par la méme voie que moi,
a Péguation de relation entre les six angles que forment deux a deux qualre
droites dans Pespace; mais , cet estimable géométre n'a pas songé & déduire de
ges formales la diagonale du parallélipipede , ce qui n'était pourtant pas le
point le plus difficile.



