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5IPARALLÉLOGRAMME ET PARALLÈLIPIPÈDË.
continue a quelques fractions intégrantes négatives, en la transfor-

mant en une autre qùi ne présente plus cette circonstance, les conclu-
sions seront encore les mêmes. Enfin, il est facile, dans le cas

que nous examinons , de démontrer ce beau ~héor~me , savoir : que

chaque fraction convergente approche ~ lus de la valeur totale de la

fraction continue que ne pourrait le faire toute autre fraction, exprimée
par de plus petits nombres. Nous ne faisons que rappeler cette pro-
priété ~ pour montrer comment elle se rattache a la théorie nouvelle
et plus générale des fractions continues que nous avons essayé de
présenter dans ce rnémoire.

GÉOMÉTRIE.

Recherches sur le parallélogramme et sur le

parallelipipède ;

Par M. G E R G O N N E.

ON a continuellement besoin 9 soit en géométrie soit en mécanique ’
de détert--qiner , en fonction des trois arêtes qui concourent en un
même sommet d’un parallélipipède et des angles que ces arétes forment
deux à deux , soit la diagonale du parallé1ipipède, soit les angles
que forme cette diagonale avec ces trois mêmes arêtes, soit enfin

le volume de cc parallélipipède. Le moyen que l’on emploie commun
némc~nt J pour parvenir à ces divers résultats, consiste principalement
dans la résolution d’un certain triangle sphérique ; ce qui est , à
la fois compliqué et peu symétrique. Nous allons faire ïoir quq
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l’on pett parvenir au but d’une manière incomparablement plus
simple et plus élégante , à l’aide du seul principe des projections ;
mais afin d’introduire à cette recherche par une recherche analogue,
mais beaucoup plus facile , nous résoudrons d’abord les questions
du même genre, relativement au parallélogramme.

1. soient A, ~8‘ les deux côtés d’un même an d’un parallélo-
gramme quelconque ; et soit A la diagonale qui joint l.e sommer

_ 
de cet angle au sommet opposé ; soient, en outre ,

On peut parvenir d’une extrémité à l’autre de la diagonale A ,
en cheminant extérieurement sur deux côtés consécutifs , égaux et

parallèles à A, y B ; d’où il suit que la projection de la diagonale A
sur une droite quelconque est égale à la somme des projections des côtés
~f, B sur la même droite. Projetant donc successivement celte

diagonale sur les directions même des côtés A , B , nous aurons

mais, d’un autre côté, y en projetant sur la diagonale A les deux
côtes par lesquels on chemine de l’une à Pautre de ses extr~~n~tLS y
on aura 

’

multipliant cette dernière équation par A , et remplaçant ensuite

ACos.x , ACos.y par les valeurs que donnent les équations (1) ~
U viendra , en extrayant la racine quarrée ,

les équations (i) donneront ensuite 
Co.1-x
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formules dans lesquelles il faudra mettre pour A la valeur que
nous venons de trouver. Telles sont, en particulier , y les formules

qu’il faut employer pour déterminer l’intensité et la direction de

la résultante de deux puissances , données elles-mêmes d’intensité et

de direction.

On conclut encore de 1~

et, par suite ,

Des équations (~~ on tire

Substituant ces valeurs dans l’équation (2) , il viendra - en divisant
par A , chassant le dénominateur et transposant ,

équation de relation entre les trois angles que forment deux à deux,
sur un même plan , y trois droites partant d’un même point , et par

conséquent trois droites quelconques. C’est aussi la relation entre

les distances de trois points d’un arc de cercle , pris deu.x à deux,-
et de laquelle on déduirait, au besoin , la relation entre les dis-

tances de trois points d’une droite , pris deux à deux , en sup-
posant le rayon du cercle infini, après avoir préalablement trans-
formé les cosinus en sinus , et chassé les radicaux,

2~. 7JY. ~
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Si, de cette dernière équation , on tire la valeur de Cos.c pour

la substituer dans les équations ~~~ , on aura les formules nécessaires
pour décomposer une puissance A en deux autres A., B de di.

rections données..

Par le sommet de l’angle (A , B), inlaginons une perpendiculaire
indefinie à la diagonale A. Si l’on conçoit un triangle dont cette

diagonale soit la hauteur et dont la base soit la somme des pro-

jections des côtés 1, B sur la perpendiculaire ; il est aisé de voir

que ce triangle sera équivalent au purailelugramme. En représentant
donc par P l’aire de ce dernier et remarquant que la somme des

projections de A, B est ~~Ip.~-~-~Sin.~ p on aura

formule qui , en y mettant pour Sm.~ 3 SIn.y leurs valeurs (5)
deviendra

d’en il serait facile de déduire l’expression de l’aire d’un triangle
en fonction de ses trois cotes.

Il. So!cnt ~ , ~ , C les trois arêtes d’un même angle d’un

paral1élipipède qiielconotie ; et soit A la diagonale qui joint le sommet
de cet angle au sommet opposé ; soient en outre

On peut parvenir d’une cxtrcmlîëarautrc de la diagonale A, en
cheminant extérieurement tur trois arêtes consécutives , égales et

parallèles à ~ , ~ 3 C ; d’où il suit que la projection de la diagonale
A sur une droite quiconque est égaie à la somme des projections
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des trois arêtes A, B , C sur la même droite. Projetant donc stic..

cC.~~!Vement cette diagonale sur les directions mêmes de~ trois arêtes

~~J5~ C, nous aurons ,

mais, d’un autre , en projetant sur la diagonale Â les trois

arêtes par lesquelles on chemine de l’une à l’autre Je ses extrémités,
on a 

.

multipliant cette dernière éqrI3tion par A , et remp1:lçant cnsHite

A(~os.x , ACos.y, A(.,’O.S.Z par les valet-irs que donnent les équa-
tions (1) , il viendra, en extrayant la racine quarrée , y 

’

Les équations (i) donneront eusuite

formules dans lesquelles il faudra mettre pour A la valeur qu~’
Dons venons de trouver. ’Felles sont, en pardcuHcr , irs formiile3e

qu’il faut employer pour détei-rriiner ri.nlensité et la direction de fat
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résultante de trois puissances données elles-mêmes d’intensité .et de
direction. 

‘ 

_

On conclut encore de la il-~,

et par suite

Des équations (i) on tire

substituant ces valeurs dans l’équation (.2) , il viendra, en divisant
par A t chassant le dénominateur et transposant _
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équation de relation entre les six angles que forment , deux à deux , 9
dans l’espace , quatre droites qui partent d’un même point , et

conséquemment quatre droites quelconques (*).
C’est aussi la relation entre les six distances de quatre points

d’une sphère , pris deux à deux, et de laquelle on déduirait , au
besoin , la relation entre les six distances deux à deux de quatre
points d’un plan , en supposant le rayon de la sphère infini , après
avoir préalablement transformé les cosinus en sinus et chassé les

radicaux.

Les formules ( y , 8 ) présentent tout ce qui est nécessaire pour
décomposer une puissance A en trois autres de directions données.

Par le sommet de l’angle (A, B, C ) , imaginons un plan indéfini,
perpendiculaire à la diagonale A. Si l’on conçoit une pyramide
hexagonale dont la base soit la somme des projections de trois faces
de l’angle ( ~ , B, C) sur ce plan ; il est aisé de voir que cette

pyrarnide sera équivalente au parallélipipède.
il n’est pas moins facile de se convaincre que la base de la

pyramide sera un hexagone symétrique ; c’est-à-dire ~ un hexagone
ayant ses côtés opposés égaux et parallèles , et se trouvant consé-

quemment composé de trois parallélogrammes ~ lesquels seront les
projections, sur notre plan, des trois faces de l’angle (A, B , C);

(~~ Voyez le mémoire de ~, Carnot sur la Relation entre cinq poin~~ dan~,
Ile.fp.ace , &#x3E; page 37.
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mais les projections sur le même plan des trois arétes de cet

angle sont ASin.x , Esiny, CStntz ; d’où il suit (~~ , qu’en désignant
par ? y ~ ~ ~ les projections des anglcs a , 6 , ~ sur ce plan , l’aire
de la base de la pyramide sera 

J?6’S!n~Sin.~S!n.~+6’~SIn.~Sln~S!n~-t-~~S!n.~S!n.ySln y ~

de sorte qu’en désignant par P le volume du parallélipipède
on aura

P-; 4(~ÇS~n.y~SInnSln,~-~-C~’S~nl~S~ne,x S~~~s,~~~l~S~n xSin.ySin.y) ;

tout se réduit donc à déterminer les angles ~ , ,a , y·

Or, 9 ces angles sont évidemment la mesure des angles dièdres

que formeraient deux à deux les plans que l’on conduirait par la

diagonale Â et par chacune des trois arêtes A, B , C ; en consi-

dérant donc successivement les trois angles trièdres dont les arêtes

sont

et dont les angles plans , respectivement opposés, y sont

Bous aurons, par les principes fondamentaux de la ~ri~ono~étri~
sphérique,

d’ou~ en passant aux sil1u~,



59. ET PAR ALLELI PIPE, DE.

mais, en mettant dans les seconds membres de ces équations pour
Cùs.x, 9 ~;~s.~, Cos.z leurs valeurs (4), ils deviennent respective,~m~t

donc enfin , en aubstliuant dans la valeur de P , il viendra

D’où il serait facile de conclure le volume d’un tétraèdre , en

.... ,. de ses six btt4l~.s7 (Jf)

’ 

(~) Au f110n1ent oÙ je 1en:11Íne ccci, je n1’aperçois qu’à la page 253 du VI.15

’~olplne de ce r~ ctâeil , rv1. Bérard est parvenu, par la même «voit-- que n-ioi
il réqu~lion de i.~~jSLlâ4FiA tutl’C les six angles que forment de-Lix à deux quatre
droites dans l’espace; rnais, cet es!Îillablû géonl~tre n’a pas songé à déduire de
tes formulcs la diagonale du ~~~z~ai~~°i~~~~~~~~ ~ ce qui 

. 

l1’¿tait pout’t~tut p&#x3E;-,s 10

point le plus difficile.


