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THEORIE GEOMETRIQUE DE LA CYCLOIDE. 24

B

GEOMETRIE TRANSCENDANTE.

Theorie géométrique de la cycloide ,

Par M. Dv BourcuET, ancien capitaine de vaisseau,
Chevalier de 1'Ordre royal et militaire de St-Louis,
professeur de mathématiques spéciales au collége de

s

Loouis-le-Grand. )
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SI les gdométres n’avaient jamais en vue dans leurs recherches
que les applications pratiques dont elles peuvent étre susceptibles,
ils mettraient , sans doute, beaucoup moins de soin ct de prix 2
obtenir, sous forme finie, une multitude d’expressions que Pon
pcut aisément avoir en séries trés-convergentes, et propres consé—
gquemment 3 fournir des résultats incomparablement plus approchés
que , dans aucun cas, I'édtat physique des choses ne le réclame ,
et méme ne le permet. De quelle utilité pratique , par exemple,
pourrait étre la solution rigoureuse du probleme de la rectification
de la circonférence , aujourd’hui que nos séries nous ont fourni au-
deld des 150 premiers chiffres décimaux du rapport de la circon-
férence d'un cercle 3 son diamétre; lorsque sur-tout on considére
que les 20 premiers de ces chiffres sont plus que suffisans pour
déterminer, & moins de 1’épaisseur d’un cheveu prés, la circonfé-
rence d’un cercle qui embrasserait tout notre sysi¢me planctaire. A
quoi Pon peut ajouter encore que les expressions finies elles-mémes ,
dés qu'elles ne sont point & la fois algébriques et rationnelles ; ne
sont susceptibles , tout comme les séries , que d’évaluation approchde.

Toutefols , on ne saurait discqnvenir que , du moins aux yeus
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30 THEORIE GEOMETRIQUE

des théoriciens, les expressions sous forme finie ne soient plus sa~
tisfaisantes qué les séries illimitées , quelque convergentes qu’on les
suppose dailleurs, Outre que ces sortes d’expressions s'introduisent
et se combinent plus facilement dans les calculs  “elles sont sou
vent susceptibles d’un énoncé concis et élégant; et cest sans doute
ce qui les fait rechercher encore, Jors méme qu’elles ne sont point
susceptiblcs d’évaluation immédiate , ainsi qu’il arrive pour la for=

. Log.(—1)
mule de Bernoulli —Log(=D

== On peut remarquer enfin que la
découverte de Pexpression finie d’une quantité, déja connue par les
séries , est un pas de plus dans la solution de limportant et diffi-
cile probléme de la sommation des suites,

Par ces motifs , nous osons espérer que les géomeires youdront
bien accueillir, avec quelque interét et bienveillance , Popuscule que
Yon va lire. Il présente , dans un cedre peu étendu, un systeme
complet de formules finies pour la rectification et la quadrature in-
dgﬁnie des arcs et segmeuns de eyeloides, pour la quadrature’ des
surfaces et la cubature des corps engendrés par la révolution de ces
arcs et segmins autour de chacune des quatre lignes les plus re-
marquables de la courbe , erlin peur la determivation des centres
de gravité des unes et des autres. Plusicurs de ces expressions n’a-
vaient point été données jusquici, ct on paraissait méme incliner
a penser que quelques-unes dentre ciles ne pouvaient létre que

par les séries. On va voir qu’elles sont toutes susceptibles d’une forme
finie, ‘

I. Pour éviter au lecteur I'embarras de feuilleter des traités de
calcul intégral , ou de suppléer & ce qu'on n’y trouve pas, et pour
lui offrir en méme temps le moyen de vérifier facilement nos cal~
culs , nous croyens convenable de présenter britvement ici les seu=
les formules d’intégration, pea nombreuses d’ailleurs, qui nous se-

ront nécessaires pour parvenir a notre but. Nous sous-entendrons
Jes constantes.
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3.2 On a d’abord immédiatement

1

J4zSin."z COS'Z=+m+1 Sin™+1z A)
JdzCos. ™z Sin.z =— e Cosmtiz, (B)
2. Si Von a & intégrer des formules de I'une des deux formes
dzSin.2m+ Tz | dzCos.2m+Tz |

on les transformera dans les suivantes
A}

dzSin.z(1—Cos.2z;™ , dzCos.z{1—Sin.2z)™ ,

lesquels , par leur développement , donneront une suite de termes
rentrant dans le cas (1.°).
3.° Si les formules & intégrer sont de 'une des deux formes

dzSin.mzCos.2" 1z dzCos."z8in. "1z |
on les transformera en celles-ci
dzSin.™zCos.z(1—Sin.?z)" , dzCos.™Sin.2(x—Cos.’z)"

Iesquelles , par leur développement, donneront une suite de termes.
rentrant également dans le cas (1.%). ’
4.° Si les formules a intégrer sont

dzSin2"z , dzCos2mz ,

en aura recours a lintégration par parlies, qui donne , comme l'om

sait,
SdzSin #Mz=— — Sin "= zCos.zt T [dzSin =z, (C)
am 2m 4
T . orne—T
SdzCos*™z=- - Cos.>™="zSin.z+- JfdzCos*m—1z 5 (D}
2m

formules au moyen desquelles on parviendra, par degrés, & rame-
ner les intégrales cherchées & fdz=z.
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5.° 8i les formules intégrer sont de I'une des deux formes
dzSin."zCos.2"z , dzCos.™zS8in.*"z ,
on leur substituera leurs équivalentes )
" deSinmz(1—Sincz) | dzCos™z(1—Cos. )" ,
lesquelles, par le développement, donneront une suite de termes
qui rentreront dans l'un des cas (2.°) et (4.°).

On sait donc, par cc qui préeéde , intégrer, sogs forme finie,
toute formule de la forme

dzSin."zCos."z ,

m et n étant des nombres entiers positifs quelconques ou zéro.
6.° Soit présentement une formule de la forme

zkdzSin."zCos."z ;
I'intégration par parties donnera
J<*dzSinmzCos."z=z/zk~*dzSin."2Cos."z-fdzfz*"* dz8in."2Cos."z ; (E)

au moyen de quoi on ramencra , par degrés, lintégration deman=
dée 2 fdz8in™zCos."z , que nous avons traitée dans les puméros
précédens,

IL Soient AO, AO/ respectivement ( fig. 1 ) la demi-basc et
la montée d’une cycloide, et soient mendes O/A’/, OA/, respecti=-
veruent paralleles & ces deux droites. Par un queleonque M des
points de la courbe, soient menées aux mémes droites les paral-
léles QQ/, PP/ terminées aux quatre droites. Soit C le lien du cen-
tre du cercle générateur, pour sa position ol le point décrivant est
en M, et soit DD/ son diamétre parallele a A0/, coupant QY en
N ; soient enfin menées MD, MG, MDY/ et soient CD = CM=CD/==r.

Nous prendrons

OP =QM=z , MP =QO =y ,
OP/ =Q' M=z’ , "MP/=Q/0/ =y’ ,
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au moyen de quoi nous aurons
z+a/=ar , ~ dx—i—d.z’:o )
d’ot

y4y/=2r"; dy-+dy’=o0 ,

Nous poserons; en outre
Ang.DCM=2z ; Ang.D/CM=2z/ ,
ce qni donnera '
- a(zt2)== , d’ot dz+dz/=o,
Cela posé, nous aurons
Arec MD =2rz , Cord.MD =2rSin,z =2rCos.z’ ,
Are. D/ =z2rz/ Cord MD’ = 2rSin,z’=2rCos.z .
Nous aurons encore
PD=P1D’=MN=rSin.2z=2rSin.zCos.z=2rSin.z’Cos.z’
CN=rCos.2z=r(Cos.? 2—Sin,? z)=r(Sin.*z’—Cos,*z’) ;
mais , par la nature de la cycloide ,
OP=0D—DP=drc.MD—MN ;
MP=ND=CD--CN ;

donc, en substituant,

’

a=2r(z—~S8in.zCos:z2) , #!= 2r(z’4-Sinz’Cos.z?) ,
d'odt :
=2rSinz y/=2r8in2z’ ;
dane encore
dr=4rdzSins2z , dw’/=4rdz/Cos.*z/ ,
dy==4rdzSin.zCos.z | dy’=4rdz’Sin.z’Cos.z’ .

De I on passerait facilement aux équations primitive et différen-
tielle de la ceurbe , soit en & et y soit en 27/ et y/; mais elles ne
nous seront pas nécessaires,

Pour la commodité typographique, nous poserons encore
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Cos.z=¢ , Sinz =« , dod #Hu’=1,
Cos.z/=¢ Sinz/=uw, dou Hur=1
ee qui donnera t
x =z2r(z—tu) , y=2ru®, dz=frwrdz , dy =4riu dz ,

o/ =2r(etu) , yl=arur , da'=4ri*dz,  dy/=friwdz.

1II. Ckerchons dabord les longueurs des arcs indéfinis MO ,
MO/ ? '

L’élément du premier de ces arcs est
V degrdyr=4rudz ,
dont l'intégrale, commencant avec z, est (I)
Are MO=4r(1—1) =2(D’D—-D'M). (@)
De 12 |
Arc.00/=/4r=2DD",
_et par conséquent
Are. MO/=/4ru/=2MD/ ; (%)

ce qui met en évidence la propriété de la développée. On pourra

évidemment, par ce qui précéde, obteénir la longueur d’'un arc quel-
conque de la courbe. )

IV. Cherchons les surfaces engendrées par I'arc OM, tournant
successivement autour de OP ez OQ?

L’élément de la premitre surface est
2Wy‘/dx2+dy2=16wr’u3dz »
dont l'intégrale , commengant avee z, est (I)
2 wr(1—£)*(2-41). (¢)

De Ii on conclura , pour lexpression de la surface engendrée
par larc entier OO0/, autour de OA

3% P 3T
Lar’==2Cer.r.
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L’¢élément de la seconde surface est

272y dxig-dy: =16=r*udz(z—1v) ,
dont l'intégrale, commencant avec z, est (I)
2 ar*{u(3——ur)—31z} . (d)
De 1a on conclura, pour la surface engendrée par l'arc entier
00/, tournant autour de OQA/,

Zari=1Cer.r.
Il est trés-remarquable que la surface engendrée par I'arc OO’ est
loujours de méme étendue , soit que cet arc tourne autour de OA
ou qu’il tourne autour de OA’. On pourra évidemment, par ce

gqui précéde , obtenir la surface engendrée par un arc quelconque
de la courbe, tournant autour de OA ou OA/

V. Cherchons les coordonnées du centre de gravité de chacun
des deux arcs indéfinis MO et MO’ ?

Scient X, ¥ les coordonnées , pour l'origine O, du centre de
gravité du premier de ces deux arcs; soient X/, ¥’ les coordon—
nees , pour lorigine O/, du centre de gravité du second.

Suivant la régle centrobariqgue , X et Y seront les quotiens fes-
pectifs des formules (d) et (¢) par la formule (¢) multipliée par
2w; de sorle qu'on aura
X= 2r{u(3-—u=)-—-31z} ;

= @
Y=:ir(1—t)(2-1) .
Dans le cas on il sagira de 'arc entier Q0%, on aura
A=sT=ir

Or, on a, en général
Mom MQ!= Mom.0OQ!—Mom MO ;

prevnant donc successivement Q’A et QA pour axes des momens,
il viendra
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27 [t/ (3t/z)=3u'z} i
3(t~u')

@

7

Xlohrv/ = f4r(ar—2r)—4r(1—u’) {wr-—

Y fru'=4r(er—=2r)—4r(1m—u’){ 2r—2r(1—u/) 24 W)} 3

d’oll on tire , toutes réductions faites,

_ar § Bul gl (1=t/)2 (24-) } )

- 3u ’ (f)

Y'=:ru*=3:0Q.

Cette derniére formule prouve que le centre de gravité de tout
arc de cycloide qui a son milieu & son sommet O/ est au tiers de
sa fleche, & partir de ce sommet. D’aprés les précédens résultats ,
la recherche du centre de gravité d’'un arc quelcanque de eycloide

ne saurait offrir de difficulté.

X

VI. Ckerchons les surfaces engendrées par I'ar¢ MO/, tournant
autour de O’A’ ou O’AY

Suivant la régle centrobarique , ces surfaces seront les produits
respectifs de la formule (6) par 217 et 22X/, ce qui donnera

Zariu=2.22MP..Cord MD7 , (8)
Far*{ 3w/t (1—1/ (241)} . )
La premitre sera done les ¢ de la surface engendrée par la tan-
gente MD/ tournant autour du méme axe. .
§il sagit de l'arc entier 00/, on aura, pour la premitre surface,.
Zart=2A4rc.0OA ;
’est-a-dire , la moitié de la surface engendrée par le méme arc au-
tour de OA; On aura ensuite , pour la seconde
2or*3m—4)=4wr2ar—1tar® ;
rdsultat qui prouve (IV) que la somme des surfaces engendrées par
la demi-cycloide OO/, tournant successivement autour de A/ et
OA’ est égale & la surface convexe du cylindre engendré par le

rectangle cicconscrit & la cycloide enti¢re , tournant autour de sa
Lase:
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base. Au moyen de ce qui précéde, on obtiendra facilement la sur-
face engendrée par un arc quelconque de la courbe, tournant au-
tour de O’A’ ou 0’A, ou méme autour d’une droite quelconque,
puisque le centre de gravité de cet arc sera assignable.

VII. Cherchons les centres de gravité des surfaces engendrées
par OM tournant autour de OA ou OA’ ?
Nous avons déja vu (IV) que les élémens de ces deux surfaces
sont respectivement
2oy TEFG > 2ery/ T
d’ott il suit que leur moment commun , par rapport aux plans con-
duits par O, perpendiculairement aux axes de rotation , est
2aryy/ dogdyr = 32=r’v’de(z—u) ,
dont l'intégrale, commencant avec z, est (I)
Zar’ u(304-5ur—mquil—152z(2-4-u)} ;
divisant donc eette intégrale successivement par les deux formules
(¢) et (), nous aurons pour les distances du point O aux centres
de gravité des deux surfaces,
ar! u(30+5u2-—9114)-—xl5tz(2+u2) }
15(1=1)2(2-}-12)
ar § u(3o~4-5uz—qui)—15¢z(24-u2) }
15 {u(3--u2)—3tz }

’ (%)
- @

Dans le cas ol il sera question des.surfaces engendrées par la

révolution de T'arc entier OO’, ces deux expressions deviendront
également

Zr=20A.
On pourra facilement , d’aprés ces résultats, trouver le centre de
gravité de la surface engendrée par un arc quelconque de la courbe,

tournant autour de OA ou QA’.

VI11I. Clerchons les centres de gravité des surfaces engendrées
par larc M, tournant autour de O’A’ et O’A P
Ces surfaces ayant pour élémens respectifs

Tom., V1. G
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- amy'y TG, 2esly TG
le moment commun de ces élémens , par rapport aux plans conduits
par O/, perpendiculairement aux axes, sera
2wx'y!\/ dwg-dys = 32w t/u*d2/ (/- 1'u) ,
dont lintégrale , commencant avec z/, est (I)
L ard(1—1/) {1 5ulz! (141 )= (1 —2/) (f—71/—181*—qt*) | ;
divisant donc successivement cette ii]tégrale par les deux formules

(g) et (£), on aura, pour les distances du point O/ aux centres
de gravité des deux surfaces

2r § 15/ 2! (1 ety e (1t (4——71’-—18t’2-—9t’3)}

15u/(1-4-t") ’ ()
ar(x=—=—t") §{ 15u'z! (1d-t!) e (1 =1") (47t =1 8t'2=-9tf3)} (n)
15{ 3w/ zl—(1==t/)2(24-1/) } ) )

S'il s'agit des surfaces décrites par I’arc entier 0’0", ces formules
deviendront respectivement,

1578
ek
La premitre prouve que la distance du point A’ au eentre de gravité
de la surface décrite par OO autour de O’A’ et les = de A/O,
et non point les ; de cette droite , comme quelques auteurs l'ont
derit. On peut, d’aprés ce qui préctde, trouver le centre de gravitd

de la surface engendrée par un arc quelconque de la courbe, tournant
autour de O’A’ ou O/A.

wre— 2 r=0/A/— A0, Zr

IX. Cherchons les aires. des quatre segmens OPM , OQM ,
oOP'M, O/QYM?
L’élément du segment OPM est
ydz=38rutdz ,
dont Vintégrale, commengant avec.z, est (I)
OPM =r?*{3z—tu{3-+42u%)} . (»)

On aura ensuite
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OQM=uzy--OPM,
¢’est-a~-dire ;
OQM=r*{tu(3—2u*)mmz,3—~fu*)} . (9)
De 13 on conclura
OAO/'=tar*=:Cercr , CAD/=lar*=lCerer ;
c’est-a-dire, que laire de la cyeloidc eatitre est triple de celle du
cercle générateur. On a cn outic
OPM=0'A’0—0QM—QA/P/}M ,
O0/Q'M=0'A0—-0PM—Q/APM ;
¢’est-a-~dire ;
O'P'M=r{z/4-t/u/(1—20"} , (9]
OQM=r s/ (3t )+t (Bt} . (5)
De tout cela on déduira facilement I'aire de toute surface plane:
terminée par des lignes droites et par des arcs de cycloides.

X. Cherchons les volumes des corps engendrés par la révolution
des segmens OPM, OQM , tournant autour de OP et CQ, res—~

pectivement ?
L’élément du premier de ces deux corps est

wzy*dz=16=r*u’dz ,
dont Pintégrale, commengant avec z, est (I)
*or¥{15z—ztu(1 541002 +48u4)} (aa)
D’aprds cela, le volume du corps engendré par la révolution du:
segment entier OAO/, autour de OA, sera
w2 r?=20A. Cerc.OA/;
c’est-3-dire , les £ du volume cylindre engendré par la révolution

du rectangle OA’O’A autour de OA. |
L’élément de l'autre corps est
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wx*dy = 16ar*tudz(z—1u)* ,
dont l'intégrale, commencant avec z, est (1)

2ar*6tuz(3—zu*)—3z*(3—4ur)—u’)g —qur-4ut)} . (88)

D’aprés cela, le volume du corps engendré par la révolution da
segment entier OA’O’, auatour e OA/, aura pour expression

Lard3atem16)=; OA/. Cerc.OA—28ph.r

¢’est-a-dire , le quart du cylindre engendré par le rectangle OAG/A/
tournant autour de OA’/, moins deux sphéres ayant méme rayon
quele cercle générateur. A l'aide de ees résultats on pousra toujours trou-

ver le volume du corps engendré par un segment quelconque de la
courbe , tournant autour de OA ou OA/, '

XN. Cherchons le centre de gravité de chacun des quatre seg-
mens OPM, OQM, O/P/M, O/Q/M? ,

Par Ia re‘g!e'ceizirolzarique, I'ordonnée du centre de gravité du
segment OPM sobtiendra en divisant la formule (@) par la formule
(p) multiplice par 2= ; ce qui donnera

rf ;5:~11;k;5+xoxa2+8ub) }

e > . (ce)
633z —tu(S34-2u)}

e

Par la méme regle, l'abscisse du centre de gravité du segment
OQM s'obtiendra en divisant la formule (44) par la formule (9)

multiplide aussi par 2@ ; ¢e gqni donnera

r{3z2(3-\-—.’,.u2)--6tuz(3—-21¢2)+u2(9—9712+4u4)} (d ?>
B ad
3 {z(Bmmju2) =—tu(3—2u 2} N

Wais on a,_quel' que soit I'axe des momens,
Mom.OPM = Mom OQMP—~MemOQM ,
. MomCQM=Mom.OQXiP— HMom.OPM

e

L0001

prenant donc respectivement OQ , OP pour axes des momens ,
on aura
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Mom.OPM =:r¥{gz*—6tuz(3-42u)4u (94 3u*—8ut)} ,
Mom. OQM =:r3#{15410u*—16u*)—32(5-8u*)} ;
divisant donc respectivement ces momens par les formules (p) et
(9) , on aura pour l'abscisse du centre-de gravité de OPM et Uordonnce

de celui de OGQGM
r{gzz—ﬁtuz(3+2u2)+u2(9+3u2-—8u4)}
3{3z~—tu(34-2u2)}
7/3z(57=8ut)=tu(154-10u=—16ut)} (f)
6{ z(3—ju)—tu (3—2u)} :
Voild donc les deux coordonnées des centres de gravité des deux
segmens OPM, OQM qui se trouvent ainsi déterminées ; le point

(cc)

2

O ¢tant pris pour origive.
On tronvera, d’aprés cela, pour Iordonnde et I'abscisse du centre
de gravité de l'aire OAQ’ de la demi-cycloide ,
9=2-}-16 .
H

18

5

r=2ZA0/, r.
et ensuite, pour lordonnée et I'abscisse du centre de gravité de
Pespace OA’O/, ,

3a2m=16
ir=0A’, r. s

1l nous reste maintenant A assigner les centres de graviié des deux
autres segmens MP/O/, MQ’O. Ici nous prendrons le point O/ pour
origine. Nous anrons d’abord, quel que soit I’arc ,

Mom MP/C/=Mom .OA/ O/ —Mom QAP M—Mom.OQM ;
prenant donc successivement OA/ et OA pour axes des momens ,
ceite équation deviendra

Mom MP/O/ =1 r*{3z/4-t/u/ (3—1 41*4-82/4)}
Mom NIP/O/=373 3246102/ (1—21/*)-{1—2172)(4+472*—81/4 3.

En divisant donc ces deux momens par la formule (), on aura
pour Pordonnée et l’abscisse du centre de gravité du segment MP/O/,
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73z t/u! (3—1 4t/3-4-81'4) ;
6 2t/ (1m=0i/2)} ? (gg)
3512611z (1 t/ 2y (Lt 2) (7 /2= 84 )} ) (ﬁb)
3{alt/u/( xv-zt/z)}
De id on passera aisément 4 l'ordonnée et 3 l'abscisse du 4.°¢
seqment G/Q/M. On a, quel que soit 'axe des momens,
Mom.0/Q M= Mom.MP/O/Q/'—Mom . MP/0/ ;
prenant donc successivement OP/ et OQ/ pour axes des momens,
on aura
Mom O'Q'M = r¥{t/u/(21=341"* =164+ )32/ (7 ~—161/2 -84 1
Mom.O/Q’'M=: r¥3z*(3—4i"*)H6tuz! 3—12)— (1 —ui'*, L— 5124414,
Divisant enfin ces deux momens par la formuie ., oo aura, pour
Pordonnée et 'abscissé du centre de gravité du segmeat O/Q/M,

r{3z’(7-—- 1687248t/ 6y ~-t/u! (2 13 41/2-16/)} L)
6/ G4t )t (3=—2¢')} g e
7{32/2 (3t ) - 61/0/ 2! (B 2t/ 2) (1 ==t/2) (f= 51/ 2424} )]

3 & (3=t )t/u! (3= 2/2)}

M. Poisson a paru penser que les abscisses des centres de gravité
de ces scgmens ne pouvaient étre exprimées que par des séries
( Voyez sa Mécanique , tome 1.°* , page 147 ). Mais on voit,
par ce qui précéde , qu'on peut toujours avoir exactement , sous
forme finie , les deux coordonnées du centre de gravité d’une
surface plane quelconque , terminée par des lignes droites et des

arcs de cyclo’ide&

X1l. Cherchons les volumes des corps engendrés par la révolution:
des deux segmens O'P'M , O'Q'M autour de O'P/ et O/Q/, res—

pectivement ?
Suivant la régle centrobarique , le volume du premier de ces

deux corps s'obtiendra en' multipliant par 2= le produit des deux
formules () et (gg); ce volume sera donc
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2 ar3{3z/4-t/u/ (31 41/24-8114)} . (mm)

Le volume de l'autre corps s'obtiendra, suivant la méme rigle,
en multipliant par 2= le produit des deux formules (r) et (/);
ce volume sera donc

2 ar¥322(3— 4/ ) 611/ 2(3—21/") — (1 =1/ )(4—51" 442/} . (nn)

On trouvera, d’aprés cela, pour le volume du corps engendré
par O’A’O, tournant autour de O/A/,

2ar’=:0/A’ . Cerc.A/O

c’est-d-dire , le 8.™¢ du cylindre circonscrit ; et pour le volume
du corps engendré par O’AO , tournant autour de O‘A,

sar3(ga*=—16)=2 A0/, Cerc. AO—25ph.r ;
¢’est-d-dire , les 2 du cylindre circonscrit , moins deux sphtres ayant
méme rayon que le cercle générateur. On obtiendra facilement,

d’aprés cela, les volumes des corps engendrés par des segmens quel-
conques de cycloides, tournant autour de O’A’ ou O’A, ou méme

autour d'une droite quelconque , puisque (XI) le centre de gravité
de Taire de ce segment sera assignable.

XUI. Cherchons les centres de gravité des corps engendrés par
la révolution des deux segmens OPM , OQM , tournant autour

de OP.et OQ respectivement ?
I’élément du premier de ces deux corps étant my*dz, le moment

de cet élément, par rapport au plan conduit par O, perpendi-
eulairement a I'axe, sera
wey2de=32mriubdz(z—1u) ,
dont_Tintégrale , commengant avec z, est (I)
L art 45z2==6tuz (1 54-10u4-8ut)Juz (4541 5u’+8u4—36u5)} H
divisant donc par la formule (@z), on aura, pour la distance du
point O au centre de gravité de_ce volume,
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r§4522=6tuz (1541 ourd-8u#)us (4541 Sur4-Bui—36u6)}
3,15z —fu (154 10u2§-But)}

. (@

En conséquence, s'il sagit de la distance du point O au centre
de gravité du corps engendré par OAO’, on trouvera pour son
expression

45224128
‘ AT

I’élément du second de ces deux corps dtant =z?dy , le moment
de cet élément, par rapport au plan conduit par O perpendicu~
lairement & l'axe, sera

wx’ydy=32wr*tu’(z—iu)* ,
dont l'intégrale , commengant avec z, est (I)
-;—wré{ﬁtuz(l5+1ouz—16u4)=-—9z2(5-—8u4)—-u2(45+15u2—64u4+36u6)} ;
divisant donc par la formule (46), on aura, pour la distance du
point O au centre de gravité de ce volume
r{gz2(5—8ut)=—6tuz (154 1our —16ut)4-u2(45-4-15u2—6fui4-36u6)}
6{322(3—ju) ==buz (3—2u”) 4 (gm—gu—-jut)} - (99

En conséquence, sl s'agit de la distance du point O au centre
de gravité du corps engendré par OA’O’ , on trouvera pour son
expressian

7 27%%em128
6 " 3z2—16

On voit, d'aprés ce qui précéde, qu’il sera toujours facile de
déterminer le centre de gravité du corps engendré par un segment

quelconque de la eourbe, tournant autour de OA ou OA’.

XIV. Cherchons enfin les centres de gravité des corps engendrés
par la révolution des dewx segmens O’'MP/ , O'MQ/, tournant
autour de O'P’ et O/Q’, respectivement ?

L’¢lément du premier de ces deux corps étant wy/>ds’ le moment
de cet élément, par rapport au plan conduit par O/ perpendicu-

X

lairement 4 Vaxe , sera
v ww[xlk



DE LA CYCLOIDE. 45
axlyda’ = 3enrtiu/tde! 2/ 1),
dont Dintégrale, commengant avec 27, est (1)

3 wrE9e/2-p-6tu/ 2! (3—1 4t 248 ) 4 (1 ==1/2) (164-2.5¢/2=681/44-361/6) } 5
divisant donc par la formule (mm), on aura, pour la distance du
point O/ au centre de gravité de ce corps,

7{Q 2/ 2611w/ 2/ (31 411 2~4-81/4) J- (1 —1/2) ( 16+25t/2——681/4+361’5)} ] rr')
3{3z/-t/u! (3—141/2-4-81'4);
En conséquence , sil sagit de la distance du point O/ au centre
de gravité da corps engendié par OO’A’, tournant autour de O’A’,

on trouvera pour son exprcsafon'

_—
2 -
2%

L’élément du second de ces deux corps étant =mr/*dy/, le moment
de cet elément, par rapport au plan perpendiculaire & l'axe, passant
par O/, sera

wa?y/dy/ =3 o= W {2/ 2,
dont Pintégrale , commengant avee z/, est (I)

z m“»{gz’z(7-1Gt’2+81/4)+6r’u’z’(2 1-342724-161/4)- (1-2/2) (16~ 47t’3+;6t/4-36t/6)f 3
divisaut donc par la formule {n2), en aura, pour la distance da
point O/ au centre de gravité¢ de ce corps, A
7'9z'2(7 - 166 34-8t!)-61/u’z! (21 -3 4 24164 - (1-8/2) (16- 47837 6114-36116)}

6§32/2(B—4172) 460/ 2! (2m—2t/2) == (1 —/2) (=512 41/4)) - (59)

En conséquence , s’il sazit de la distance du point O/ au cent‘re\
de gravité du corps engendré par U’OA , tournant autour de O’A,
on (rouvera pour $on expression

ir. 74 .
AR "

On voit, d’aprés ce qui précéde , qu’il sera toujours facile de
déterminer le centre de gravité du corps engendre par un segment
quelconque du cycloide, tournant autour de OA’ ou OA.

Paris, 17 janvier 1815,

Tomo VL ) 7



