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DISCUSSION DES LIGNES rr SURFACES DU 2.4 ORDRE. 61

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Essai d’un nouveau mode de discussion de Iéquation
generale des lignes et de celle des surfuces du second
ordre ;

Par M. GERCONNE.

Av NN NN

J USQU’ICI on a employé , pour la discussion géométrique de I’équation
generale du second degré, & deux ou i trois indeterminees, ou lx
resolution effective de cette équa.ion , ou la transformation des coor=
donnces , ou enfin fa connaissance de quelques propriétcs appar—
tenant exclusivement aux diamétres principaux des lignes et surfaces
du second ordre.

La discussicn par la résolution effective de I'équation ou, autre-
ment dit , la methode de Chezy, est sans doute bien préférable
ce qu'on rencontrait autrefois sur ce sujet dans les Traités d'appli-
cation de olgébre & la géoméirie ; mais , outre qu'aprés des calculs
peu symétriques , elle ne conduit, en definitif , qu’a lTa connais-
sance d’'un systéme unique de diametres conjugués, c'est & tort,
ce me semble, qu'on la présente comme modele de la methode
3 suivre, dans la discussion des lignes et surfaces de degres plus
éleves,, puisque, pessé le quatrieme degré, la resolution de I'équa~
tion est impraticable dans I'état actuel de Panalise , et que dés
le troisieme, la discussion de I'équation résolue présente des diffi-
cultes & peu prés insurmontables. ‘

La discussion par la transformatior des coordonnées semblerait ,

Tom. ¥y 0 11, 1.5 septembre 1814, . 9
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pour cette raison, mériter la préférence : d’autant qu'elle est sus-
ceptible -d’une certaine €légance. M.-Bret, en particulier ,- dans divers
articles de ce recueil, a montré tout le parti qu’on en pouvait tirer.
Cependant , on sait que, déja pour les surfaces du second ordre,
clle n’est point exempte de difficultés; et que, dans tous les cas,
elle exige des calculs assez compliqués , sur-tout lorsqu’on veut
rapporter les grandeur et direction des diamdtres principaux -aux
axes primitifs, et que ceux-ci ne sont point rectangulaires.

Quant a la discussion tirée de la connaissance préalable de quelque
propriété appartenant exclusivement aux diamétres principaux, bien
qu’elle soit peut-étre la plus brieve de toutes, comme M. Bérard
I'a prouvé dans un article de ce recueil et dans un ouvrage par-
ticulier (*); on sent pourtant qu’elle ne saurait étre considérée comme
un procédé vraiment élémentaire , puisque c’est 3 la discussion méme
de l'équation qu’il appartient de faire découvrir les propriétés que
cette méthode met en usage.

La méthode dont je me propose de tracer ici les principaux
lindamens me parait n’avoir aucun de ces inconvéniens, et semble
en méme temps plus naturelle qu'aucune de celles-la. Elle serait
sans doute susceptible de perfectionnement ; aussi je ne la présente
que comme un simple essai. Elle a sur-tout cet avantage que les
résultats qu’on en obtient forment un tout dont les parties ont entre
elles une étroite liaison. A la vérité , cette liaison n’est pas sans
quelque inconvénient dans les exercices et examens publics , ol
‘il est beaucoup plus commode de savoir établir chaque proposition,
indépendamment de toates les autres; mais il n’est point du tout.
démontré que ce qu’il faut faire pour briller dans les examens, du
moins suivant leur mode actuel , soit aussi ce qulil y a de plus
propre 4 se rendre habile dans la science. :

Je vais d’abord m’occuper des lignes du second ordre ; je passerai
ensuite & la considération des surfaces du méme ordre. Mais , comme

() Voyez la note de la page 294 du 4™ volume de ce recueil,
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il a déja été fréquemment question des unes et des autres dans ce
recueil , jélaguerai tout ce qui ne sera pas proprement relatif 4 la
méthode que j’ai en yue d’exposer.

§. L

Discussion des lignes du second ordre.

Soit I'équation
Ax*~+-By*+-2Cxy-t24/2+2B'y+D=o0 ; (1)
exprimant une courbe rapportée a4 deux axes quelconques, formant
entre eux un angle ». Soit
y=ma-tg (@)
I’équation d’une droite quelconque, rapporlée aux mémes axes. En
éliminant y entre elles, il vient
(Ad42Cm~+-Bm? jz* -2 A'4-B/m )+ C+Bm glat-(D+2B/g+Bg*)=o0; (3)
ainsi , généralement parlant, la droite (2) coupe la courbe (1) en
deux points. .

On sait que si, dans une équation, on délivre le premier terme
de son coefficient, le coefficient du second terme , pris avec un signe
contraire , devient alors la somme des racines; et comme , dun
autre cété, 'abscisse du milieu d’une droite est la demi-somme des
abscisses de ses deux extrémités , il s’ensuit que, pour le milien
de la corde interceptée par (1) sur (2), on a

(A'4-B'm)4-(C4-Bm)g

== A42Cm4Bmz (4)
En substitant cette valeur dans (2), on trouvera, pour le méme
milieu ,
(A'4-B'm)=—(A4Cm)g 5
y:—‘- A - ’( )
A~4-2Cm<4-Bm

Les équations (4) , (5) sont donc celles du milieu de la corde
interceptée par (1) sur (2). |

En faisant varier g, dans les formules (4), (5), sans faire va-
rier m , on obtiendra les coordonnées des milieux d’une suite de
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cordes toutes paralieles entre elles. On obtiendra donc Péquation du
lieu géométrique de ces milieux , en éliminant g entre ces deux
formules (*) ; ce qui donnera , par la suppression da facteur
A~-2Cm-+Bm* , commun A tous les termes de 1’équation résultante ,

(A+-Cm)z~+-(CH-Bm)y-+(A'+B/m)=o0 ; 6)

(*) Les commengans ont d’ordinaire quelque peine A bien comprendre comment
ces sortes d'éliminations de constantes conduisent au but ol I'on veut atteindre :
et c’est qu'en effet la raison quon leur en donne communément est plus méla-
physique que mathématique. 11 me semble que la chose devient évidente , en
raisonnant & peu prés comme il suit

Soient

X, ¥, Ay=0, («), ‘;’(x,‘}’, Ay=0 , (&,
les équations de deux courbes rapportées aux mémes axes. Si, en les considérant
comme les équations d'un méme probléme déterminé i deux inconnues, on en
tire les valeurs de x et y , ces valeurs, fonctions de A, seront les coordonnées
de lintersection des deux courbes.

Si lon fait varier la valeur de celte constante A, le point d'intersection des
deux courbes variera aussi, et 'on pourra demander quelle est la courbe dont il
ne sortira jamais , quelque valeur que I'on puisse donner & A,

Pour résoudre cetle question, on considérera quen supposant A4 déterminée,
le point d'intersection des deux courbes n’est pas seulement donné par les deux
équations (), (B) , mais encore par tout systtme de deux équations que l'on
voudra déduire de lear combinaison , ou encore par le systtme de lI'une quel-
conque d'entre elles et d’une combinaison quelconque de l'une et de Pautre.

Donc, en particulier, on pourra, dans la recherche du point'dont il sagit,
remplacer 'dquation (8) par le résultat de I'élimination de A entre elle et I'équa=
tion («); en sorie que, si ce résultat est

f (%, y)=0 , &)
le systéme des équations («), (y) pourra, dans la recherche du point d’intersection
des deux courbes, remplacer celui des équations («) , (8).

Mais , lorsque la constante A varie , la courbe () demeure constamment la
méme; d’o il suit que cette courbe doit contenir tous les points d'intersection
que [on.déduirait de la gombinaison des équations («), (8) , en donnant suc-
cessivement a la constante .4 toutes les valeurs imaginables ; cette courbe (¥) est
donc la courbe demandée.

Rien ne serait plus facile que d’étendre ces considérations 3 la géométrie & troie

dimensions, .
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équation d’une ligne droite , quelle que soit 7. Ainsi les courbes
comprises dans 'équation (1) jouissent toutes, sans exception , de
cette propricté, trés-remarquable, que les milieux d’un systeme de
cordes paralltles; quelle qu’en soit d’ailleurs la direction commune,
y sont tous situés sur une méme ligne droite que , pour cette raison ,
nous appellerons , & I'avenir, un diaméire de la courbe. On voit
donc que, non sculement ces courbes ont une infinité de diametres,
mais que de plus, ces diametres affectent, en général , toutes sortes
de directions ; de mani¢re qu'il n’est aucun des points d’une ligne
du second ordre par lequel on ne puisse en concevoir un.

L’équation d’une parallele quelconque au diametre (6) doit étre
de la forme

=— z+g’ 5 (7

d’ol il suit que, si on la représente par

y=m'atg' , ®
on aura, entre m et m/, ’équation de relation
_ A4Cm _
m/ = cFBn Bmm/4-C(m+m)4A4=o0 . (9)

Cette équation étant symétrique , par rapport 3 m et m/, il en faut
conclure que les milieux des cordes paralleles au diametre (6) sont
sur un diamétre parallele 3 (2); et, comme m et m’ demeurent
indéterminés , il s’ensuit, plus généralement, que les milieux des
cordes paralltles 3 un diamétre quelconque sont sur le diameétre paral-
lele aux cordes que le premier coupe en deux parties égales. Ainsi,
généralement parlant , & chaque diamétre , il en répond nécessairement
un autre tel que les cordes paralléles a chacun d’eux ont leurs milieux
sur Pautre. A V'avenir nous appellerons diamétres conjugués les deux
diamétres d’un semblable systéme. On voit donc que , non seulement
les lignes du second ordre ont une infinité de systémes de diameétres
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conjugés , mais qu'en outre tout diametre d’une telle ligne en a
Décessairement un qui lui est conjugué.

D’aprés ce qui précéde , les équations de deux diamétres , conjugués
ou non conjugués, peuvent étre représentées ainsi qu’il suit:

A~+-Cm Ya+-(CH-Bm )y+4-(4'+-B'm )=o0 ,
(A4-Cm)a4-(C+Bm!)y+-(A'+B/m') =0 .

Pour connaitre le point ol ils se coupent, il faudra combiner ces
équations entre elles. Mais si, auparavant), on prend leur difference,

(10)

puis la différence de leurs produits respectifs par m‘ et m, en di-
visant chaque fois par m—m/, il viendra

Cx~+By-+B'=o ,

(r1)
Az+Cy+tA'=o0 .

Ainsi, dans la recherche de l'intersection des deux diamtres, on
pourra remplacer le systtme des équations (10) par le systtme des
équ\ation/s (11); et puisque ces dernitres sont indépendantes de m
et m’, il en faut conclure que tous les diamétres des lignes du
second ordre se coupent en un méme point. Il est de plus aisé de
voir que ce point doit étre leur milieu commun. puisqu'a chaque
diamétre répond un conjugué qui doit le couper en son milieu.
Le milieu commun de tous les d'amétres d’une ligne du second
ordre est ce qu'on appelle le centre de cette courbe.

Nous remarquerons , avant d’aller plus loin , que les équations (11)
n’étant attre chose que ce que devient l'équation (6), lorsqu'on y
fait successivement m=o0, m= o ; il en résulte que ces équations
(x1) sont respectivement celles des diamétres qui coupent en deux
parties. égales les cordes paralleles 3 T'axe des y et les cordes pa-
ralléles & l'axe des x; cest-d-dire , en d'autres termes , que ces
équations sont celles . des conjugés des diametres respectivement paral-
leles aux axes des y et des z.

Si donc les axes étaient paralltles A deux diamétres conjugués,
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les diametres exprimés par les équations (11) devraient é&tre res-
pectivement paralleles aux axes des x ct des y; on devrait donc
avoir , dans ces équations, et conséquemment dans Iéquation (1),
C=o0. Ainsi, le paralle’lisme des axes des coordonnées avec deux
diamétres cohjugués jouit de la propriété de priver ’équation (1)
du rectangle des coordonndes ; il est de plus aisé de voir que cest
la la seule circonstance ol elle puisse en étre privée.

Si le centre de la courbe se confondait avec l'origine, les équa-
tions (r1) devraient appartenir & deux droites passant par cette ori-
gine : on devrait donc avoir 3 la fois A’=o0, B’=o. Ainsi, la
situation du centre a4 l'origine des coordonnées jouit de la propriété
de priver Péquation (1) des premitres puissances des deux variables,
et il est de plus aisé de voir qu’elle en jouit exclusivement.

Si donc on prend pour axes des coordonnées deux diamétres con-
jugués quelconques , I'équation (1) prendra la forme trés-simple.

Az*+4-By*+D=o , (12)

sous laquelle la discussion en deviendra incomparablement plus
facile.

Mais ceci suppose que les droites (11) concourent effectivement
en un méme point. En combinant leurs équations, on en tire

BA'—CH _ AB—CA
T="C—ap * Y~ &—am (13)

d’ot l'on voit que , si I'on a C*—=AB=o0, la courbe n’a plus de centre ,
ou que du moins son centre étant infiniment éloigné des axes pri-
mitifs ne saurait plus étre pris pour origine. Nous verrons bientét,
au surplus , que la courbe est susceptible d’étre exprimde par
une équation fort simple qui convient également au cas ou elle
a un centre et & celui ou elle en est dépouryue.

Y

Si Pon avait & la fois les trois relations
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C*=AB, BA'=CB' , AB'=CA' , (14)

dont chacune est comportée par les deux autres, les deux équations
(11) rentreraient I'une dans l'autre; la courbe aurait donc une in-
finité de centres situés sur l'une ou l'autre de ces droites.

Soient #/, y/ les coordonnees de I'un quelconque des points de
la courbe, en sorte qu’on ait

Az"*+By*4-2Ca'y'+2A'2'4-2B'y'+-D=0 ; (15)

en désignant pour abréger par @ , b les coordonnées du centre,
Vequation du diamétre passant par ce point sera

y—y' =L (rmar) . (16)

Xl—g

Si, par le méme point,, on méne une paralitle au conjugué de
ce diamétre , son équation sera, en vertu de P’équation (6),

A= - C(y =B a7 =By =B =y =00 (17)
Mais , en vertu des équations (i1), on a .
—Aa—-Cb=A",
—Ca—Bb=B';
en conséquence , Péquation (17) deviendra
(45" Cy'b ! (= ")+ (By - Co+- By ') =0 5
ou, en développant et transposant,
(By'+Cu'+BNy4(A2'4-Cy'+A"\z
- &Aa+By"t 2Ca'y/' - A'a'+-Bly!

‘on
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ou enfin, en ajoutant I’équation de la relation (13) et réduisant,

By'=Ca'4-B))y4-{ A2+ Cy'++ A2+ (A'x'+B'y'D)=o0 ,
ou encore
Axx'4-Byy'—4-C(ay'-a'y)d-A' (@~4-2)4-B'( y 4y +-D=0. ad

Cette droite ayant un point commun avec la courbe, et ne pouvant
d’ailleurs en etre une corde , puisqu’alors ce point en serait i la
fois le milieu et Pextrémité ; il faut en conclure que c’est une
tangente 4 cette eourbe.

Si Ton suppose que la tangente est 'axc des y, et que le
diamétre au conjugué duquel elle est parallele est 'axe des # : auquel
cas son point de contact avec la courbe sera lorigine ; leurs équa-
tions devront éire respectivement 2=o0, y=o0; on devra donc avoir,
outre #/=o, y/=o0, les conditions B/=o0, C=o0, D=0, en sorte
que 'équation (1) deviendra simplement

Az*4By*~+2A'z=o0 . (19)

Telle est donc la forme que prend I’équation de la courbe , lors—~
qu'on prend pour axes un diamétre et la tangente 3 son extrémité 5
ce qui est toujours possible, toutes les fois que l'équation (1) n’est
point absurde d’elle-méme ; cest-a-dire , toates les fois qu’il y a
au moins un systéme 2/, y/ de coordonnées rdelles, quiy satisfait.
La discussion, trés-facile , de Véquation (19) fera donc connaitre
toutes les courbes que peut exprimer I'équation (1). (*)

(*) Sachant mener une tangente & la courbe par un de ses points, il ne
sera pas difficile de lui mener une normale par le méme point. De 14 on passera & la
tangente et 4 la normale par un point extéricur. Nous nous bornons 4 indiquer
ces divers objets, sur lesquels nous n’aurions rien de nouveau & dire. Mais nous ne devors
pas négliger de remarquer que ce sera naturellement ici le lieu de faire mention
des belles propriétés dont jouissent ce guon est convenu d’appeler les pdles des
lignes du sccond ordre. On pourra consulter a ce sujet les pages 293 et 302 du lroi-
si¢mae volume de ce recueil,

Tome V, 10
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Les diamétres conjugués rectang laires sont ce qu'on appelle les
diamétr s principauzx de la courbe , et leurs extrémités en sont les

sommets. Pour obtenir les directions de ces diamétres, il suffira
de joindre 4 I’équation

A+-C(m+-m!y+Bmm’=o , (9)
I'équation suivante
1~4-(m4-m! Cos.y+-mm’=o0 (20)

qui exprime que les deux diamétres sont perpendiculaires I'un &
Fautre {*). La symétrie de ces équations prouve que m et m’ seront
donnés par une méme equation du second degré, et qulainsi il n'y
a quun systéme unique de diamétres principaux.

Soient z, y les coordonnées de V'un des sommets de la courbe,
et r sa distance au centre ou la longueur du demi-diameétre prin-
cipal qui lui répond ; representons toujours, pour abréger , par a,
b les coordonnées du centre , données par les formules (13); nous
aurons , a la fois, 4

(* Soient en effet deux droites y=mx , y==m'x , passant par lorigine des
coordonnédes que nous supposons former entre elles un angle y. Pour exprimer
que ces droites sont perpendiculaires l'une & Vautre , il est nécessaire et il suffit
d’exprimer que deux points (a, 8), (a’, b)) pris respectivement sur Pune et l'avire
sont les extrémités de Phypothénuse d'un triangle rectangle dont le sommet de -
P'angle droit est A lorigine. Celte condition donne

(a=—a') 22 (ammi!) (h—b') Cos. 5y (b==bl) 2==a 2=} 225 Cos. b2 f&/2 465/ Cos y=t-bi2

ou en réduisant

aa/$bbt-}-(ab/4-bat)Cos.y==0 }
mais on a d'ailleurs

b=ma , b=w'a ,

ce qui donnera, en substituant et divisant par aa’, I'équation mentionnée dans le texte.

3
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(w—ayt2(a—a)(y—B)Cos(y—Byp=r* ,  (21)
y—b=m(z—a) . (22)

D’un autre c6té I'élimination de m/ entre les équations (g) et (20)

donne

(€—~BCos.y)m*+-(A—B)m—{C—ACos.y)=o . (23)
Enfin I'équation (1) peut facilement étre mise sous cette forme
A(a—a)-+-Bly—b)y 2 C(a—a)y—b)
~+2(da+t C:5+A’)x+z(0a+Bb+B’)y

~+D—Aa*~Bb*—2Cab=0 ;

faisant donc

Aa*4-Bb~4-2Cab—D=A ,
et remarquant qu’en vertu des équations (11) on a

Aa4-Co4-A'=0 ,
Co+Bi+4-B'=o ;

elle deviendra simplen‘lent
A(z—a)*+B(y—b)*~+-2C(a—a)(y—b)=A . (24)

Cela posé ; si , dans les équations (21) et (24), on introduit
pour y—>5 sa valeur donnée par l'équation (22) elles deviendront

(z—a)*(1-+2mCos.otm?)=r*,
(25)

(z—a)(A+2Cm~+Bm*)=A ;

équations entre lesquelles éliminant (z—a)*, il viendra
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(Bra—A)m*+2(Cr*— ACos.)m~+(Ar*—A)=o ,

éliminant enfin 7 enire cette équation et I'équation (23) on aura

d’abord

(AB—C)rt—A(Aw—2CCos.y+B)r*-4-A*Sin2y =0 , (26)
et ensuite
. Cr2==ACos.y _ Arze—mA
m== Br:—A - Cri==ACos.y (27)

I’équation (26) donnera les longueurs des demi-diamdtres principaux ;
les formules (27) en détermineront la direction ; et ensuite 'une des
équations (25) , combinée avec l’dquation (22), fera connaitre les
sommets.

Parvenus & P'équation (26), on pourra poursuivre la discussion,
comme l'a fait M. Bérard 4 la page 106 du 3me yolume de ce
recueil,

Dans le cas particulier ot I'on aura 4B=0C*, la courbe, n’ayant
point de centre, n'aura qu’un diametre principal et conséquemment
quun seul sommet que lon pourra déterminer comme il suit.
L’équation (16) du diameétre deviendra simplement

AB—CA
YY'= Fa—cw ) -

en exprimant donc que ce diamétre est perpendiculaire 4 la tan-
gente & son extrémité , donnée par I'équation (18) il viendra

AB—CA'  Ax'4-Cyl4-A' ABmCA' Ax4Cyi4-d
‘+§ BA'—CB  By4-Ca't B’§ OV Ba—CB " Byd-Cap- B O
équation qui, combinée avec ’équation (15), ne donnera, en ayant
égard 2 la rélation AB=C*, qu'un seul systdme de valeurs de 2/
et y/ lesquelles seront les coordonnées du sommet. Il est aisé de
voir qu’alors tous les diamétres seront paralleles.
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Lorsque, comme on le fait communément dans les traités élé-
mentaires , on suppose les axes des coordonndes rectangulaires , les

derniéres recherches et les résultats qu’on en obtient se simplifient
considérablement.

§. IL
Discussion des surfaces du second ordre.
Soit I'équation

Ax*4-Byr-Cz2d-24'y z4-2Blzao~d-2Cly -2 A x42B'y42Clz4-D=0 , (1)

exprimant une surface rapportée & deux axes queleonques, formant
entre eux des angles «, g, ». Soient de plus

a=mzg , y=nzth , (2)

les déquations d'une droite quelconque. En éliminant x et ¥y entre
elles et I'équation (1), il viendra

(Am‘—{—-Bn’+C+2A’n+2B’m+2C’mn)z’
~+2{(Am=+C'n+B')g+(C/m4-Bn-4-A)h+(A"m4-B'/'n+-C")} z
+(Ag*+Bh*~+-2C/gh+24"g4-2B""h+D)=0 . (3)
En raisonnant comme dans le §. préeédent, on verra que le milieu
de la corde interceptée par (1) sur (2) est donné par les équations (2),

jointes & Véquation

_ (Am-4-C'n-4-B"g-4-(C'm-+4-Bn-t= ANV hd-(A"m4-Rin-3-C""y )
- Am24-Bn24-2C'mn~+-2B'm-424'n - (4)

Si done on dlimine g et % entre elles , 'équation résultante , en

&, ¥, z, sera celle du lieu des milicux des cordes paralltles & (2).
Cette équation est, toutes réductions faites,
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(Am—+-Crn4-B)y4-(C'm+4-Brd- Ay +4-(B'm4- A'n4-C) e (4'm+-B'n4-C')=0; (5)

équation d’'un plan quels que soient 2 et 7. Ainsi, les surfaces comprises
dans I'équation (1) jouissent toutes , sans exception , de cette proprieté
trés-remarquable , que les milieux d'un systtme de cordes paral-
Iéles , quelle qu’en soit d’ailleurs la direction commune , sont tous si-
tués dans un méme plan que, pour cette raison, nous appellerons
4 Vavenir plan diamétral de la surface. Ainsi, non seulement ces
surfaces ont une infinité de plans diamétraux . mais ces plans affectent,
en général, toutes sortes de directions; en sorte qn’il n’est aucun
point de Vespace par lequel on' ne puisse en concevoir un.
Soient présentement trois droites quelconques
x=m2+g » x=im'z-g’ , N a=mlz4g" ,
(2) { (2’)§ (2”
y=nz+4h ; y=n'z+h' ; y=n"z-h";
les équations des plans diamétraux qui couperont en deux parties
égales les cordes paralléles 4 ces’ droites seront respectivement

(dm 4-C'n 4-B)x~+(C'm +-Bn +ANy(B'm +A'n +C)z-(A"m +B'n +CN=0, (5)
(Am! A Cn! B (! 4Bt Ay (Bim! ! A-Cyz—(Am! 4Bl 4-CMy=0 , (5
(A1 Crnl1 BN (Gl 4Bt = Ay (B A1 Cy 24 ( A - B Cy=0 . ()

Or, la droite (2) étant prise arbitraivement, ce qui fixe la situa-
tion du plan (5), on peut toujours assu)ettxr les droites. (27), (27)
a: &tre” parallles'd ‘ceé plan; et, comme par ces conditions elles
demeurént -encoreiiridétermindes , on peut en outre assujettir 'une
d’elles a étre paralléle au plan que détermine Lautre. En se rappelant
donc la condition de paral!e‘usme entre un Plan et une droité dans
Vespace , cela, donuera. les trois. écluahon&

C+Am m’ 4-Bn n’+C'(m n! +m/r Y4-B/(m +m’\+A/(n ~+n/)=o ,
C+ Am! m”+Bn’ n”+Q’(m’n”+m”n/)+B'(m’+m”)+ Al 4nly=o , § (6) .
CH-Am'm +-Bn'n +C'(mi'n. m: n)4-B/(m"~-ni YA (n! ey Y==0

-
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puis donc que ces équations sont symétriques en m et ., m’ et n’/,
m’ et n', il en faut conclure qu’alors chacun des plans (5), (5). (57)
coupera en deux parties égales les cordes paralléles & I'intersection des
deux autres. Les trois plans d’'un pareil systéme sont ce qu'on appelle
des plans conjugés , et leurs intersections deux & deux , lesquelles
ont évidemment leur milieu commun au point d'intersection des
trois plans , sont ce qu'on appelle des diamétres conjugués. Ainsi ,
non seulement les surfaces du second ordre ont une infinité de svs-
temes de diamétres conjugués, mais ces diamétres alfectent en général
toutes sortes de directions , en sorte qu’on peut toujours trouver
un systéme de tels diameétres, et méme une infinité, ot 'un de
ces diametres passera par un point donné arbitrairement.

Que les plans diamétraux donnés par les équations (5),(5/), (5)
soient conjugués ou non conjugués , si l'on prend successivement
la somme des produits de ces équations m/—m/, m""—m , m—m/,
par n/—n’/ , n’—n , n—n', et par m’n’'—m’'n’ | m"’n—mn’’, mn’—m’n,
en divisant, dans chaque cas, I’équation resultante par m/n/—m/'n’
~j=m/' n—inn''¢-mn'—m’n , il viendra

A z4-Cly+B/zt-4"=0 ,

C'o+-B y+4A'z+4-B"=o0 , (7)
Bo-t-A'y+4C z+4-C'=0

~e

dqnations qui, ayant lieu en méme temps que les équations (5),
(5), (5”) , pourront conséquemment leur étre substituées , dans
la recherche du point d'intersection des trois plans qu’expriment
celles-ci ; puis donc que les équations (7) sont indépendantes- de
m, n, m,n , m,n’,il faut en conclure que les plans dia-
métraux des surfaces du second ordre se coupent tous au méme
point; il est de plus facile de voir, par ce qui a été dit ci-dessus,
que toutes les cordes qui passent par ce point doivent y avoir leur
milieu, et en conséquence on Vappelle le centre de la surface.
Nous remarquerons , avant d'aller plus loin , que les équations (7)
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n’étant autre chose que ce que devient Véquation (5) lorsqu'on y
fait successivement m= ®, n= o, m=n=o, il sensuit que ces
équations sont respectivement celles des plans diamétraux qui coupent
en deux parties égales les cordes paralléles & I’axe des &, les cordes
paralieles & Vaxe des y, et les cordes paralléles & 'axe des z ; c’est-a-~
dire, en d'autres termes , que ces équations sont celles des plans
conjugués anx diamétres respectivement paralléles aux trois axes.
Si donc les axes des coordonnées étaient paralltles & trois diametres
conjugués ou , ce qui revient au méme , si les plans coordonnés
étaient respectivement paralléles & trois plans diamétraux conjugués ;
des trois équations (7) la premitre ne devrait renfermer que x seu~
lement, la seconde que y et la troisitme que z3; on devrait donc
avoir , dans ces équations, et conséquemment dans Péquation (1)

A’=0 , B'=0, C'=o.

fAinsi , le parallélisme des axes des coordonnédes avec trois diamdtres
conjugués jouit de la propiiété de priver I'équation (1) des rectangles
des coordonnées ; et il est de plus aisé de voir que c’est la la seule
circonstance ol elle puisse en étre privée.

Si le centre de la surface se trouvaita Porigine , les équations (7)

devraient étre celles de trois plans passant par cette origine ; en
devrait donc avoir, a la fois,

A’"=o0, B'/=o0, ('=o.

Ainsi , la situation du centre 3 Porigine des coordonnées jouit de
la propriété de priver I'équation (1) des premiéres puissances des
trois variables , et il est de plus aisé de voir qu'elle en jouit ex-
clusivement.

Si donc on prend pour axes des coordonnées trois diametres
conjugués quelconques, V'équation (1) prendra la forme trés-simple

Az By+CatD=o , )

sous
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sous laquelle la discussion en deviendra incomparablement plus
facile (*).

Mais tout ceci suppose que les équations (7) donnent pour #, ¥ > 2
‘des valeurs finies et déterminées ; en les rdsolvant par rapport a

ces inconnucs , on obtient

AN A2 BCYJ-B! (C Clme A By 4-C!' (BB C1 A
- ABC= A i1 BB/ = Cl2 2 A/B'CY

?

BI/(Bl2meC A)-C (A A!—B! Cy- A(CCl=A'BY) \
y= ABC = A A2 BB2wm CCl2fon A'BIC! » ) (9)

C//(C/g_.[»[}g/- +A”(BB’—-C’A’)+B”(AA/ —B'Ch
Z== -
ABC—AA»=—=BE>=—C (224 B/C/

Or, st I'on a

ABC— A4 —BBP—C (s /BIC/ =0 |

la surface n’aura point de centre ; ou, pour mieux dire, son cenfre
se trouvant 4 une distance infinie , ne pourra étre pris pour
origine. Si une seule des coordonnées du centre était indéterminée ,
chacune des équations (7) se trouverait eomportée par les deux autres,
et la surface aurait une infinité de centres , situds sur une droite
donnée par le sysitme de deux quelconques de ces équations. Si
deux des coordonnées du centre se trouvaient indéterminées, la troi~
sitme lec serait aussi, alors les trois équations (7) ne seraient point

(*) On remarquera sans doute que la démonstration de la possibilité de ramener
Péquation A cette forme, par un choix convenable des coordonnées , assez difficile
ablir, dans les autres systémes de discussion , méme en supposant les eoor—
3 éwblir, d 1 t yst de d , mé pposant |
donné.s primitives rectangulaires, se présente , pour ainsi dire, d’elle-méme dans
celui-cl.

Tom. V. 11,
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distinctes les unes des autres, ¢t le plan cxprimé par l'une quel-
conque d’entre elles deviendrait le lieu des centres. Au surplus,
nous verrons bientot que’ les surfaces du second ordre peuvent étre
exprimées par une équation simple qui convient également & celles
qui ont un centre et & celles qui en sont depourvues.

- Soient 2/, y/, z/ les coordonnées de 1'un quelconque des points
de la surface courbe , en sorte qu’on ait

Ax”—l—-By’“+Cz/’+2A’y’z7+2B’z’x’+zc/x/y’

F-24"4/2B"y/4-2C"z/4-D=o0 ; (10)

en désignant, pour abréger, para , b, ¢, les coordonnées du centre ,
les équations du diamétre passant par ce point seront

T sy, =L

(z—2/) ; (11)

zZl—c

Yéquation du plan mené , par V'extrémité de ce diamétre , paral-
lelement au plan qui contient ses deux conjugués sera , en vertu

de l’équation (5)

A (2'—a)C/(y'—B)+B/(s/—C) (a—-2)
+{Ca'—a)+B (y/—b)+A(2—C)} (y—y/) | =o.  (12)
B (@) b Ay =B C (2 C)} (=)

Mais, en vertu des équations (7), on a

—Aa—Clh—Ble=A" |

—Cla—B b—Alc=B" ,



ET SURFACES DU SECOND ORDRE. 74

—Bla—A'b—C c=C" ;
en conséquence I'équation (r2) deviendra

‘ ( A /- C’y’+ B/ z’—l— A//) (.x-— x’)
+<0/x/+B ‘}’/+A/Z/+B//>’(‘y—‘y/) =0
+( B’x’-—}— A/y’—-}—c 2/ C//x Z — z’)

ou, en développant et transposant
(4 &'4-C'y'+-B'z/+ A" x
+(Ca/+B y' Az By
A(B/a/4-A'y'-C 2/+-CV)z
= Az }By -Catr 2 dly' /42 B ol al4-2 0ty AV !+ By CVl 2!
ou enfin, en ajoutant I’équation de relation (10) et réduisant

(A 24 C'y'+-B'z/+A"\x
AH(C'x/+B y/'4A'24B")y | +A'z'+B"y/'4C/z'+D=0 ;
+( B/ x/- A/y/_}_c z/_i_C//) z '

ou encore

Azxz'+Byy'+Czz/
+A/(yz'zy ) B (za! 422 )+ C(zy 'y a’) (x3)

b d/-a)-B gy ) C(z— ) F-D=03
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Ce plan a un point commun avec la surface courbe : clest celui
dont les coordonnées sont x/, ¥/, z/; mais il ne saurait en avoir
plusieurs; car, si cela ¢tait, en menpant par ce méme point des
paralléles aux deux conjugués du diamétre qui 8’y termine, il y
en aurait au moins une qai serait une corde de la surface , et qui,
au lieu d'avoir son milieu sur le plan diaméiral qui doit la couper
en deux parties égales , y aurait au contraire son extrémité; le
plan (13) est donc un plan tangent & la surface courbe.

Si l'on suppose que le plan tangent estle plan méme des ay,
et que le diamétre par Pextremité duquel il passe est I'axe des z,
auquel cas le point du contact sera l'origine des coordonnées; a

cause de #/=o0, y/=o, z/=0, Véquation (13) deviendra d’abord
:A//x+B//jf+C//Z+D=O ;

et , comme alors clle devra se réduire simplement & z=o , on
devra avoir

A'=0, Bi=o, D=o.

Si de plus les axes des # et des 4 sont respectivement paralltles
a deux conjuguds du diamétre qui se confond avec laxe des z
ou, ce qui revient au méme , si les plans des xz et des yz sont
conjugués 2 celui auquel le plan des 2y est paralltle , on devra
avoir en outre, comme ci-dessus,

A'=o0, B'=o0, (=0,
Péquation (1) deviendra donc alors simplement

Awt 4By Cor Cllz=0 5 -
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et pourra indistinctement exprimer toutes les surfaces du second
ordre. Cette derniére équation a donc, dans le fond , autant de
généralité que Péquation (1) ; du moins lorsque cette derniére n'est
point généralement absurde; c’est-a-dire, toutes les fois qu'il existe
au moins un systtme de valeurs de 2, y, z qui y satisfait, (*)

Les diametres conjuguds rectangulaires d’'une surface courbe sont

ce qu'on appelle ses Diamétres principaux , et leurs extrémités en

(* Sachant ainsi mener un plan tangent & la surface, par un de ses points,
il ne sera pas difficile de lui mener une normale par le méme point. Il ne
Sagira pour cela que de connaitre les conditions de perpendicularité entre un plan
el une droite. Or, en supposant , pour plus de simplicité , que P'un et Pautre
passent par lorigine , que la droite est (x=mz , y==nz) et que le plan est
z=px4qy , il suffira dexprimer que deux points (a2, b, ¢), (a’, b/, ¢!) pris
arbitrairement sur 'une et autre sont les extrémités de Phypothénuse .d’un triangle
reclangle dont le-sommet de Pangle droit est & Porigine; ceite condition donne

(@e=a/)?~f=2 (b ==b) (c=mac’) CoOS. 00
a2-}-b24-c24-2bc Cos.ed-2caCos, g4-2a8Cos.y

F- G0y 22 (cc") (@ —a’) Cos.B ) ==
- al2qbizg /2 2b/c/ Cosutac'a'Cosp-2a'b/Cosy

o} (el 22 (@=a) (b—1") Cos.

ou en réduisant

ae' 4-bb/4-cc'+(be'-cb")Cos.ad-(ca'd-ac’) Cos.p4-(ab/'--ba’)Cos.y

mais , par la situation des deux points, on a

a=mc , b=ac, =pa'fq4¥ ;

substityant donc , il viendra, cn divisant par ¢,
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sont les sommets. Pour s’assurer de Uexistence de tels diamétres,
dans les surfaces du second ordre, et en fixer la direction , il faat
joindre aux équations (6) les équations suivantes

14m m!' 4n 0/ 4=(m n’ 4-m’ n YCos.y-}-(m -m')Cos.g4-(n -n’ )Cos,a==0,
1-m! m!!~n! n'l4=(m! n!'4m/n’ ) Cos.q=4-(m! +-m")Cos.~4-(n! J-n'')Cos.a==0 , }(15)
' 1~4-m''m <-n''n 4-(m''n 4m n”)Cos.y--(m"~-}m )Cos.p4-(n"4n YCos.a==0;

qui expriment (*) que les diamdtres conjugués sont, deux a deux,
perpendiculaires 'un & Pautre.

{ (m—4-p)4npCos.a-d-(14mp)Cos ~+nCos.» } 6! §
—=o0;
~+{ (n4-9)4-mqCos.p+4(14ng)Cos.a-mCos.y } &/

et, comme a’, & doivent demeurer indéterminds et indépendans , les conditions
cherchées seront

(m~+p)+npCos.a~-(14mp)Cos.g4nCos.y=o ,

(n4-g)FmqCos.p4-(14ng)Cos.e4-mCos.y=o0 .

De 1A on passera aux plans tangens et aux normales par des points extérieurs
et, par suite, aux surfaces coniques circonscrites et a leurs lignes de contact.
On sera conduit ainsi & exposer les propriétés des surfaces du second ordre,.
relativement & ce quon est convenu d’appeler leurs péles. On pourra consulter
A ce sujel, ce qui a été dil aux pages 293 et 302 du 3.me volume de ce recueil.

(* Soient, en effet, (x==mz , y=nz), (x=m'z, y=n'z) deux droites que,
pour plus de simplicité , nous supposons passer par origine ; nous exprimerons
guelles sont perpendiculaires I'une & l'autre , en exprimant que deux pcints (@, 4,¢),
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Telles sont donc les équations qui, combinées avec les équa-
tions (6) , feront connaitre m et n, m/ et n’, m” et n’ ; et,
comme ces trois couples de quaniités y entrent symétriquement,
on est en droit d’en conclure qu’elles doivent dépendre d’'une méme
équation du woisiéme degré , ct que conséquemment les surfaces
du second ordre n'ont gu'un systeme unique de diameétres prin-
cipaux ; c’est ce que le calcul va confirmer.
Si lon prend successivement la difference des produits respectifs
de la premitre et de la dernitre des équations (6) par m” et m

et par n”/ el n, les équations résulitantes pourront étre éerites ainsi:
(B'm—+A'n+-C)m/—m!)+ (C'm~-Bn+-A") m'n""—n’m’) =0 , (16)
(Bl Arn- €Y/ — 1) Yo (Ao OBl m/n =nm) =0 , (17)
En opérant exactement de la méme maniére sur la premictre et

sur la derni¢re des équations (15) , les deux équations résultantes
pourront étre mises sous cette forme :

(mCos.p4-nCos.a-1) ('=—=m/!)f=(m Cos,y=}-n+-Cos.e) (m/nit==n’m/Ny=0 , 18)

(1:Cos p-4-nCos.ut1) (/! == n! Y4 (m—4-nCos.y~Cos.8) (m/n/lma'my==0 .  (19)

(@, b, ¢y, pris respectivement sur ces deux droites, sont les extrémités de I'hy-~
pothénuse d’un triangle rectangle dont le sommet de Pangle droit est & lorigine.
Cette condition donnera, comme dans la ncte précédente;

aa!-bb!4cc'4(bc'4-cb!) Cos.at-(ca’4ac’) Cos.pd-(abl4-5a") Cos 3 ;

mais on aura ici

a=mc , b==nc , ¢/'==mlc’, ¥=nld;

ce qui donnera , en substituant et divisant par ec’ , la premiére des équations
mentionnées dans le texte.
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Or , en éliminant m/—m// entre les équations (16) et (18) , et n/—n’
entre les équations (17) et (1q9), m/n/—n’/m’ disparaitra de lui~
méme des équations résultantes, et elles seront,

mCos.ytn+4-Cos.x) (B'mdAintCy—(mCos.p4nCos.ad1) (C'm--B nf AN =0, z
(20)
(m~nCos.y~4-Cos. 8) (B'm-}-A'n4 Cy=(mCos.p4nCos.e~1) (A m4+-C'n4-B)=o0 ; \

De ces deux équations on déduirait une équation finale en m ,
qui serait du troisitme degré sculement, et dont par conséquent
les racines seraient les valeurs de m , m’/, m/”. On aurait de plus
une valeur de 2 fonction de m , laquelle deviendrait n/ et 2/, en
y changeant m en m/ ct m/; mais il sera plus convenable d’opérer
comme il suit.

Soient #, ¥, z les coordonnées de Yun quelconque des sommets
de la surface courbe, et r sa distance au centre ou la longueur
du demi-diamétre principal qui lui répond; en continuvant, pour
abréger , de représenter par @, b, ¢ les coordonnées du centre ,
données par les formules (9), nous aurons, a la fois,

(#—a)*+4-2(y—0b)(z—c)Cos.a
Ay —b)*4-2(z—c)(w—a)Cos.p =r?; (21)
A(z—c)*~+-2(x—a)(y—5)Cos.y

z—a=m(z—c) ;  y—b=n(z—c) ; (22)

en outre I'équation (1) peut facilement étre mise sous cette forme

Alx—a)*+-B(y—b)y+C(z—c)*

2/ (y—b)z—c)t 2Bz —c)(x—a)+2C/(z—a) (y—5)
. -2
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F2(4 a+C'o4Bli+A"\x
J-2(Cla+-B b-+Alo+4-BYy
Fo(Blat-Ab+C c4-C) z
1-}—D--4a’—Bb’j’——Cc’--zA/h——zB/m——z Clab=o0 ;
posant , pour abréger,
'Aa"-}-.Bb’—F‘Cc’-{-2A’5b+;B/ca+2C’aﬁ—-—D:A ;

et remarquant qu'en vertu des équations (7) les coefficiens des
premiéres puissances de #, ¥, z sont nuls, elle deviendra simplement

Az +Bly—bp4 Cla—ey

a

A2 A y—b) z—c)F-2 B/ (z=c) (x=a)F-2 C(x—a)(y—b)=A . (23)

Cela posé ; si, dans les équations (21) ct (23) , om introduit ,
pour x—a et y—>b les valears donndes par les équations (22),

elles deviendront

(’z.——c)‘{1+m”‘-—!—n’-%—-2nﬂos.u+2mC\os.ﬁ—FzmnCos.y;:r’ ) 0
24

Cz—c)2§C+Am2‘+Bn2’+ 2din 4 2B/m -4 2Cmni =A

éguations entre lesquelles ¢liminany (z—c,* , il viendra

Zom. Vo 12
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(Ar*—D)m*+(Br* — A)n*~+2(C/r*—~ACos.y mn

(25)
-+ 2(B/r*—ACos.8)m~t2(A'r*—ACos.«\n4(Cr*— A)=o0

.. / . . .
éliminant enfin 7 et # entre cette équation et les équations (20)
on aura d’abord

(ABC—AA*—BB"*—(C"*}-24'B' Cr¢

(BC—A"*)4-2(B/C'—AA")Cos .«
—A( +(CA—B"*)4-2(C'A’—BB’)Cos.g ) r*
4+ (AB—C"*)4-2(A'B'—CC/)Cos.y
| (26)
ASin.*¢—24'(Cos.a-—Cos £Cos.¥)
+A2{ +-BSin.’g—2B/(Cos.p— Cos.»Cos.«) ) r*
~+-CSin.?y —26/(Cos y — Cos.2Cos.p)

—A3(1—Cos.?4=—Cos.># —Cos.?+2Co0s.2Co0s.8Cos.y) =0 ,

ef ensuite

(A'r2e=ACos,&) (C'r2—ACo0s.9)—(Br2—A) (B/r?==ACos.g)
m= (Ar3—A) (Br2=—A)—(C/r2— ACos.y)? ’

(27)
. (B'r2e=ACos,8)(C'r2e—ACos.9)—(Arz=—A) (A'r2—ACos.e)

n= (Arz—A) (Brz—A)=—(C/r3=—ACos.y)? '

1 équation (26) donnera les longueurs des demi- diaméetres prin-
cipaux ; les formules (27) en détermineront la direction, et ensuite
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Pune des équations (24), combinée avec les équations (22), fera
connaitre les sommets.

Parvenus & I'équation (26), on pourra poursuivre la discussion ,
comme l'a fait M. Bérard , & la page 110 du troisitme volume
de ce recueil.

Dans le cas particulier ou l'on aura

ABC—AA"*— BB/ e Cl+2A4BC=0 , (=8)

la surface , n’ayant point de centre , n'aura qu'un seul diamétre
principal que Yen pourra determiner comme il suit : les équations
(16) du diamétre deviendront alors

AN A —BOABICO—AB4CEBE—C L)
CH(Crim AB) AT (BB—C' AN BT AAd—BIC) %) »

X ==

BB C A OAN—BOVAICO=AT)
e AP = b 4aand <
y—y'= C!(Cl2— AB)y— A"(BB/—(/ Aly4-B/(AA'—B/C'y z'y

En exprimant donc que ce diamdtre est perpendiculaire au plan
tangent 4 son extrémité , donné par l'équation (13), on aura deux
équations en a2/, ¥/, z/ qui, combinées avec l'équation (10),
donneront , pour ces trois coordonnées , en ayant égard i la rela-
tion (28), qu’un secul systéme de valeurs lesquelles seront les ecor-
données du sommet cherché. 11 est aisé de voir qu’alors tous les
diamétres seront paralléles.

Lorsque , comme on le fait ordina’rement dans les traités élémen—~
taires , on suppose les axes des coordunnées rectangulaires , les

dernitres recherches et les résultats qu'on en obtient se simplifient
considérablement.



