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QUESTIONS RESOLUES.

Solution des deux problémes de géomeélirie proposés &
la page 32 de ce volume ‘

. Par M. J. B. DuRRANDE.

[ T Vo Vo W VT, Vo Vo Y

LE'MME. Dans un quadrilatire , qui & denx angles droits
opposés l'un & lautre , un angle oblique et les deux cdtés adjacens
‘étant donnés , déterminer les deux aulres cdtés , ainsi que le
diagonale qui joint les sommets des deux angles obliques ?

Solution. Soient ¢ langle oblique donné, g, /4 les deux cétés
qui le comprennent, y et z les cotés respectivement opposés, ef
z la diagonale qui joint les sommets des angles obliques.

g est la somme des projections de % et y sur sa direction ; et
% est pareillement la somme des projections de g et & sur sa
direction ; d’olt il résulte qu’on doit aveir

g="hCos.e4-ySing , Ah=gCos.s+2Sin.s ;
€est-a-dire ,

_ &~hCos.¢ _ h=—gCos.6"
Y= "Sime 7 T Sing

mais on a de plus

N
donc, en substituant ,

z= “/ge—:zghCos.c-{-hz' :
Sin.4

Tom.V , 2.° X, 1.°% aeril 1815. 4o
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PROBLEME 1. Trois cercles , tracés sur un méme plan ;, dtant
dels gue chacuit “d’eux touche les deuzx autres ; trouser ,én fonction
de leurs rayons, 1.° le rayon du cercle qui passe par leurs points

de contact deux & deux 5 2.° le rayon du cercle qui passe par
leurs centres ?

. Solution. Soient A ; B, G les centres et @, &, ¢ les rayons
respectifs des trois cercles dont il s’agit. Le triangle ABC pourra
étre quelconque , puisqu’il se trouve dépendre de trois élémens ar-
bitraires et indépendans. -

Le cercle inscrit 2 ce triangle a, par la propriété des tangentes
partant d’un inéme point, ses points de contact avec les cotés tellement
situés que chaque sommet est également distant des points de contact
avec les cOtés qui concourent a ce sommet; d’olt il suit que ces
poiﬁfs sont aussi les points de contact des cercles deux % deux.
Ainsi , le cercle qui passe par les points de contact des cercles
donnds deux 3 deux n’est autre chose que lc cercle inscrit aun
trianglé ABC. Quant au cercle qui contient leurs centres , c’est
‘évidemment le cercle circonscrit au méme triangle.

La quéstion proposée sé¢ trouve donc ramende 4 déterminer, en
fonction de 2, &, ¢, les rayons des cercles inscrit et circonscrit
“au triangle ABC; soient D, E leurs centres respectifs, &, e leurs
rayons.

Par les formules connues, on a

—1 ] w—

AC +4BC —AB
2AC . BC

Cos.C=

mais , on a d’ailleurs

AB=a+b , BC=b+c, Ch=ct}a;
donc, en substituant

2 D) ¢ o
Cas.C’—c——~——————————+(a+ o—ab

_02+(a+6)c+ab ’
et de la
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Sin.C= 2\/abc(a+b+c)
(c4a)(c+Dd)
En remarquant que laire # du triangle est la moitié du produit
de deux cétés par le sinus de l'angle compris, on aura

1=/ abetatb+0) -

Les perpendiculaires abaissées du centre D sur les c6tés CA, CB,
et dont la longneur commune est 4, formeront avec ces cétés un
quadrilatére bi-rectangle dont les deux autres cOtés ont aussi une
longuenr commune ¢ et comprennent entre eux l'angle C , connu
par ce qui préctde; on aura donc ( Lemme)

c(1==Co0s.C)

d= =

¢’est-a-dire, en substituant,

d= abe :

1 &1

tel est donc le rayon du cercle qui contient les points de contaet,
Si lon voulait avoir la distance DC, on trouverait d’abord

- cVz(I—Cos.C) N
DC= Sin.C ’

c(c ct-b
DC= p (I:-}bsli )

Les perpendiculaires abaissées du centre E sur les cités €A et
CB, forment avec ces cotds un aulre quadrilatére bi- rectangle,
dont un angle oblique est encore C et dont les deux cétés adjacens
sont ; (¢+a) et :(c-5). La diagonale qui joint les deux angles obliques
étant ¢, on aura ( Lemme)

puis, en substituant
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o V T =22 A5 Cos (oD

28in.C ’

ou, en substituant ,
(a$-D) (b4-c) (c4a)
e= L
4y abe(a4-b4c)

et tel est le rayon du cercle qui contient les centres.

Sil'on représente de plus par «la perpendiculaire abaissée du méme
point sur le c6té BC, on aura

_ (ao)=(b4-c) Cos.C
- 28in.C !

c’est-3-dire , en substituant,

o= (b +c) a>~}-(b~4-c)a=bc

) 4\/abc(a+b+c) :

PROBLEME II. Quatre sphires étant tellement situdes dans
Lespace que chacune delles touche les trois autres; on propose de
démontrer que leurs siz points de contact , deux & deux, sont
sur une méme sphére ? On demande , en ouire, de déterminer ,
en fonction des rayons de ces quatre sphéres, 1.° le rayon de
la sphére qui contient leurs points de contact deux & deux; 2.° le
rayon de la sphére qui passe par leurs centres ?

Solution. Soient A, B, C, D les centres et ¢, 4, ¢, d, les
rayons respectifs des quatre sphéres dunnées. Le tétratdre ABCD
ne pourra étre quelconque, puisqu’il se trouve uniquement dépendre
de quatre élémens arbitraires et indépendans , lesquels sont les
rayons -des quatre sphéres données. On vbit, en effet, que, l'une
quelconque de ses arétes étant nécessairement la somme des rayons
de deux de ces spheres , I'aréte opposée doit étre la somme des rayons
des deux autres ; de sorte qu’il y a entre les six arétes de ce
tétraddre ces trois relations, que la somme de deux arétes opposdes
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quelconques est constante et égale & la somme des rayons des quatre
sphéres données.

Concevons qu’on ait inscrit des cercles aux quatre faces de ce
tétraddre ; les points de contact de ces cercles avec les arétes qui
terminent respectivement les faces auxquelles ils sont inscrits seront
évidemment ( Probleme 1) les points de contact des quatre spheres
deux & deux; d'ou il résulte que les deux cercles tangens & une
méme aréte la toucheront au méme point; ou, ce qui revient au
méme , que les quaire cercles se toucheront deux & deux en six
points , ol ils auront les arétes pour tangentes communes.

Par les points de contact qui appartiennent aux trois arétes d’'un
méme angle tritdre quelconque, concevons trois plans respectivement

b

perpendiculaires 3 ces arétes ; ces plans passant; deux A deux,
par les centres des trois cercles inscrits correspondants se couperont
suivant les axes de ces cercles, qui conséquemment concourront en
un méme point ; et il est aisé d'en conclure que les axes des
quatre cercles concourent en ce point.

-Le point de concours des quatre axes est évidemment également
distant de tous les points de la circonférence de chaque cercle,.
en particulier ; puis donc que ces cercles ont , deux a deux, un
point qui leur est commun , il faut en conelure que le point de
concours . des quatre axes est également distant de tous les points
de toutes les circonférences, et conséquemment des six points de
contact de nos cercles deux a deux , lesquels se trouvent tous
conséquemment sur une méme sphére , dont nos quatre cercles sont
les intersections avec les faces du tétraedre , et a laquelle toutes
ses arétes sont tangentes. Quant a la sphére qui contient les cenires
des quatre sphéres données, c’est évidemment la sphere circonscrite
au tétracdre ABCD.

La question proposée se trouve donc ramende i déterminer , en
fonction de @, 4, ¢, 4, le rayon de la sphére qui touche a la
fois les six arétes du tétraddre ABCD , etle rayon de la sphere cir-
conscrite au méme tétratdre : probléme qu'au surplus on ne saurait se
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proposer pour un tétratdre quelconque. Soient E , F les centres
de ces sphéres et e, f leurs rayons respectifs.

En désignant simplement les angles diédres par leurs arétes;
I'angle triedre D donnera, par les formules connues,

Cos. 50 Cos. ADB=—=Co0s5.CDACos.CDB
05 D0 =~ DASIn.CDB .

Mais on a ( Probl. 1)
d2+(a+c)d—ag

‘Cos.CDA = rra
a D T
Sin.CDA = 2V acd(atotd) .
d24-(b4-c)d=b (atd) (e’
Cos.CDB= —:—_—(—;-Fl;—ﬁ ,
Craet® §in.CDB = MM :
da4-(a—-byd—ab Gtd)(c+d)
Cos ADB= ————— |
(a+4-d) (o4-d)
donc
Cos. 56~ (c+d)2{dﬂ+(a+b(d-ab;—-{d2+(a+c)d'—-ao}{dz-i-(b-{-c)d—-bc} 5

bedy/ abarotd)btot-d)
eu, en développant et réduisant,

c2(ad4-bd—ab)f-d?(ac4-be==abd) .

CosDC= 2cdy/ ab(atetdotctd)
de Ih
- (€+¢7) \/ abed(a4-b~c4d)2—(ab—-cd) (ac4-bd) (bet-ad)
Sin.DC= .

2¢d\/ ab(a4c4-d) b4c+d)

Si I'on se rappelle que le volume T d’un tétraddre est les deux
tiers du produit des aires de deux de ses faces multiplié par le
sinus de leur inclinaison et divisé par laréte qu’elles déterminent;
et si lon fait attention ( Prob. 1) que

CAD=y/ acdiadectd) » CBD =y bcd¢tctd) s

en trouvera facilement
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T=1y/ abcd a-+-b+-c+d)*—(ab~+cd)(ac+-bd)(bet-ad) ;

fonction symétrique de @, b, ¢, d, comme on pouvait bien s’y
attendre.

Si du point E on abaisse des perpendiculaires sur les plans des
faces CAD , CBD, et qu'on joigne leurs pieds au point de contact
de DC avec la sphére dont E est le centre; on formera un qua-
drilatere bi-rectangle , dans lequel deux c6tés seront les rayons des
cercles inscrits & ces mémes faces : rayons que nous représenterons
respectivement par « et g. L’angle compris sera égal a I'angle di¢dre DC,
et la diagonale qui joindra son sommet au sommet opposé sera le

rayon e de la spheére qui contient les points de contact; on aura
donc ( Lemme )

V «*—22pC0s.DCH6*
= .

Sin.DC

Mais , nous avons les valeurs de sinus et cosinus DC, et l'on a

de plus ( Prob. 1)

e bed o= acd
btotd ofctd *
il viendra donc, en substituant

aabed
¢= V abed(atodrot-dyi—(abtcd) @o-00) (botad) °

ou encore

Cest-h-dire , que le rayon de la sphire qui contient les six points
de contact de quatre sphéres dont chacune touche les trois autres,
est les deux tiers du quoticnt de la division du produit des rayons
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des quatre sphéres par le volume du tétratdre qui a ses sommets
a leurs centres.

Du centre F soient abaissées des perpendiculaires sur les plans
des deux faces CAD, CBD; ces perpendiculaires et les droites qui
joindront leurs pieds au milieu de T'aréte CD formeront un qua-
drilatére bi-rectangle , dans lequel un angle sera encore égal a langle
diedre CD; ses deux cotus comprenant cet angle seront les distances
de l'aréte TD aux centres des cercles circonscrits aux mémes faces :
distances que nous désignerons respectivement par g/ et « ; ainsi,
en désignant par k& la distance du point F A l'aréte CD, cette
distance sera la diagonale du quadrilatére ; on aura donc ( Lemme )

k= \/w’z-—zu’/s’Cos Cj-g2
Sin.C g

mais , Sin.C et Cos.C sont connus , et Von a d’ailleurs ( Prob.I)

b2 (cd-d (bmmcd ord-(ct-d)a=cd

=D s . =) s

il viendra donc, en substituant,

acd(atc4-d) {b2-(c-d)b—cd }2
— E!-I-’ {b*-{-(c—{gd)b—cdl{a2+(c+d)a—cd) w*(adtbd—ab)d*(actbe-ab)}) ;
’ +bcd (otct-d) { o2 tet-d)a—cd }2
mais , en menant FD =4, cette droite est I'hypothénuse d’un triangle

rectangle , dont % et ;(¢-d) sont les cotés de l'angle droit; d'oi
il suit qu’on doit avoir

2 2 g QDT
Sr=r + (£+d =i — 36T r

en se rappelant donc que

91*=abcd{a+-b~-c-d)*—{ab-tcd ) ac+bd ) (bet-ad) ;
i viendra
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atd(a-tcad){ bt (c-dyommcd}e4-bed (b4-o4-d) (a-(cf-d)a—cd}?

F-(c+d)2{ abed(ad-bf-c}-d)>—(ab~-cd)(ac-}-bd) (be~f-ad) }
b2 (c-d)bmsd }§ a*} (c-d)a—cd } { c*(ad+-bd—ab)~}-d* (ac-be—ab) }

ou en développant réduisant et décomposant

f= :V(ab-{-cd}(ac+bd)(bc—l—ad){(ab-l—cd)-l—(ac-[—bd)+(5c+ad)} .
T ebcd(a-b-fc4-d)2—(ab—cd) (ac+bd) (betad)

Telle est donc I'expression du rayon de la sphere qui contient les
centres des quatre spheéres données.

R



