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DIAMETRES CONJUGUES DE L'ELLIPSOIDE. 3

GEOMETRIE ANALITIQUE.
Propriéiés des diamétres conjugués de Uellipsoide ;

Par M. GERGCONNE.

[ Sla B Vi ¥ Vi, WL Vi V]
SOIENT @, b, c les trois demi-diamétres principaux d’un’ ellip-
soide , pris pour axe des coordonnées. Soient ensuite (z, y, z),

(@, ¥y, 2), (&, y”, z/) les extrémités de trois autres demi-
diamétres quelconques; on aura

22 yz‘ zﬂ_.
—+ 5+ = =5

xl2 yl: z/2
pralle plrvally plovde b B (1)
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— —_— — =1I,
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Si lon veut, en outre ; que les nouveaux demi-diamétres soient

~ conjuguds les uns aux autres , il faudra exprimer de plus que le plan

tangent a l’extrémité de chacun est, i la fois, paralléle & chacun
des deux autres ; ce qui donnera encore

x/ ! ¥yl zlzl -0

a3 b2 a0
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— + A ~— =0, P (2)
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En posant, pour abréger,
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ces équations deviendront
X ¥ Z ‘=1 ,\ XXV ¥z Zl=0,
X Y Z/ =1 , l (4) XX Y'Y +2"Z =o, ) (5)
Xrr-yr4-z" =y ; s XX 4+Y Y+Z Z' =o .‘\

Or, il est connu , par la théorie de la transformation des coor-
dounées dans l'espace (*) , que , lorsqu'on a de telles relations

entre des quantités , oa a aussi entre elles les relations suivantes
X’+X"—!—X’”=r ,
Y4y 4-Y"=t, \ (6)
Z 7142 =1
(YZ'~Z Y - Y Z/—B' YV (Y Z—Z"'Y =1 ,
(ZXI—XZ/y (2 X=X Ty A Z0 X— X1 Z =1 , Y (7)
XY =YX )4V X'—=X'Y" 4= (XY =Y X)*=1 ;
XY Z'—=XZ' Y {-ZX' Y'Y X/ Z!'+-Y Z/ X' - Z Y X=1. (B)

Fn remettant , dans ces relations, les valeurs des symboles qu’elles

(" Voyez entre autres le tome 1.7 du Traité de ¢ vlcul différentiel et de calcul
intégral de M. Lacroix; page 450 de la 1.%¢ &dition , et page 528 de la 2.°
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renferment , données par les équations (3) , et chassant les déno-
minateurs , il yviendra

x*-a/ 2;-1-.1:/{* =a ,
yyty =8, ) (9)
2zt -2/ =
(y&/mzy V- (y /=y (a2l p = B
(22/ =22 ) (22! e/ 2 ) (2 22— 2) = *a? (10)
(@y/'—y 2P (aly'—y'a! ) A"y —y" 2 =a"b* ;
ay! 2! —xz!y!!4-zz'y! —y ! z//+y Z/all—zylz!!=a be . (11)

Si maintenant on désigne par @/, &/, ¢/ les trois demi-diamétres
conjugués dont il s’agit, et par «, g, y les angles qu'ils forment
deux a deux respectivement ; il est aisé de voir quon aura

z -y -z *=a ,

al eyl 2z 2 =02, ) (12)

&Pyl g =gl
(y 2 —z y' 4+(z 2/ —z 2 Y4(x y/ —y 2/ )*=a’*b"Sin2y,
(y! 2/l—z! y/! P42 &l 2V Yud=(a! gty )P =B ¢Sin e, (13)
(y/'z —z'ly VA(e"a —z'z Ya4-(a/ly —y/'z Y =c"a"Sinlg;

xy/z//_-xz{yll_i_zx{y//—yx’z”_*_yz/x//—-—zyfxll

==abc\] 1—Cos.24==C.05.28—Co0s.2y+4-2C05.2C05,8C0s.¥ « (14)

Comparant alors la somme des équations (12) 4 la somme des
équations (9), puis la somme des équations (13) & celle des équa-
tions (10) et enfin Iéquation (14) a Déquation (11), il viendra
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a/2+5/2+c/n=az+bz+cz ,
33028 in,2w0/2a/3Sin.2 fefua’2b/2Sin 2y ==brc3c?arfaBa
/2}/2¢/2(1==Cos.24=—=Cos.28~~Cos.2-}-2Cos.4Co0s.8Cos, y)=a2b2c%
Ces relations sont connues (*) ; mais je ne sache pas qu'on y soit
parvenu jusqu'ici d’une maniére si simple et si directe.
Le méme procédé, qui peut étre facilement appliqué a toutes les.

surfaces du second ordre qui ont un centre , s'applique avec la plus
grande facilit¢ aux courbes planes du méme ordre.

P —— e—— e

(*) Voyez la page 113 du 3.° volume de ce recueil.



