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OPTIQUE.

De la multiplicité des images dun méme objet ,
consideré a travers une glace posee obliquement , ou
réfléchi par un miroir plan , non metallique ;

Par M. GERrRGONNE.

[a %2 Ta ¥a Vo o Sla T

CHACUN peut remarquer que si , de nuit , dans une chambre
éclairée par une -seule lumiére, on interpose , entre l'eeil et cette
lumiére , dans une direction trés-oblique , un morceau de glace ou
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de verre, d’une certaine épaisseur , on. apergoit , i travers cette
glace , une multitude d’images de la lumitre , dont Pintensité
décroit continuellement , jusqu’.’a ce quenfin elles cessent d’étre
apergues. La méme chose a i peu prés lieu si, une lumitre étant
placée prés d’un miroir non métalli ique , on veut en regarder obli~
quement l'image , de maniére que le miroir se trouve interposé
entre I'eeil et cette image de la méme manitre que la glace ou le
verre du premier cas. Il arrive seulement ici que, outre les images
décroissant continuellement d’intensité , I'image la plus vive est pré-
cédée d’une autre dont lintensité est beaucoup moindre. A la
rigueur , les mémes choses devraient avoir lieu de jour , et pour
tout autre objet qu’une lumiére; mais alors les images sont trop
peu sensibles pour pouvoir étre facilement observées.

Ces phénomenes doivent avoir été remarqués depuis long-~
temps. Lacaille,, dans son Optigue (1L.° partie, chap. VII, n.° 327),
fait méme mention du second ; mais la raison qu’il en donne, n’est
propre qu'd prouver -combien de son temps, malgré I'exemple donné
par Newton , la philosophie naturelle était encore imparfaite.
Il n’en est pas de méme de M. Hauy qui, dans le deuxiéme
volume de son Traité élémeniaire de physique ( page 319 de la
premiére édition , et page 310 de la seconde ), en a donné la
seule explication véritable , la seule conforme aux principes de I'op-
tiqgue. Quant au premier phénomene, si I'on en excepte M. Biot
qui en dit un mot en passant, au commencement de son Mémoire
sur les réfractions extraordinaires , il n’est pas 2 ma connaissance
que quelque auteur en ait fait mention.

Il ne pouvait entrer dans le plan de. Iouviage de M. Haiiy de
scumettre son explicaiion au calcul , qui seul peut faire connaitre ,
avec détail et précision, les diverses circonstances que le phénomene
est susceptible d’offrir, Ce savant ne disant rien d’ailleurs de l'autre
phénomeéne qui a avec celui-la la lizison la plus étroite, j’ai tenté
de compléter la théorie qui les concerne I'un et l'autre. Les ré-
sultats auxquels je suis parvenu ne sont probablement pas connus,
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et me paraissent assez remarquables pour mériter de létre. Je
m’occuperal d’abord uniquement du dernier des deux phénomenes;
je ferai voir ensnite comment on peut ramener au premier les calculs
qui lui sont relatifs.

Soient MM M, M, ......M, et NN,N,......N, (fig. 3 ) les
surfaces autérieure et postérieure d’un miroir plan, non métallique,
d’une épaisseur constante. Soit L. une lumiére ; soit LMN la per-
pendiculaire abaissée du point I, sur le plan de la glace, en sorte
que MN en soit Pépaisseur. Soit LM, l'un des rayons incidens,
rencontrant la surface antérieure du miroir au point M, ; une
faible portion de ce rayon sera réfléchi en ce point, comme elle
le serait par un miroir métallique , en sorte que langle de ré-
flexion sera égal & Pangle d’incidence. Le surplus du méme rayon
sera réfractd suivant M N, de maniére que le rapport du sinus
d’'incidence au sinus de réfraction ne dépendra aucunement de la
direction du rayon primitif. Parvenu a l’étamage en N, , et abs-
traction faite des petites dispersion et absorption qui pourront avoir
lieu, ce rayon se réfléchira, suivant N,M,, en faisant un angle
de rdflexion égal 4 l'angle d’incidence. Parvenu en M, , il se par-
tagera de nouveau en deux parties, dont la plus considérable sera
réfractée suivant MR}, paralléle & M R, , tandi§ que lautre, plus
faible , sera réfléchie suivant M,N, , parallele 3 M N,. 1l arrivera
en N, la méme chose quen N,, en M, la méme chose qu'en
M, , et ainsi de suite indéfiniment, du moins tant que les absorp-
tions, dispersions, réfractions et réflexions successives n’auront pas
consommé toute la lumiére du rayon primitif LM, Ce seul rayon
donnera donc naissance d une suite indéfinie d’antres rayons MR, ,
M,R,, M,R,,.....M,R,, tous paralléles entre eux, décroissant
continuellement d’intensité, i partic de MR, , et faisant, avec le
plan du miroir , le méme angle que fait avec ce plan le rayen
incident LM, , mais en sens inverse.

Si présentement on fait varier la direction du rayon incident
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LM, , chacune des directions qu’il pourra prendre donmera lieu &
un systéme de rayons réfléchis, tels que M R, M, R, , M, R,,...M,R,,
paralleles entre eux, dans chaque systéme, mais se croisant d’un
systétme 4 lautre ; en sorte qu'en quelque endreit que il soit
placé, devant la glace , il recevra , & la fois , le premier rayon
d’'un systéme , le deuxidme d’un autre systéme, le troisitme d’un
suivant , et ainsi du reste ; d’ot il résulte que le spectateur recevra,
en effet, plusieurs images distinctes de la lumiére L.

Le seul moyen propre & nous bien éclairer sur la situation de
ces images, par rapport au spectateur, c’est d’assigner la nature
des Caustigues auxquelles les rayons réfléchis de chaque ordre donnent
naissance, par leurs intersections continuelles.

Si, par I'eeil du spectateur et par la lumitre, on imagine un
plan perpendiculaire 4 la glace, il n’y aura que les seuls rayons
incidens qui s’y trouveront compris qui pourront parvenir & ce
spectateur ; on pourra donc supposer que tout se passe dans ce

plan, et réduire ainsi le probléme & un simple probléme de géo-
métrie plane.

Supposons que le plan dont il s’agit soit celui de la figure ;
soit prolongée LM au de-la de M d’une quantité MI, =ML ; on
sait que ce point sera le lieu de I'image produite par la réflexion
4 la surface antérieure; c’est-a-dire, de la scule image qu’on aper-
cevrait si cette surface était celle d’un miroir métallique. Soit pris
ce point I, pour origine des coordonnées rectangulaires; les # po-
sitives étant dirigées suivant le prolongement de MI, du c6té

opposé au muiroir , et les y positives du c6té ou nous supposons
les rayons. incidens.

Soient faits la distance de la lumidre 4 la surface antérieure du
miroir LM=#% , I'épaisseur de ce miroir MN=¢, I'angle d’incidence ,
égal & MLM_ =¢; et soit enfin g:% le rapport constant du sinus
d’incidence, dans l'air, au sinus de réfraction, dans la glace.

Soient posés , pour abréger ,
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Tang.¢=4 , %:p, \.Eh:'i’:(/, d'ot p*—1=¢4".

Les sinus d'incidence et de réfraction seront respectivement

A A
Vidda * pyiatd’

d’olt il suit que la tangente de réfraction sera

A _ A

Vidp—nd — Vpdpd

Or, les triangles M N, M, ,M,N,M,, M,N,M, ,..M,_,N, M, sont
tous isoceles et égaux ; ils ont leur hauteur commune =MN=¢,
et leur angle au sommet doit étre double de langle de réfrac-
tion ; d’ott 1l résulte qu'on doit avoir

neA

MM,=M,M,=M,M,;=...=M,._. {M,,———-‘ —\77’”_'1‘-—_‘]—2;;1-‘- ;

et, par conséquent,

oneA
MM,=MM ,+M M, =k 4+ ——

Vidpd

D’aprés cela I'équation du rayon réfléchi M,R, sera

——A(a+k) ;

2ned
Vit d
ou, en réduisant et chassant les dénominateurs,

(y+Az) pigrgrdr=2ned ; ()

dquation indépendante de % ; d’ou il résulte que les dimensions

y—kA—

des caustiques que nous obtiendrons devront P’étre aussi.

Pour obtenir I’équation générale de ces caustiques , il faut, comme
I'on sait, éliminer A entre l'équation (I) et sa dérivée , prise par
rapport a cette lettre (*), Cette dérivée est, toutes réductions faites,

(*) Voyez la page 361 du 3.m¢ volume de ce recueil.
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x(p’+q=4-)+9=(y+dx)d=2n6\/ pigids . (1)

Pour éliminer facilement 4 entre les équations (I) et (II), con<
sidérons-y # et y comme deux inconnues ; nous en tirerons ainsi

2 3
=t = 5 (V)
N
Y =2 gt = (\/ pqrA: )
et par conséquent

(PN 7
2M—Www'

(M)g = VP’+7’A‘ '

équations. d'ot on tire, en prenant la somme de leurs quarrée

( )3_—_ 1 qy
2720 ne -

et telle est 1’équation générale des caustiques cherchées.
Mais , en rapportant une ellipse & ses diamétres principaux 2&;
25, I'équation de sa développée est

(a...b=> <a2_62)3= 3 ()

() On sait, en effet, que I'équation générale de toutes les normales &
Pellipse est

b/ (y=—yly==02y(2==x') ; (49}
les constantes arbitraires x/, y/ étant liées par la relation
blez_'_azylzz—_azbz o (2)

Or, la développée d'une ellipse n’étant autre chose que la courbe & Iaquelle
toutes ces norxoales sont tangentes , il s'ensuit ( tom. III, pag, 361 ) que, pour
donc
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donc nos caustiques sont les developpées d’une suite d’ellipses
semblables , dont les axes se¢ confondent avec ceux des ¥ ct des y,
et dont les demi-axes , donnés par les équations

avoir I'équation de eette dévcloppée, il faut d’abord différencier les deux équa-=
tions ci-dessus , par rapport & a/ et 5/, ce qui donnera

fote—(@ P} 15 — Py =Py =0,

dy’ ’
a’y/ -d;-l—é’x’:o 5

dy”
\ s rye .
dott on f:onclura, par Délimination de Qi

bt { arwm(ar=—b2)a! }Faty’ { boy(ar—bo)y '} =0 @

ot il ne sera plus question que d'éliminer af, y/ entre les trois équations (1),

£2) 5 @)

Or, si I'on considére ® et y comme inconnues, dans les équations (1), (3),
on en lirera, en ayant égard A Iéquation (2) ,

(a2==b3)x!3 (a'«"—-b z)y."f
FETTST 0 YR T T

dolt

grmmpz ] T gz’ QRremeh2 2z 7

en prenant la somme de ces équations , et ayant loujours égard & I'équation (2 ,
en obtiendra Péquation indiquée dans le texte. )

Ce résultat conduit & soupgonner que souvent des caustiques dont les équations
sont trés-compliquées pourraient bien étre des développées d’autres eourbes dont les
équations seraient incomparablement plus simples.

Tom. V. 38
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.o P b _a
- s —_— T

Qrm=ph2 2ne Qre—h? ane

ont conséquemment pour expression
a=2nep , b=2neq ;

quantités proportionnelles & 7 et e, et dont le rapport ne dépend

que de p et ¢ 3 Pexpression générale de l'excentricité de ces ellipses
est

V ax—b:=2ne ,

quantité qui, au contraire , est indépendante de p et g.

De ces divers résultats dérivent immédiatement plusieurs consé-—
quences , dont les plus remarquables sont les suivantes : 1.° de
quelque manié¢re que varie la direction du rayon incident, les
rayons véfléchis d’'un méme ordre sont constamment normaux &
une méme ellipse), et conséquemment tangens i sa développée; 2.° cette
ellipse a son grand axe sur la perpendiculaire menéde par la lumiére
au plan du miroir ; 3.° la situation de son centre dépend de celle
de la lumiére; mais ses dimensions en sont indépendantes ; 4.° le
rapport entre ses deux axes ne dépend absolument que du pouvoir
réfringent de la glace ; son excentricité est uniquement propor-
tionnelle a4 1’épaisseur de cette glace ; 5.° Enfin, les ellipses aux~
quelles sont normaux les rayons rétléchis de différens ordres sont
semblables et concentriques; et leurs dimensions croissent suivant
une progression arithmétique qui a pour raison les dimensions de
la plus petite d’entr’elles. (*)

(*) Une fois parvenu , par lanalise , 2 ces divers résultats , rien ne wm’edt
été plus facile que de les exposer et démontrer ici par des considérations pu-
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Rien n’est plus facile , d’aprds ce qui précéde ; que d'assigner,
avec une approximation suffisante , le lieu des diverses images,
lorsque l'on connait, A la fois, I'épaisseur et le pouvoir refringent
du miroir (*), la situation de la lumiere et celle de I'il. Pour
abréger le travail , on commencera par déterminer le centre commun
I, de toutes les ellipses , puis les foyers et le grand axe de fa
plus grande de celles que l'on aura le dessein de tracer. On en
‘déterminera un grand nombre de points , en se servant de la propriété
des fayers. Divisant ensuite par des droites, en dcux pa: ics égales,
les angles que formentles rayons vecteurs de ces différens points,
les intersections consécutives de ces droites formeront sensiblement
la développée. Menant alors par le centre, dans toutes les directions,
un grand nombre de droites aux points de lellipse et de sa déve-
loppée, et divisant chacune d’elles en autant de parties égales qu’il
y a d’unités dans le nombre qui exprime le rang de lellipse et
de la developpée déji tracées, on obtiendra ainsi les points home-
logues des ellipses et développées des ordres inférieurs ; on pourra
donc tracer & peu prés toutes ces courbes , ainsi qu’on le voit
dans la figure, ol l'on en a supprimé la partie dont on n’avait
pas besoin. Si alors O est le licu de I'eeil ,7il ne sera plus question
que de mener par ce point, suivant une direction normale aux
ellipses ou tangente a leurs développées , les droites OI,, OI, ,
OI, ,......; et leurs points de-contact I, , I,, I, ,..... avec ces
développdes seront , avec le point I, , les licux des diverses images,
lesquelles seront conséquemment situdes, avec l'eeil O et la Jumitre

rement gométriques ; mais , outre qu’il est permis de douter qu’il en fit résulté
quelque avantage, sous le rapport de la clarté et de la brieveté , il me semble
qu’il y a une sorte de mauvaise foi & suivre, dans Pexposition des vérités auxquelles
on est parvenu, des procédés différens de ceux qui nous les ont fait découvrir.

(*) Dans les cas ordinaires , on auwra g:h::3:2, ce qui domne p=12,

g=1\/5=17 environ.
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L, dans un méme plan perpendiculaire au tableau. L’image T, sera
peu sensible ; I'image I, sera la plus apparente, et les suivantes
L,,I,,1,,... . décroitront progressivement d’mtensué » jusqu’a
ce qu'enfin elles devxennent tout & fait insensibles.

On peut désirer de connaitre la courbe sur laquelle se trouvent
toutes -ces images, pour une situation donnée de I'eil O du spec-
tateur ; voici & quoi se réduit cette recherche. I’équation (3)
donne, en différenciant

Y __ g
- -2
dx q%

d’od il suit que Péquation de la tangente par un point I, , dont
les coordonnées sont a/, ¥/, est

y—y'= -(x-w’JI/ 2L

si l'on veut que cette tangente passe par le point O, en désignant
par «, # les deux coordonnées de ce point, I'équation de la tan-
gente deviendra, en supprimant les accents

3

q*x
ou
(W T (r— )V 7 =0 }
ou enfin

g*a(y—e, +py(e—e)’=0 ;

# et y étant les coordonnées du point de contact. Il faudrait done,
pour obtenir Péquation de la courbe cherchée, éliminer ~ de celle-ci,’
au moyen de I'équation (III); mais, puisque 2 n’y entre pas, il
{aut ¢n conclure qu'clle est elle-méme Déquation de cette courbe.
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Ainsi , la nature et la situation de la courbe sur laquelle les
diverses images se trouvent situdes est tout i fait indépendante de
Pépaisseur de la glace ; tellement que, si cette épaisseur pouvait
varier , pendant la durée de D'observation, les images ne feraient
eimplement que sc resserrer ou s’écarter les unes des autres, sans
quitter la courbe dont il s’agit. C’est ce qui arriverait , par exemple,
si l'on mettait en expdrience un miroir métallique horizontal , garni
d’un rebord , et recouvert d’une couche d’eau qui augmenterait ou
diminuerait peu i peu d’épaisseur, soit au moyen d’un conduit qui
-en apporterait de la nouvelle , soit au moyen d’une ouverture qui
la laisserait au contraire échapper.

Il est clair que , toutes choses égales d’ailleurs, plus la glace
est épaisse et plus ausssi la distance entre les images doit étre
grande. On sent aussi quec, pour une épaisseur donnée de la glace,
et une situation donnée de la lumitre, il y a une certaine situation
de Vil plus favorable que toute auire au parfait développement
du phénomene. Enfin, le plus ou moins grand pouvoir refringent
de la glace influe aussi sur la distance entre les images; puisque
les ellipses seront plus ou moins excentriques , 3 proportion que.
ce pouvoir sera moindre ou plus grand.

Dans tout ce qui précede , j’ai constamment supposé que les
surfaces antérieure et postéricure du miroir étaient rigoureusement
planes et paralléles. Dans un tel état de choses, il est évident que
si cette glace glisse ou tourne , sans sortir de son plan, il n’en
devra absolument résulter aucun changement dans I'aspect du phé-
nomene. Mais il s'en faut bien que les choses se passent ainsi,
dans la réalité , et cela prouve qu’il est bien peu de miroirs qui
satisfassent 3 cette double condition. J’ai méme lieu de présumer
que la moindre courbure ou le moindre défaut de parallélisme
dans les deux surfaces du miroir exerce une influence notable sur
Vaspect du phénomene ; c’est ce dont au reste on pourrait s'assurer,
en traitant la question sous un point de vue un peh plus général
que celui sous lequel je l'ai envisagée.
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Tout étant d’ailleurs daus la figure 4 comme dans la figure 3;
supposons présentement que la glace me soit point étamée; tout
se passera comme dans le premier cas ; avec cette différence qu'une
partie’ de la lumiére parvenue en N, , N, , N, ,......N,, sortira
de la glace du c6té opposé a la lumidre , suivant des directions
N,Q,s N,Q,, N,Q, ,.......N Q,, paralltles & LM,. Ainsi, un
spectateur placé du méme c6té de la glace que la lumiére pourra
observer des effets tout pareils & ceux qui viennent d’étre décrits ;
si ce n'est pourtant qu’a raison des pertes de lumiére qui ont lieu
en N,, N,, N;,......N,, le phénomene sera beaucoup moins
sensible ; mais , il le sera davantage pour le spectateur placé du
cOté opposé , lequel devra étre affecté d’un nombre indéfini d’images
de la lumiére. .

Soit pris ici le point L. pour origine, en donnant d’ailleurs les
mémes directions aux axes; nous aurons, comme ci-dessus,
MM, =M, M,=0=M,_ M,=N,N,=N,N,=.=N, ,N,=re;

CEand Santebef Sk Santbian f—t g Rt gl 2k i g T T A e T \/pz_{_qgﬁf
nous aurons d’ailleurs
(2n=—=1)eA .

. NNK=NN1+NKN11=MM°+EM°WI‘+N‘N"=I[A+ \/m ’

I'équation du rayon N,Q, sera donc

—ted ,
y—hA— %}%—;—%——; =A(x—k—e) ;

eu, en réduisant et chassant le dénominateur ,
{y—}-/l(g—x) 3 ‘/mz(an-——l)ed H

équation qui deviendra Péquation {I), en y changeant simplement
emwZ €D x et 221 en 2n.
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Il est aisé de conclure de 12 que tout se passera exactement ici
comme dans le premier cas, avec cette différence 1.> qu’en prenant
sur LM une partie LL/=MN==¢, le point L/ sera le centre com=-
mun de toutes les ellipses et développées; =2.° que ce centre commun
L/ ne sera le lieu d’aucune image ; 3.° qu’enfin la premitre ellipse
n'aura ses dimensions que moitié de celles de la premitre ellipse
du cas précédent ; et que les dimensions de toutes les autres for-
meront une progression arithmétique croissante , ayant pour raison
le double de dimensions de cette premiére ellipse.

Je terminerai par observer que, dans l'un et dans l'autre cas,
si le poavoir refringent de la glace était moindre que celui de air;
c’est-a-dire, si A était plus grand que g, ¢ deviendrait imaginaire’,
et les ellipses se changeraient en h)}perbole.

L — -}




