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ANNALES
DE MATHEMATIQUES

PURES ET ! TQULES.

ASTRONOMIE.

Essai d'une nouvelle solution des principaux problémes
d'astronomie ;

Par M. Krawmp , professeur , doyen de la faculté des
sciences de lacadémie de Strasbourg.

[ %o Vig Wi Vo Vo Sl Zla -

( Troisiéme mémoire. ) (*)

68. DANS notr® second mémoire nous avons entrepris la solution
du probléme de déterminer les élémens de Torbite d’un corpsy
planétaire ou cométaire , moyennant un nombre suffisant d’obser-

(*) Voyez les pages 161 et 237 du 1v.% volume de ce recueil,

Tom. YV, n.° 1.7, 1.°% juillet 1814, 3



2 PROBLEMES

vations. On sait que ces élémens sont au nombre de siz: la lon-
gitude du nceud, linclinaison de lorbite , la position de la ligne
des apsides, le grand axe, l'excentricité et I'instant du passage par
P'une des deux apsides. En continuant de désigner par a langle
que constitue I'excentricité de Iorbe terrestre , chacune de ces six in-
connues pourra étre représentée par une série telle que A4Br++Ca’+-...;
elle sera tres-convergente, étant disposée selon les puissances de a
que l'on sait étre une fraction angulaire égale & un soixantiéme a peu
prés. Le premier terme 4 sera ce que devient cette série dans le
cas de a=o0: c’est celui d’un mouvement uniforme et circulaire.
Ce premier terme constitue proprement la difficulté du probléme;
les coefficiens des autres se trouveront en suivant une marche ana-
logue a celle de nos problémes précédens, et qui sera le résultat
de quelques différentiations suecessives. -

69. Dans le probleme VII qui a précédé immédiatement celui-ci,
notis avons supposé la position du plan de Porbite connue; deux
observations suffisaient alors pour trouver , dans tous les cas, les
valeurs générales et rigoureuses des quatre inconnues qu’il restait a
déterminer. Si cette position n’est pas connue d’avance , il y aura
deux inconnues de plus, ce qui rend le probléme beaucoup plus
difficile. 1l sera convenable alors de s’occuper d’une méthode générale
qui puisse nous conduire 3 la détermination du plan de Vorbite,
indépendamment des autres inconnues. Les essais que nous avons
faits pour y parvenir seront 'objet du probléme qui suit.

70. PROBLEME VIII. Trois obscreations dune planéte ou
d’'une cométe élant donndes , déterminer les deux élémens desquels
dépend la position du plan de son orbite : savoir la longitude du
neud , et langle que fait le plan de cet orbite avec celui de
Décliptique ?

7x. Solution. Les notations que nous avons employées dans les
trois problémes précédens seront conservées. Soient donc
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D’ASTRONOMIE.
se..langle ESN; longitude du nceud.
g...langle MNL ; inclinaison de Porbite.
s...l'angle ASN , que fait la ligne des nceuds avec celle des apsides,
b...le demi-grand axe de I'orbite de la plantte ou de la comete.
#...Vexcentricité de l'orbite ; ce qui donne

5Cos.¢e.. . pour le demi-petit axe ; )
4Sin.. .. pour la distance du foyer au centre. -

a@...le demi-grand axe de l'orbite de la terre supposé circulaire.

p...le temps périodique de la terre, dont le mouvement est supposé
uniforme. i

g...le temps périodique de Ulastre.

Le premier de ces termes est connu. Quant i 'autre , le théoréme
Képlérien p*: g*=a®: 5% nous fait voir qu’il dépend du demi-grand
axe &, et que les deux quantités & et ¢ ne forment qu’une seule
inconnue.

72. Aux cing élémens désignés par les lettres £, 5, ¢, o5 &
il faut en ajouter un sixiéme : c’est celui qui doit fixer le
moment du passage de la cométe par I'aphélie de son orbite. Nous
supposerons donc que , dans cet instant , la terre était au point B
de la sienne. La sixi¢me inconnue sera donc

te...langle NSB que faisait la ligne des nceuds avec le rayon
vecteur de la terre SB, & V'instant du passage de l'astre par l'aphelie
de son orbite. (¥)

73. Nous continuerons d’employcr la lettre ¢ pour désigner I"Ano-
malie vraie , et la lettre = pour exprimer I'Anomalie excentrigue.
La longitude de la terre , supposée au point T de son orbite, ou
I'angle EST , sera désignde par 4; ce qui rend l'angle NST=1¢—3,
et l'angle BST=¢—p—p. Et comme l'astre emploie le méme temps
pour parcourir 'arc AM de son orbite, et pour décrire ainsi 1’ano-

(*) On suppose toujours qwon a sous les yeux la figure du Deuxiéme mémoire.
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malie vraic ¢, 4 laquelle répondent 'excentrique » et le rayon vec-
teur SM==r, on aura les équations qui suivent:

bCos.2 .
7= —
1=—Sin.xCos.0
S; Cos.Sin.@
m.x»=
1—Sin.«Cos.¢
Cos ¢—Sin,
Cos.nz= £

1—38in, £Cos.@
% (b ymmpe) =2 A-SinpeSin s « -

74 En éliminant de toutes ces formules Vlanomalie vraic ¢, et
en conservant la seule anomalic excentrique % 3 laquelle nous
aurons soin de tout réduire , les égalités précédentes seront trans-
formées dans celles qui suivent :

Cos.peSin.x
1-4-Sin. g Cos.x=
Cosoe4-5in, s
14-Sin,xCos.x ’

re=b(14-Sin.xCos.») 3

Sin.e=

we

Cos.o=

s qui donme
7Sin.o=5Cos..Sin.» ,
7Cos.0= b Cos »+4-Sin.x) .
75. En abaissant du point M qui est le lieu de Pastre dans son

orbite, la perpendiculaire MN sur la ligne des ncends , les deux
coordonnées de ce point seront exprimées comme il suit :

MN=rCos.(s-}¢)=0P ,
SN =78in.(s+40)=20Q ;

ce qui donne
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P=(14Sin.xCos.#) Cos.(++¢) ;
Q=(1+Sin..Cos.x)Sin. (s+4-¢) ;

et, en développant moyennant les formules du n.° 74,
P =Cos.:Sin...~4-Co5.:Cos.x—Sin.:Sin.x»Cos.zc
Q=Sin.sSin.j+4-Sin.:Cos.x=4-Cos.:Sin.«Cos..« .

Nous continuerons d’employer les letires P et @, dont nous avons

déja reconnu la nécessité indispensable pour la solution générale
du probléme.

76. Les mémes quantités P et () peuvent encore étre autrement
exprimées , par la longitude et la latitude géocentriques au moment
de l'observation. En continuant de désigner

Par 4...la longitude géocentrique ,

Par B...la latitude géocentrique ;
nous avons fait voir (55) que

P Cos. Cos.(8==0)4-Sin.ASin,(¢—A)Cot.B _
Cos.34-Sin. 8Sin.(d=—=A)Cot.B ?
5Q - Sin, (8~

- Cos.4-Sin.sSin,(3—A)Cot.B

Egalant entre elles les deux expressions équivalentes de P, aussi
bien que celles de Q , on aura donc deux équations renfermant
d'un co6té excentricité x , I'anomalie excentrique » et 'angle ¢ que
fait la ligne des nceuds avec celle des apsides, et de lauire le

rapport—g- des axes et les deux angles g et », desquels dépend la

position du plan de Vorbite.

77. Ainsi donc , pour résoudre complétement le probléme pro-
posé , nous avons besoin de trois observations. Elles nous fourniront
immédiatement les trois longitudes géocentriques A, 4/, A7, les
trois latitudes géocentriques B , B/, B , et les trois angles ¢, ¢, ¢/,



6 PROBLEMES ]

dont les différences seront supposées proportionnelles aux temps.
Outre les six inconnues déji mentionnées (71, 72), nous aurons
encore les trois anomalies excentriques =, */, xl! qu’il faudra déter-
miner également. Le nombre des inconnues étant ainsi porté a neuf,
il faudra, pour résoudre le probléme , nexf équations indépendantes
entre elles. Sixz de ces équations seront fournies en égalant entre
elles les deux expressions dquivalentes de P, celles de P/ celles
de P/, et de méme celles de Q , de @/ , de @”. On aura de
plus les trois équations (73), savoir : - :

.‘Z_(e —p—4)=x +4Sin,uSin.x ,
%—(a/ —s—n)=x' +SinuSin.s’
L(6”—3\—51):x//—}—Sin.ﬁSin.n// .
g

Ici on pourra; par une simple soustraction, éliminer l'inconnue #,
on obtiendra ainsi les deux équations qui suivent:

% (¥ —0)=x/ ~ms +-Sin.p{Sin.’ —Sin.x ) ;
r - . -
-;(0//-—-0/):n/’-—n/—l-‘Sln.pc(Sln.:;”-—Sll’l."’) .
Nous remarquerons qu'en divisant l'une de ces deux dernidres
équations par l'autre, on aura ’équation symétrique qui suit, et

qui est débarrassée du rapport -Z-, savoir :
q

o= ¢ (» —«")44¢ Sin.x/Sin.’ —Sin.»”)
¢/ (2= ¢ Sin.x(Sina//—Sin.x )
F0/(x e—x! )-#//Sin.u(Sin.x —Sin.#’) .

78. En nous arrétant aux deux équations obtenues en éliminant
Pangle #, le probléme sera réduit & 4wz équations, renfermant un
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pareil nombre d’inconnues. Pour le réduire ulté;‘ieurement aux deux
seules inconnues g et », lesquelles déterminent la position du plan
de l'orbite, il faudrait donc éliminer successivement les six autres

inconnues , savoir : les trois anomalies excentriques x , »/, »”/ ; I'angle s ;
a

Pexcentricité ., et le rapport % ou — ; or, cette élimination est
analitiquement impossible , tant que ’on conservera la forme trans-
cendante des deux dernitres équations , renfermant 3 la fois les
anomalies excentriques =, #/, »/, et les sinus de ces mémes ano-
malies. Reste donc A exprimer les unes par les autres. De pareilles
expressions, au délaut d’étre rigoureuses , pourront au moins étre
approchées ; et ces approximations seront applicables & notre pro-
bléme , pour peu que les observations quon emploira ne soient
pas trés-éloignées l'une de I'autre.

7Q. PREMIERE AFPPROXIMATION. L’'angle est égal & son sinus.
Cela donne ¥=Sin.¥, en désignant I'angle par ¥. On a rigoureu-
sement ¥=Sin. ¥~ :Sin ¥4 L SinS¥4-..,.; Perreur est donc égale
4 ;Sin3Y4-£8inSV4-... En prenant ici pour ¥+ la différence de

nos deux anomalies excentriques ou ='—x, 1'équation
p . . .
- (¢~ 8) = #/—24-Sin.x(Sin.»"—Sin =)
prendra la forme

l;. =28in. 2 (w/mesz){ Cos. : (' —x)4-Sin.uCos. 2 (W)} ;
et sera devenue entidrement algébrique. La supposition ¢==S8in.{ ne
peut étre employée sans erreur sensible quautant que I'observation
moyenne ne différe des deux autres que de lintervalle de quelques
jours ; cependant , elle sert de base aux méthodes de du Sejour
et d’0lbers , comme nous le verrops bientét ; et, dans tous les
cas , elle fournit une premitre approximation fort utile,
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3Sin.4d
. SE RO L ) .
80. SECONDE APPROXIMATION. L’angle 4 est égal & parwo) 11

. . 5 . -
n'en différe effectivement que de%——l—. s, ce qui fait
100

0,0002 , pour ¥=30° ,

0,0018 , pour ¥=45° ,

0,0080 , pour ¥=60° .

Pour un angle moindre que 30°, la différence est insensible. Ce

théoréme se trouve dans ouvrage de Snellius , nommé Cycloméiricus
( Lugd. Batav. 1621 ) ; mais des auteurs trés—instruits, en le faisant

remounter plus haut de prés de deux siécles , en atiribuent 'honneur
au celétbre et savant cardinal Nicolaus Cusanus. Cette formule
fournit , pour la solution du probléme , une approximation plus
exacte, mais elle conduit & des équations plus compliquées.

81. TROISIEME |4PPROXIMATION. IL'angle + est égal &
144Cos.d . , . . 7
mmn.*l/. Il n'en différe effectivement que de ——tee ce

qui fait

0,000005 ,... pour ¥=30" ,

0,000100 ,...pour ¥=45°,

0,000800,...pour ¥=60° .
En faisant usage de cette troisitme formule, on pourra employer
des observations de quelques mois d’intervalle.

82. Dionis du Séjour , dans son Quatorziéme mémoire analitique

( Acad. des sciences , année 1779 , pag. 155 ), a substitué au
secteur curviligne de l’astre, qui est proportionnel au temps , Iaire

rectiligne comprise entre les rayons vecteurs et la corde corres—
pondante. On a, pour le premier,

%— (¢—0) = #/—r4-Sinupe(Sin.»/—Sinx) ;

et on aurait pour l'autre
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-;Z-(0’——0):S'm.(%’~¥}+Sin.,¢(Sin.z/——-Sin.") :

Cet astronome suppose donc tacitement que la différence entre les
deux anomalies excentriques est assez pelite pour étre sensiblement
confondue avec son sinus. Le théoréme auquel cette supposition I'a
conduit, et qui lui a servi pour déterminer la position du plan
de lorbite , est identique avec celui qu'Olbers a publié, dans un
traité allemand en 1797 , et qui revient eneore au principe employé
par du Séjour. Cependant cet astronome ne parait pas en avoir
ticd tout le parti qu’il pouvait, parce que, dans son traite, il s’est
renfermé dans le seul cas particulier , et peu probable, du mou-
vement parabolique. (*)
83. Comme nous avons (75)

(*) En poussant ces approximations plus loin , j’ai trouvé
v 7 80-}-25Cos.4
" Sy 544-48Cos.y43Cos.ay
v 213-f-101Cos.4y4-Cos. 2y
* Sing 1504150C0s. Y=15Cos.24 ’
VI v o 13374924 Cos.f4-49Cos.24 _
" Sind T 10004-1125C05.4180C0s.2¢+45C0s. 3¢

v 315124-26274Cos.Yy4-2264Cos.2d410C08.3y
" Sing 245004-29400C05.¢~4-5880C0s.2+4-280Cos.3¢ :

VII

Les erreurs de ces formules approximatives sont respectivemerit égales & la neuviéme ,
la onziéme , la treiziéme et la quinziéme puissances de langle ¢. En calculant,
d’apres ces mémes formules , Parc de 60, on le trouve

Qaprés IV ... 2 \/3% erreur 0,00004855 ,

306

Qaprés V... 22 \J3% erreur 0,000003614665 ,

435

d’aprés VI ,... 142 \/3: erreur 0,000000219670 ,

@aprés VII,... 222 4/3 : erreur 0,000000018055 .

Tom. V. ’

1]
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3P =r Cos.(s+0) ,

5Q =r Sin(s+4e) , -
bP/=r!Cos.(s+9¢") ,

- 5Q'=r/Sin.(++¢) ;

nous én déduirons
b PQ/'—P/Q)=rr'Sin.{¢'—0o) ,
ce qui devient, en rédu’xsan-t
PQ/'—P!Q=Cos.uSin.(+'—s)+Cos.uSin.u(Sinw'—Sin.s) -
De plus , nous avons (77)
%(e/._o>=(x/._n)+san.,¢(sm.,x—3in.,) ,

ce qui devient, en remplagant 'angle *'—x par son sinus
z—(o/—o)=Sin.(nf—:e)-l—Sin.p(Sin.x/--Sin.,.) .
Il en résulte
PQ'—-P'Q= -E- (¢ —0)Cos.p .
On aura de méme

PIQ/ =Pl = Z;.. (#/~8)Cos.4 ,

P Q'—PQ =i;. (¢/—8)Cos.p 3

d’'ott P'on tire

La dernitre peut étre appliquée , sans erreur sensible , 4 tout angle moindre que 90°.

Ces approximations , quiil serait facile de pousser plus loin , peuvent, dans
certains cas , dispenser de 'usage des tables, et donner lieu & d'autres applications
utiles. Elles donnent en particulier des approximations faciles du nombre =, et c’est

méme dans cette vue que Snellius s'était occupé de la formule S'i. 773 -{-gos. 7
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PQ/'—P/Q+4P/Q//—P/'Q/4-P/'Q—PQ/'=0 :

- équation essentielle , et remarquable par sa simplicité.
84. Divisant les trois premitres de ces équations 1’'une par lautre,
on aura
PQ—PQ 01—
PQI—FP1Q T g—y
PIQI—PIQy  ¢—¢
PQi—PiQ f—g

Ainsi donc, tant que les observations seront assez rapprochées pour
que les angles #/—x , %//—x/ puissent étre confondus avec leurs sinus ,
sans erreur sensible, les trois différences des produits PQ'—P/Q,
P/Q/—P"Q, PQ/—P"(Q, seront proportionnelles aux intervalles
des temps. Il en résulte deux équations entiérement algébriques,
qui ne renferment d’autres inconnues que les deux seuls angles g,
o » desquels dépend la position du plan de Vorbite , et dont nous
pourrons tirer , avec facilité, les expressions litérales de ces inconnues.

85. Procédons d’abord au développement de ces trois différences

. . b
de produits. Faisons —=m ; on aura
a

Cos.8C0s.(8==3<}-Sin.sSin.(—A)Cot.B

mp = Cos.p4Sin.gSin.(8~—A)Cot.B ?
P Cos.8Co0s.(#—3)-Sin. £Sin. (¢—A")Cot. B!
mE = Cos.g+Sin. gSin.(d—.4’)Cot. B/ ?
Cos.8C0s.(8/"—3)~}-Sin. gSin. (8/!==A4")Col . B/
mP/ = : 5
Cos.p4-Sin gSin,(d—A")Cot. B!
Sin. (4=

mQ = Cos.A+-Sin £Sin:(3—A)Cot.B

Sin.(¢/==03)
mQ’ = N A s
Cos.p~+4Sin.gSin.(8—A4") Cot. B

Sin.(¢//—)
Cos.84-Sin, 8Sin.(d==A'yCot. B!

mQ//:
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86. Pour présenter ces développemens sous la forme la plus
simple, mnous ferons d’abord

9/ ——f = f 5
8 et/ — ¢/ s
¢t =h

de manitre que A=7¢-}#/; ces trois lettres désigneront ainsi les in-
tervalles des temps. De plus, nous désignerons les trois dénomi-
nateurs par D, D/, D/ ; de maniére que

D =Cos.p+Sin.pSinSy—4 YCot.B ,
I’ =Cos.g+Sin.eSin. 3y —A4" )Cot. B/,
D/’ =Cos.g-+Sin.pSin. 3—A)Cot . B/ .
Enfin nous emploirons les lettres M, N, O pour exprimer les
trois différences de produit qui suivent:
M =Sin (8 —.4 )Sin.(¢ —3)ot.B—Sin (¢ — A’ )Sin.(¢—y)Cot.B’ ,
N=Sin.(¢ —A Sin.(¢//—p)Cot.B—Sin.(¢/—A4/"Sin.(6 —y)Cot. B/ ,
0 =Sin.[¢—4")Sin(¢//—y, Cos. B—Sin.(#/— A")Sin,(¢/—y)Cot.B" .

87. En faisant usage de ces notations, on aura, de la maniére
suivante , les développemens qu’on demandait, savoir :

DD/ (P ¢ —P Q)=Cos.pSin.t 4-MSin.s ,
D D(P @"—P~Q y=Cos.pSin A+ NSin.p ,
DD/ P'Q/'—P" Q') =Cos.pSin./4-08in.p .

b

88. Reste donc simplement & substituer les expressions que nous
venons d’obtenir dans les égalités (84), savoir

WP @ —P )=t (PQ'—P"Q) ,
JZQ P/Q//___ P//Q/ j= t"( pQ//___ P//Q) .

En mettant ici 3 la place de D, D/, D/, leurs valeurs respec-

tives , tirées de (86); ensuite a la place de PQ/—P/Q, P/Q/—Pl(Q’
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PQ/'—P”Q , leurs valeurs données (87), on aurales deux équations
du second degré qui suivent :

o=(%Sin.z—Sin.%)Cos.’#
~-%8in.£8in..3—A4'7)Cot. B/'Sin.pCos.s
—28in.%Sin.(3—A’ )Cot. B’ Sin.eCos.p
o} (AM—tN;Sin.pCos.p
-2 MSin.(3—A"")Cot.B"Sin g
~—t¢NSin..(3—A’ )Cot.B’ Sin.?s ,

o= (%Sin./—#'Sin.%)Cos.*s
~}-7Sin.#/Sin.(3—A )Cot.B Sin.gCos.g
—/8in.%Sin.(9—A")Cot.B’Sin.pCos.8
-+ (£0—1'N)Sin.pCos.¢
~+-%08Sin.(3—A YCot.B Sin.?g
~—/NSin.(y —A")Cot. B’Sin.?s .

8. Ici je remarquerai d’abord que, tant qu’il n’y aura qu’un inter-
valle de cinq 2 six jours entre la premiére etla seconde, de méme
qu’entre la seconde et la troisi¢me observations, la valeur numérique
des deux différences de produits ASin.z—£Sin.2, /ASin.2/—¢/Sin.k
sera au-dessous d’un dix milliéme , et qu’ainsi il sera permis de
supprimer les premiers termes de nos équations, sans erreur sen-
sible. Divisant alors par Sin.g, elles seront rabaissées au premier
degré , et donneront , pour Tang.g les deux expressions équivalentes
qui suivent

ASin.tSin.(3—A"Cot. B"—1Sin.ASin.(8—~A")Cot . B/-4-h M—tN

—Tang.p= AMSin.(3— A" Cot. BI—tNSin-(3—d" CoL. B/ '

1Sin.’Sin.(§—.4)Cot. B=~1'Sin.kSin.(d~=A")Cot. B/ J-hO~t!N
hOSin, (§~==A)Cot.B—'NSin,(d=—A"")Cot. B

-

—Tang.s=

~go. Essayons de donner aux numérateurs et aux dénominateurs
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de ces deux fractions la forme connue de binéme, savoir FCos.p—GSin.J.
Dans cette vue , nous ferons, pour abreger,

a=Cos.A Cot.B , a'=Sin.4 Cot.B ,
b=Cos.A4' Cot.B’ , ¥/'=Sin.A4’ Cot.B’ ,
¢ =Cos. A" Cot.B” ; ¢’=Sin.4"Cot.B" .

m=Sin.(#— 4)Cot. BSin.#/ —Sin.(¢ —A’)Cot.B’ Sin.¢é ,
n =S8in.(¢—A4,Cot.BSin.0/—Sin.(¢/—4/)Cot. B"Sin.¥/
0=8in,(¥—4")Cot.B/Sin¥/~—Sin.(#//— A" Cot.B5/Sin.g

m/=S8in.(# —A )Cot.B Cos.% —8in.(¢ — 4’ )Cot.B’ Cos.t
n/=Sin.(# —A )Cot.B Cos.t//—Sin.(¢#/— 4"/)Cot.B"Cos.0 ,
o/ =Sin.(#—.A4")Cot.B’ Cos.t”/—5in.(¢//—A")Cot.B"'Cos.¢ .

gt. Enfin, proposons la derni¢re notation que la nature du pro-

bléme exige , et qui parait nécessaire pour présenter linconnue sous
la forme la plus simple : savoir,

D=rhm—in—c'hSin.i+b'iSin % ,
E=hm!—tn'—chSin.t~+biSinte
F=btn—c'hm ,
G="b'tn'"-bin—c'hm'—chm ,
H=btn'—chm’

D/ =ho—t'n—a'hSin.t/+b'1/Sin .k,
B/ =ho!'—t/n'—ahSint/<-b1/Sine
Fl=bt'n—a’ko ,

G =bt/'n-b't'n! —aho—a'to’

H' =bt'n'—aho’ .

g2. Les deux expressions (8¢) deviendront alors



D’ASTRONOMIE. 15

DCos,0—ESin,d
FCos.20=GSin 5Cos.d4-HSin.2d ’
D/Cos.0—FE'Sin.d
FCos,20=—G/Sin.dCos.04-HSin.25

—Tang.e=

—Tang.s=

93. Reste donc, pour trouver 'angle inconnu 3, A égaler ensemble

ces deux fractions qui , par la nature du probléme , doivent étre
équivalentes. On aura l'équation du troisitme degré qui suit:

o=(DF'—D'F)
—(DG'—D'G+-EF/—E'F )Tang. »
~-DH'—D/H+4-EG'—E/G)Tang.*y
~-(EH'—E’H)Tang?y « (*)

04. La tangente de langle inconnu », duquel dépend la déter-
mination de tous les autres ¢élémens est donc la racine d’une équation
assez simple du troisitme degré; et la nature du probléme nous
permet de présumer qu’elle est la seule réelle. Remarquons que
nous ne nous sommes permis aucune supposition sur la nature de
Vorbite, le grand systtme de la gravitation universelle nous apprenant
uniquement que c’est une section conique. En appliquant , daps
chaque cas particulier , les valeurs numériques données par les obser-
vations aux expressions littérales de nos formules , nous verrons
si c’est une parabole, une ellipse ou bien une hyperbole. Dispensés
de lemploi ordinaire et trés-pénible des fausses positions , nous
devons remarquer que notre solution , de méme que toutes celles
de Valgtbre élémentaire, conduit directement au but qu'on s%était
proposé. En supposant 2 la terre un mouvement circulaire et uni-
forme, pendant l'intervalle qui sépare les observations , nous avons fait
disparaitre de nos formules la ligne @ , demi-grand axe de l'orbe

(*) En ne supposant point nulles les deux différences ASin¢-tSin.k et ASin.t/-#/Sink ,

Péquation finale qui donne Tang.d est beaucoup plus compliquée ; mais elle ne
s'¢léve ndanmoins quau quatribme degré,
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terrestre ; cette supposition ne peut donc influer sur les résultats
que sous le simple rapport de I'mégalité de nos trois rayons vec-
teurs : inégalité insensible pendant lintervalle de temps que mnous
avons supposé. Il nous reste donc i enseigner la petite correction
qu'il faut employer, pour faire coincider I'orbite calculée par notre
méthode avec des observations plus éloigndes ; et ce sera lobjet
d’un autre mémoire.

95. Ayant trouvé I'angle », on trouvera l'inclinaison de Vorbite,
ou l'angle g, moyennant I'une ou V'antre des deux formules (92),
dont Fidentité pourra servir d’ailleurs & vérifier le calcul. Connais-
sant ainsi les deux angles desquels dépend la position de Vorbite ,
rien n’empéchera de procéder & I'évaluation numérique des fractions
P, P, P, Q, @, Q, moyennant les formules (85) ; on verra
si les trois différences de produits PQ'—P/Q , P/Q/—P/Q/,
PQ'—P/Q sont entre elles dans la raison des intervalles des temps,
et si la troisitme est égale & la somme des deux autres. Cette
condition étant remplie , on sera sir qu’aucune erreur n’a pu se
glisser dans I’évaluation numérique des formules générales.

96. Toutefois , rappelons-nous que les formules (85) ne nous
font pas trouver les quantités P, P/, P/, Q, @/, (¢, mais

P WP BPr 5O BQY BOQY
a

. . b
les produits — , , ;la fraction — ,
[/ a

e’ o ® o’ a
qui désigne le rapport entre les demi-grands axes des deux or-
bites, étant elle-méme une des inconnues du probléme. Pour éviter

toute erreur, nous désignerons par la lettre #, la fraction {— , et
nous ferons

P=nM , Q=nN , B=n0 ,

P'=nM' , @' =nN , R'=n0,

Pi=pM" , Q'=nN" , R'=n0/.

Comme nous avons déj employé la lettre 2 pour désigner la
racine
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racine quarrée de P>--Q*, nous désignerons de méme par O celle
de M*~4-N*; il en sera de méme , lorsque ces lettres seront affectées
d’un ou de deux accens. l

97. La position du plan étant déterminée , le nombre des in-
connues sera réduit & six: savoir,

Les trois anomalies excentriques », / , */ ,
L’excentricité . . . . . . .. g,

L’angle que fait la ligne des
apsides avec la ligne des nceuds ¢ ,

Le rapport des deux axes 2.

Pour les déterminer , nous aurons les Auit équations qui suivent
(1) 2M =CosSin.u~+Cos ¢Cos.x —Sin.cCos.uSinue
(2) nM’ =Cos Sin.u+4-Cos.sCos.»/ —Sin.cCos.uSinx/
(3) nM/=Cos.Sin.p~Cos.cCos.»/—Sin.«Cos.xSin.x"
.(4) nN =Sin.Sin.x+4SinsCos.x —4Cos.cCos xSin*
(5) 2N’ =Sin.sSine+4-SineCos.x’ 4-Cos.:Co0s.Sin./
(6) aN” =S.ln.iSiD.[‘c—i—Sit].ECOS.;‘”—l—-COS.sCOS.ySin,"//
(7) (¢ —¢)y/ W=+ —=+Sin.x(Sin.»/ —Sin.x) ,

(8) (#/—0y/ mi=r/l—n/ 4-Sin 1 Sin.w"/—Sin.’) .

e

we

Six équations suffisent pour trouver les inconnues qui nous restent.
On poarra employer les équations (1, 2, 4, 5, 7), en employant
la premiére et la seconde observations ; ou bien les équations
(2,3, 5,6, 8, si Yon veat faire usage de la seconde et de
la troisitme. Les deux solutions doivent donner le méme résultat,
et setviront & vérifier 'une par Pautre.

98. En choisissant les deux premiéres observations qui nous
fournissent les six quantités connues M, M/, N, N/, ¢, ¢, nous
aurons les cing équations qui suivent:

Tom. F. 3
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nM =Cos.Sin.p~+Cos.cCos.x —Sin.:Cos.xSin.,,
nM/'="Cos Sin.p-~Cos.sCos.%'— Sin.«Cos.. Sin.
nN = Sin.sSin.z~= Sin.cCos.x ++Cos.¢Cos. 4 Sin.x
nN/==Sin.;Sin.x-}-Sin.:Cos.*»'-Cos.cCos.#Sin.+/
(¥—8)y/ 13 = (#t—n)-Sin.e(8in.x/ —Sin ) «

99. L’élimination de I'angle s nous fournit le meyen de réduire

4 zrois les quatre premitres de ces équations. Nous avons déja
observé , dans le précédent mémoire, que

R—3A" ou n(0—0")=28in.£8in,¢Sin.¥ |
PQ/'—P'Q ou n*MN/—M'N)=2Cos xSin:¥(Cos.#4-Sin.£Cos.0), ’
RR/—PP'—Q/ ou n*(00/'—MM'— NN)=2Cos.*sSin>¥ ;
de méme que, dans le probléme précédent, nous avons employé
les letires ¢ et ¥ pour désigner la demi-somme et la demi-diffé-

rence des deux anomalies excentriques , tellement que *»=¢~y ,

et »=—¢—<. Moyennant cette notation , la derniére équation prendra
la forme qui suit: .

(¢—8)y/ 73=24~+2Sin uCos.eSin.b .

100. Pour présenter nos quatre équations sous la forme la plus
simple dont elles peuvent étre susceptibles , nous emploirons les
quatre lettres @, 4, ¢, 4, de la manitre qui suit: soient

20=0—0',
2b=MN'<~M'N ,
202 =00'—MM'—NN/

2d=0—-0 ,
elles deviendront alors
n a=Sin.xSin.eSin.¥ ,
n*b = Cos.#Sin. ¥ Cos. ¥+Sin.#Cos.¢) ,
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n"c=Cos.£Sin.¥ ’,
dy/ w=+-4Sin..Cos.eSin.¥.
101, Pour tirer de ces quatre équations les valeurs numériques
de nos quatre inconnues, dans des cas quelconques, et sans aucun

emploi de moyens approximatifs , il faut employer les fausses po-
sitions. Alasi , supposant une valeur quelconque & langle ¢, la

. . o . . a -
premiére et la troisitme équations nous fourniront— ==Tang.~Sin.¢ ;
. [

ce qui fera cunnaitre DPexcentricité #. Divisant de méme le quarré
de la troisitme par la seconde, on aura

Cos.xSin.y
= Cos.p+Sin.xCos.y *

o
D

ou
5Cos.uSin ¥mc?Cos. ¥ =¢*Sin.£Cos.o ,

d’od Pon tirera facilement 'angle ¥, moyennant un nouvel angle ,

c2

6Cos

tel que Tanga= , et qui fournira Sin.(¥—2)==_Sin.aSin.#Cos.o.
ad

On aura ensuite

Cos.2eSin.4
n= ——

?
[4

et les quatre inconnues étant ainsi supposées connues, on en fera
Pépreuve sur la quatriéme équation ; on aura soin de noter Perreur
qui en scra résultée , et qui conduira a- une secoade position plus
approchante que lautre.

102. On pourra cependant se passer de l'emploi des faunsses po-
sitions , dans le cas ol les observations sont assex rapprochées pour
que , sans erreur sensible, on puisse faire Sin.¥=v, et Cos¥=1.
Nos quatre équations deviendront alors

n a= Sin £Sin ¢Sin.¥ ,
125 = Cos.£Sin.¥{1-4Sin.«Cos.p) ,
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nc=Cos.£Sin.¥ ,
dy/ n3=Sin.¥(1-4-#Cos.p)

Il sera trds-facile, dans cette supposition ,” d’exprimer’ les angles p 4
¢, ¥, en », de la manitre suivante : _

na3b(2c—nb)

Sin.2p— ——m——————
m.e a3c4-(nb—c)zc> *
. nc(az-f-c?)

2 —

Siny= b(2c—nb)

nb(2c—nb)

Cos‘zﬂr_ __...._—. ;

a3-}-c2

et substituant, on aura pour z, qui forme la principale inconnue
du probléme , l'expression trés-simple qui suit:

1

2cd2—-(a=+c3)b"
n= bdz

103, Cette expression nous fait connaitre , sur-le-champ-, les
trois cas de lellipse, de la parabole et de I'hyperbole. Tant qu'on
aura 2cd* > (a*4-c*)b, le grand axe de lorbite sera posttif , ce
qui indique I'e/Zipse. Dans le cas opposé , de 2cd* < (a*-4-¢*)b, l'axe,
devenu ndgatif, indiquera V'Ayperbole. On reconnaitra la parabole
3 ce qu'on aura alors 2¢d?*=(a*-4¢*)b. Le cercle se reconnaitra sur-
le-champ & I'égalité des trois rayons vecteurs, qui sont proportionnels
aux radicaux R, B/, R, ou bien O, 0’, 0”. On aura, dans ce
dernier cas, Sinx=o0, et Cos.e=1; ce qui donne

n*b=Sin.¥Cos.¥ ,
7 c=Sin.¥ ,
dy/ni=Sin¥ ;

ce qui fournira, entre les trois quantitds &, ¢, d, l'équation de
condition &*=(b*~-¢*)ct.
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104. Substituant , dans les expressions littérales de p, ¢, ¥, la

valeur de z» qu'on vient de trouver , et posant, pour abréger,
a*~4-¢*=f"*, on aura les formules qui suivent:

Sin.k= V/ di—zbod b2/ , Cosp=N2bed — by ,

d3 d2
. e}y 2f2 2wl f2
Sin.p= a\obedi=bfz Cos.o= cd2=bf:

e\ db s 2bcd>}-b3f2 ’ e\ dimm2bed?4-b2f ’

. q)zbcd*-—b*fz
ng=N2C 0
Sin.¥ =
105. Ayant ainsi trouvé les anomalies excentriques » , »* moyennant
«/=¢=V et »==¢—¥ , on passera aux anomalies vraies ¢ et ¢/,
moyennant les équations connues

Cos.xSinpe Cos.x=§-Sin.ze

Sin.e= Cos.o= ——
e 1+4-Sin,xCos.x ? 1-4-Sin.Cos.x '

et par conséquent

Cos.peSinx
Cos.x4Singe

Tang.e=
ou bien
Tang.: ¢=Tang.(45°~—:#)Tang.2 «

106. Connaissant I’anomalie vraie ¢, on aura, pour déterminer
langle ¢ que fait la ligne des apsides avec celle des nceuds , les
équations suivantes, parmi lesquelles on peat choisir,

PSin.¢ PCos.p

Cos.(s+¢>— Cos.eSine Cos.x4-Sin.ge
. S. . C -

Sin.(s--0) = QSin.@ — QCos.¢

Cos.uSine  Cosud=Singge

107. Reste donc 3 déterminer le seul angle , qui fixe l'instant

du passage par le périhélie, et qui sera la seule inconnue de l'une
quelconque des trois équations
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.Z..(e—-g\-nq>=”+5in.pstﬂ.n ’

ou (¢ _—3...»1)‘/5‘:,, ~+-Sin.eSin.x
(# —5—7y/ni=»" 4-Sin.xSin.»
(3//..—-3\—'1) ‘/-n_; =»//-}-Sin £Sinxd

108. Dans cet exposé , on a pris pour exemple la premiére et
la seconde observation , qui ont conduit aux anomalies excentriques
= et =/, et de la aux anomalies vraies ¢ et ¢. On pouvait em—
ployer de méme la seconde et la troisitme observations , par le
moyen desquelles on aurait déterminé les anomalies excentriques »/
et »7, lesquelles auraient conduit ensuite aux anomalies vraies @ et ¢/.

-, a
Les valeurs de Pexcentricité #, du rapport des deux axes —- , de

Pangle ¢, aussi bien que de langle #, qui détermine linstant du
passage par le périhélic , doivent étre les mémes, d’aprés les deux
procedés , avec une petite difference , commune a toutes les mé-
thodes proposées jusqu'ici, et qui vient de ce que nous avons supposé
les rayons vecteurs de Iorbite terrestre sensiblement égaux , pendant

Vintervalle qui sépare trois observations ; qe de plus nous avons

supposé les differences angulaires #/—x» , »//—«/ sensiblement égales

i leurs sinus respectils ; et qu’enfin nous avons supposé ASin.z—zSin.2
q
" et ASin./—#'Sin.z Pune et Vautre évanouissantes. Nous nous réser-

vons d’enseigner, dans un meémoire suivant, les moyens les plus
expéditifs que fournit lanalise , pour faire disparaitre ce resie d’er—
rear; et, en méme temps , nous essayerons de faire usage d’obser-
vations moins rapprochées entre elles. Nous terminerons le mémoire
actuel , en appliquant notre méthode i quelques exemples ; et, dans
cette vue , nous choisirons la seconde cométe que Méchain & découverte
en 1781 , et quil a observée pendant les mois d'octobre, de no-
vembre et de décembre. 1l en a calculé Porbite , supposée Parabolique ,
d’aprés la méthode de Laplace ; il a- trouvé ainsi
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Le lien du naeud ascendant , ou Vangle 3=77.° 22/ 55,

L’inclinaison de lorbite , ou langle g=27.° 12/ 4/ .

Nous ferons Dévaluation de ces mémes angles , d’aprés notre
méthode , laquelle nous apprendra, en méme temps , si Vorbite est
Parabolique , Elliptique ou bien Hyperbolique.

10g. Des cinq observations de Méchain, faites en novembre, nous
choisirons celles du 14, du 19 et du 25 novembre. Elles sont toutes
rapportées & la méme heure du jour , savoir & 8 heures 29/ 44/,
temps moyen de Paris : ce qui fournit, pour les neuf élémens de
notre analise , les valeurs angulaires qui suivent :

Longitudes de la terre, vue du soleil , ou angles ¢, ¢ 9//,'

¢ =D52.2 53 507 , t = 5° 3 147=18194" ,
¢ =57.° 57/ 47, donc ¥ = 6.° 4/ 287=21868" ,
0/=64.° 1/ 32/ ; h=11.° 7/ f2/'=Ro062/ .
Longitudes géocentriques de la comedte, ou angles A4, 4/, 4/
A =307.° 14/ 45, 0 —A =—254.° 20/ 55/ ,
A '=306.° 51/ 26/ , donc /) = A —wwe248.° 54/ 22/
A"=306.° 41/ 37/ ; O v A/ == w2 4,2.° 407 5/ o

Latitudes géocentriques ;le la cométe , ou angles B, B/, B/ ;
B =55. 17/ o/, /
B/ =39.° 14/ 487 ,
B/ =2q.°,58/ 43/ .
‘110. On en tire la liste des logarithmes qui suivent.
Logarithmes des Sin. et Cos. des longitud. Géocent.
Log.Sin.4 =09,9009382 , Log.Cos.4 =g,7819249 ,
Log.Sin.4’ =9,9031620 , Log.Cos.4’ =0,7780232 ,
Log.Sin.4"=q,9040889 , Log.Cos.4/=0,776363g .

Les sinus des longitudes sont négarifs.
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Log. des Sin. et Cos. des Long. de la terre, vue du soléil ;
Log.Sin.! =9,9077605 , Log.Cos.! =g,7804949 ,
Log.Sin ¥ =9,0281887 . Log.Cos.# =g,7248022 ,
Log Sin#/=0,9537546 ; Leg.Cos.#/=9,6414446 .

Log. des trois différences Ang. t, v, h et de leur Sin.
Log.t =8,9455031 ,  Log.Sin.z =8,9449397 ,
Log.#/=9,0253840 , Log.Sin.#’=9,0245700 ,

Log.k =9,2883075 ; Log.Sin.2=q,2855735 .
Il en résulte
BSind — Sinh=0,0000853 ,
A8in.//m=t/Sin.i=0,0000907 ;

On peut donc regarder ces deux différences comme évano?issantes.
Log des Cot. des trois Lat. Géoc. B, B/ , B , et des prod.
_ Sin(¢—A)Cot.B,....;

Log.Cot.B =9,8406070 , "LogSin.(¢# —4 Cot.B =gq,8241976
Log.Cot.B’ =0,0878113 , Log.Sin.(¢ —4’)Cot.B’ =0,0576892 ,
Log.Cot.B”=0,2389351 , Log.Sin.(#"— A4)Cot.B"=0,1875247 .

Log. des prod. désignés par a, b, c , a’, b/, ¢/; (go)

Log.a=9,6225319 , Loga/=9,7415452 ,
Log.b=09,8658345 ,. Logd’=gq,9909733 ,
. Log.c=0,0152990 ; Log¢/=q,1430240 .
Les produits &/, &/, ¢/ sont négatifs.
Valeurs des quantités m, n, o0, m’,n', o et de leurs logarithmess
m=-—0,3454160 , m/=—0,3349471 , »
72 =em0,6285206 , 0/ =—,6368338 ,

0 =—0,2786088 ; 0/==0,3170086 .
Log:
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Logm=9,5383425 , Logm’=gqg,5249762 ,
Logn=9,7983194 , Log n/=gq,8040262 ,
Log.0 =0,4449948 ; Log.o’=g,5010711 .

Valeurs des coefficiens D , E, F,G,H, D/, E/, ¥/, G/, H/; (g1)

D=—0,0259450 , D’'=-}0,0038155 ,
E=w—=0,0141056 , E’/=-o0,0123514 ,
F=-o0,0449740 , F'=-40,0354211 ,
G=-4-0,0747632 , G/=+40,0059353 ,
H=+40,0261437 ; H/'=-—0,0237557 .

Valeurs numériques des prodults nécessaires au calcul des coef-
JSiciens (93) ;

IIs ont été tous multipliés par la neuviéme puissance de dra.
DF/'=-—g19000 , EF/=—[g9636 ,
D/F=+171598 , E/F=+553497 ,

DG’/ =-—1539q91. ; EG'=— 83721,
D/G=—4285259 , E/G=-4g23430 ,
DH!'=~4-616342 , EH/=-+335088 ,
D/H=-} 99751 ; EH/'=—322q11 .
Différences de ces produits , servant & Péquation finale en y ;
DF/'—D/F=—1090598 , EF/—FE/F=—1055128 ,
DG'4-D/'6G=— 439250 , EG/'—E/G=—1007151 ,

DH/—D'H=- 516591 , EH'—E'H=- 12177 ,
dom. V. 4
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iEqmn‘ion Jinale faisant connafire } ;
0=1040593
—1494378Tang. »
~+ 490560Tang.*y
-+ 12177Tang’y .
La seule racine réelle de cette équation fait connaitre la tan-

gente de l'angle §; il sera égal a 91.° 19/ 37/ : c’est la longitude
du nceud.

De 1a on passera & Vinclinaison de Porbite ou I'angle g ; les deux
formules (92) s’accordent a donner
g=1ba.°11/ 567 ,
180.°0—p= 27.°48/ 4" ,
112, Mettons 3 coté les résultats de la Méthode de LAPLACE,
pour laquelle on a employé les observations , beaucoup plus éloi- |

gnées des g octobre, 17 novembre et 20 décembre, en admettant
toutefois la supposition peu rigoureuse , et méme trés-peu probable

du mouvement parcbolique. Elle a donné
9=177.° 22. 55/,
180.0—p=27. 12/ 4/ . (%)

*) Voyez Astronomie de Biot , 2f édit. , tom, 11 , additions , pag. 202.
Dans sa Cométographie , tom, 11, pag. 108 , Pingré , daprés Méchain, avait donné

=770 22/ Bart ,

180.0=g=27.0 13/ & .,
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113. Ayant déterminé ainsi la position de I'orbite, il faudra passer
4 Dévaluation des quantités P, P/, P7 , Q, @/, @, toutes mul-

3 . - a . . I3 .
tiplides par le facteur inconnu < » ou divisées par 2, en faisant

usaze des formules (76). En supprimant ce facteur qui est commun
3 tous, on aura

P =0.5493415, Q =o.8942916,
P/ =0 .3727041 , @ =0.9951803 ,
P'=0,1634109 ; @Q”=o0 .1060116 ;

d’ou il résulte
P Q) —P Q =o0.2133547 ,

PIQ/—PrQ/=0 . 2495918 ,
P Q'—PQ =0 . 4614411 .

Le rapport des deux premitres différences s’écarte trés-peu du rapport
des temps ; de plus, la somme des deux premiéres est presque
rigoureusement égale & la troisicme dont elle ne difféere que de o,0015.
On a employe ici les valeurs angulaires trouvées (110), deduites des
observations de 14, 19 et 22 novembre. En se servant de celles
des 17, 19 et 22, on aurait eu

P @ —P Q =o0.0588550 ,
P'Q/==P"()) =0 . 0883150 ,
P Q'—P/Q) =0 .1470228 .
La diff‘rence entre la troisitme et la somme des deux autres n’est
que de 0,00015.
114. Reste donc & déterminer le rapport n ou -;: des axes, 'ex-

centricité (e, langle s de la ligne des apsides avec celle des neeuds,
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et I'instant du passage au périhélie. Je me bornerai ici aux deux

premiers. On trouve

70871

7= ——

20750

Cette valeur négative de n, et conséquemment de 4, indique une
branche Ayperboligue. Eile explique et justifie la différence entre
nos résultats et ceux de Laplace , déduits de 'hypothése parabolique.
Le cosinus de # deviendra donc imaginaire. Sin.. sera une quan-
tité réelle , mais plus grande que lunité, On trouve en effet

Log.Sin.x=0,6609274 ; donc
Sin.e=4 . 580652 ;
1-}+-Sin.xe=5 ., 580652 ,

1—Sin.x=3. 580652 ;

on aura donc
Distance périhélie ou wm(14-Sinu)b==1,048364 ,
Distance aphélie ou —(1—Sin.x)6=1,633934 .
La premitre , obtenue par la méthode de Laplace;
est  0,0609951 ;
Différence avec la nétre 0,087369 :

¢’est un douzitme du demi-grand axe de lorbe terrestre.



