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PROBLEMES D'ASTRONOMIE. 161

ASTRONOMIE.

Essai d'une nouveile’ solution des principaux problémes
d’astronomie ;

Par M. KrAamp , professcur , doyen de la faculté des
sciences de lacadémie de Strasbourg.

[a Via Via Vo Vi, Vo Yo Vo V]

1. SOIENT, p le temps périodique d’'une plantte ; 2 , le demi-
grand aze; aCos.n, le demi-petit axe ; aSinn, Vexcentricité 5 ¢ ,

Yanomalie vraie ; ¢/ , Vanomalie de Pexcentrigue ; i, le temps,

t
compté depuis I'aphélie; ce qui donne 2= pour l'anomalie moyenne.
P

On parviendra de ¢ 4 ¢/, et de 12 & 7, moyennant les équations
connues

2=t . . Cos.ASin ¢ Cos.g==Sin.2
— = ¢/~}-Sin.ASin.¢’ ing/= —=> Cos.¢/ = ——— 8 .
F 4 o e, Sin.¢ 1—Sin.ACos.@ 05-¢ 1==Sin,ACos. ¢

2. PROBLEME 1. Connaissant le temps t, et pur conséquent
. 2t . . .
Panomalie moyenne — , on demande 'anomalie vraie ¢ , exprimée
P

par une série disposée sclon les puissances ascendantes de l'excen—
tricité », telle que o=A-+-Ba4-Ca*~+-.....; les coefficiens A, B
C,.... étant des fonctions det qui ne renferment point a et qu'il
sagit de déterminer ?

A cet énoncé, on reconnait le Probléme de Képler. Pour le
résoudre, on a employé jusqu’ici la série ¢=1-4-ASin.z4-BSin.oz
~+CSin.3¢-~..... Iciles coefliciens 4, B, C ,.... étaient des séries,
ordonnées sclon les puissances ascendantes de Fexcentricité; con-
vergentes , & la vérité , mais pourtant inlinics, et qui ne sont sommables
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162 PROBLEMES
dans aucun cas. Les coefliciens de la notre seront des expressions
finies ; et elle se trouvera ainsi exempte du défaut de lautre.

3. Solution. Lie premier terme est ce que devient ¢ , dans le

. . 2%l .. 2wt

cas de a=o, ce qui donne — =¢/=¢. Ainsi A= —. Les autres
P P

coefficiens seront ce que deviennent, dans ce méme cas de a=o,

. e . do d¢ dip .
les coefficiens différenticls partiels 5 I= G 0cce- Pris en re=

gardant A comme la seule variable, et le temps # comme exempt
de difTérentiation. Cherchons d’abord 1’équation différenticlle com-
plete entre dz , da et do.

. Cos.ASin ¢
4. De Sin.¢g/= ————— ou de

1—3Sin.2Cos.9 .
0=S8in.¢’—Sin.¢’Sin.2nCos.9—Cos,2Sin.¢ ,
on tire en différentiant
0=da{Cos.2Cos.¢Sin.¢/—Sin.»Sin.¢)
—d¢(S8in.»Sin.¢Sin.¢/—Cos.»Cos.¢)
—d¢’Cos.¢/(1—Sin.aCos.o).

En mettant & la place de Sin.¢/ et de Cos.¢’/ leurs expressions en

A ct en ¢, cette équation deviendra divisible par Cos.p—Sin.a, ct
fournira , aprés les réductions

d2Sin.o4-daCos.a

do/=
° 1=—35in.2.Cos.@

L’autre équation
awt . .
— = ¢/4Sin.»Sin.¢/ ,
p
donne, aprés avoir été différentiée et réduite
2wdt 1—Sin.ACos.¢

/ = —=daSin. .
de daSin.o > o

Egalant entre elles les deux expressions de d¢/, on aura une
équation cutre les trois dillérentielles dz , da, de, dapres laquelle
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do— 2z (1=—Sin.ACos.9)2 df— Sin.¢(z—Sin.2Co0s.0) N :
pCos.3A Cos.a
d’ott il résulte
do _ 2= (1—S8in.ACos ¢)2
( Et— ) _- p_. ‘ Cos.a 2
de . Sin.@(2+=Sin.ACos.0)
( dr ) - Cos.a ’

5. Considérant ici le temps # et l'anomalie vraie ¢ comme les
seules variables , on aura 'équation trés-connuc

. Cos.3a do
di= P

2z (1—3in AL0s.@0)* ?
d’ott I'on pourrait tirer , sur-le-champ , 'anomalie vraie ¢ , moyennant
une série, ordonnde d’aprés les sinus des angles multiples de I'ano-
malie moyenne. Mais, si I'on regarde a comme la seule variable,
et le temps # comme exempt de différentiation , on aura d’abord
do _ Sin.@(2==Sin.ACos.9)

de - Cos.a i

pour le premier de nos rapports différentiels partiels. Faisons ici

do . , .
A==0,on aura ¢:=A4, et E-:—-—:sz.A. 11 en résulte B=—28in.4 ;

et tel est le coefficient du second terme de la série.

6. Pour faciliter les différentiations ultérieures, et les développe-
mens qui , deés le troisitme terme deviennent assez compliqués,
faisons Sin.a=z et Cos.p=y; ce qui donne

do Sin.@ dx dy Sin.2@
— T — D — _—= 0S. A -_—= - e
an o @—2y) gy =Cosa, 2 = e (2may)

e ey de
Remarquons , de plus , que le rapport différenticl T est constam-

zSin @

ment de la forme o la lettre z désignant une fonction entié—
08S-

rement algébrique, ordonnée selon les puissances ascendantes de @

et dc y. Si Von désigne par Pda—+Qdy la différentielle de cetle

fonction z, on aura, aprés les réductions
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dn+rtg Sin.¢ (. Y 3 2 s 3
—_ 2'nx-2 xy)4-Pl1-z D L oo 8, x N
dan4t = CossiHia S }’+ Y ) ( )+Q( = + Y >§
Ainsi, pour trouver ces cocfficiens , il faudra effectuer les multi-
plications ; c’est la seule difliculté qu’il restera & surmonter.

. d . do _ Sing
7. D'aprés cela, pour passer du premier = m\z-xy) au

d - .
second E}é’ on aura n=t, z=—24zy , P=y, Q=x , dod il

résulte
d2¢ Sin‘¢ [nd 2 2 2
o o By =xy—Sxy*4-22%%) .
On en tire
n=2 ; z=5y—ay—6zy*4-22%y3 ,
=—2xy—6y*t-4ay® ,
Q=5—a*—122y462y* ,
donc

3
Bo _ Sing 10—2z*4-212y—26y>~+2°y

dn ~ Cosin 222y 4-50xy — 827y —3faty 8oy
‘ Y Y Y Y

Faisant ensuite n==3 et

z==10==222—21xy—20y 223y ~f-2202 2502y 3—Bx 3y S f a2y in}-8ac3y5
P=—fx=—21y~4-3x2y 44 42y24-50y Imm2fay’—68xytdufazy’ |
Q==—2120=52y+ai444jxy 41502y 2—2423y2—136x2y 3p-foxy+ ;

Jou il résulte

— 162145y +742*y4 1224 206y3

—aty—1 6x3y2—52ox2y3—546xy‘+26x"y3

2882y 45642y —7 22ty ' — 26620y - 482ty

Et ainsi des autres.

dso _ Sin.g S
dré  Cosin l

8. Il ne reste donc qu’i faire , dans tous ces rapports différentiels,
A==0, et par conséquent z=0, ¢=4 , y=Cos.4. On aura

B= ‘—2Sinu4 >
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2C=-}58in. 4Cos. 4 ,
6D=+ Sin.A4{10—26Co0s.>4) ,
24E=— Sin.ACos.A(145—206Co0s.2 4) ,
120F=— 8in.A(306—2228Cos.>A~+2194Cos.*4) ,
et ainsi des autres. On aura o=A~+Bra4+Cr’~+Dr’+4...... La
série , ordonnée selon les puissances ascendantes de la petite fraction
angulaire A, est convergente par elle-méme ; et les coefliciens nu-
mériques qui accompagnent les puissances de Cos.4 ne mettent aucun
obstacle a cette convergence.
g. La série donnée par lillustre auteur de la Mécanique céleste
( tome I, page 181), est

o=A+(2e— §e3+—5- e5)Sin.A+(ie’ Zet4-L e%)Sina A
+(He—2e5 Sin 3 A (22e :;L e®)Sin.4A4
+ 222 ¢58in5 A4 52 e8Sin.6 4.

Pour la transformer dans la nétre, il suﬂira de mettre 4 la place
de Sin.2A4, Sin.3A4,..... les formules connues, ordonnées selon les
puissances ascendantes de Cos.d ; il faudra faire de plus e=Sin.a
et changer enfin les signes de a et de toutes ses puissances impaires ,
attendu que, dans notre formule , les anomalies sont comptées, non
du périhélie , mais de I'aphélie. On reconnaitra bientét ainsi lidentitéd
absolue entre l'une et l’autre.

ro. Faisant , dans cette formule , 7=p ou #=1:p, on aura
¢=/A. Etsi Von fait r=1p, il résultera p=qo°—2a-42ia3— LS4,
On aura donc go°—9¢=oa—Ia'4-Sa%—.. .. et telle est aussi, a
trés-peu prés, la plas grande équation du centre.

11. PROBLEME 1I. On demande d'exprimer le rayon vecteur
r, par une série analogue & la précédente , savoir r=1-+Ba+4Cr*
=Da’A-.....; le demi-grand axe étant supposé égal & lunité ?

12, Solution. On a, par la théorie connue de Dellipse,

Cos.2x

7= ————————————
1—3Sin.2Cos.¢ °
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Le premier terme de la série étant ce que devient r, dans le cas

. . dr .
de a=o0, c’est-a-dire, égal & I'unité; pour trouver e faisons encore

=Sin.a , dz=dxCos. ,
d’ol
y:COS.‘P 3 d_y‘:.-d@Sin_@ ;
donc
dx dy Sin.2¢ do Sin.@
— =052, — = —_ —_— T e— o p— :
da Cos. ; da Cos.A (2 xy) > da Cos;?\@ zy) s
de plus .
L=
r= 9
I—xy

d’olt on conclura , aprés les réductions, la formule tres - simple
dr

o =y Cos.2e

13. Pour effectuer, avec facilité, les différentiations ultérieures ;

n

. r
remarquons que le rapport différentiel T Aura generalement la forme

z

o la lettre z désignant un polynéme ordonné selon les puis-

sances ascendantes de x et de y, et dont la différentielle com-

plete puurra étre supposée dz=Pdr+Qdy. Il en résultera, aprés
les réductions, le rapport suivant

dotir  (n—2)zax—-P(1—aD4-0(2—ay—2y2--xy3)

danrt Cos.i—2a .

‘Aidé de cette formule générale, on passera facilement d’'un rapport
différentiel & l'autre; les multiplications a faire seront la seule diffi~
culté qu’il faudra surmonter. )
.. dr .
Ainsi , ayant eu = =yCos.a, on aura d’abord, par la diffé-
rentiation ,

dr
— " onpd e
e =2—ay =2y hay’
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et d&s lors on pourra se servir de la formule géndrale. Pour trouver
d3y

T 0 op aura

n=32 , z=s—2xy——cy-tay’,
P=—oy~ty? ,
Q=—22—4y+3zy* ;
d’olt on conclura
& . —fr—roy-4acyt142y*

drs — Cos.a

“+gy’—6z*y —102y'4-32°y°

Par un semblable procédé, on fera ensuite n=3,
z=—4a—10y+42*y14ay* gy —6xy —102y 32y

=—4+8xyt14y*—122y  —10yi4-6ay° |

Q=—1o0+42*~4-28zy+t27y*—182%y*—foxy’4-152%y* ;

d’ou on conclura

— 2448z~ 642y +-88y>—82’y

—7 227y 1702y° —6 4y 42827y 1342y 55

+1132y5—362%y —70x2y 152y

dér 1

das  Cos.2A

et ainsi du reste.
14. Ainsi donc , pour trouver les coefficiens de la série r=1x
F-Bat-Crr~+-Dr’—-..... , il faudra voir ce que deviendront ces

. . dr d=r d3r
rapports dx[‘ferentxelsa s T 0 aactt dans le cas de a=o0 ,
. ot ,
qui donne z=o0, ¢=A4=—, et y=Cos.4; et l'on aura
p
B=--Cos.4 ,

2C=~42—2C0s.>4 ;

6D=—10C0s.44qCos.’ 4 ;
24E=—24+4+88Co0s.>4—G64Cos.*4 ,
120F=-416Cos.4—1040C0s.> A+4625Cos.’ 4 ;

ot ainsi des autres.



168 PROBLEMES

15. Dans le cas de =0, on aura A=0 ; Cos.A==1 , et
A3 AS

— — — 4+ ——=...., ou bien, r=1-4Sin.a. Dans le cas de
r=14— &+ 5 , ’ +
- A3 25
t=%p, on aura A==, Cos.A=—1, et r=1—n+} — -—-1:0--{-...;’

ou bien , r=1—S8in.a, 1l est presque superflu de remarquer que
ces deux expressions 1-Sin.», 1—Sin.a , sont effectivement celles
des distances du foyer de lellipse & ses deux apsides. Faisant enfin
t=:p,on aura A=1=, Cos.d=o0, et r=i--a*—at-fabm. ..,
14222
FE=th
de la révolution est une fonction algébrique de la quantité angu-
laire a.

ou bien , r= Ainsi, le rayon vecteur qui répond au quart

16. Nous nous proposerons, en troisitme licu , de déterminer , pour
un temps quelconque proposé , la longitude géocentrique d’une pla-
néte , moyennant une série double , ordonnée selon les puissances
ascendantes des excentricités de la planéte et de la terre. L’extréme
complication des calculs auxquels nous conduit le développement des
coefliciens nous oblige a faire une supposition qui heureusement
est admissible, et qui ne restreint en aucune maniére la généralité
du probléme. Nous supposerons que , la terre étant dans I'aphélie
de son orbite , la planite soit en méme temps 4 une trés—petite
distance de I'une de ses deux apsides. De pareilles époques sont toujours
assignables , et leurs retours doivent former des périodes que l’on
peut déterminer avec toute la précision qu'on désire. Soient, en
effet, p et g, les durées des révolutions anomalistiques des deux
planétes et «, 2 leurs anomalies vraies , pour une époque quelconque.
Il est clair que la premiére des deux planétes passera par I'une

. , , af-m=
de ses apsides au bout d’un temps égal a +

p , tandis que

2@
~+-nz

. B
Vautre passera par l'un des siens au bout d’un temps g:les

2%
deux nombres m , n étant des nombres entiers quelconques, po-
sitifs ou négatifs. Donc , pour déterminer une des époques ou les

' deux
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deux planites auront été ou seront, i la fois, dans I'une de leurs
apsides, il faudra déterminer les deux nombres entiers m et n de
maniére qu’ils remplissent le plus exactement que possible la condition

i__-{-ma- = btne ou mp—ng=— a e
Py P Py q (a g= = s

et l'on sent que la solution de celte question ne peut présenter de
difficulté.

17. PROBLEME IIl. On demande , pour un temps quelcongue
proposé , la longitude géocentrigue d'unc planére géncralement ex-
primée par une série double , ordonnée selon les puissances ascen-
dantes des excentricités de [lorbite de la planéte et de celle de
la terre?

18. Solution. Supposons que la terre et la plantte ayant quitté
au méme instant leurs aphélies A, B (fig. 1), soient arrivées ,
au bout du temps 7, aux points P, Q de leurs orbites respectives ;
en désignant par F le foyer commun ou le centre du soleil , et
supposant que la ligne des équinoxes soit EE/, l'angle EHQ sera
la longitude géocentrique de la planéte. Désignons de plus:

par p et ¢ les durées des révolutions anomalistiques,

par @ et b les demi-grands axes des deux orbites,

par aCos.a et 5Cos... leurs demi-petits axes,

par aSin.a et 4Sin.e leurs excentricités ,

par « et g les longitudes EFA, EFB des deux aphdlies,

par ? et ¥ les deux anomalies vraies AFP, BFQ, a I'époque 2,

par ¢ et ¥ les deux anomalies de I'excentrigue,

par 7 et s les deux rayons vecteurs FP, FQ,

et enfin par w la longitude géocentrique demandée EHQ.

19. Les deux longitudes héliocentriques seront ainsi les angles
EFP, EFQ; et 'on aura

EfFP=2—¢, EFQ=p—y¢ ;

ce qui donne
. Tan sSin.(B==)==rSin.(z—@)
= .
8 5Cos.(8—4)=rCos.(a—@)
Tom. 1V, 23
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On aura de plus , pour les deux rayons vecteurs FP et FQ ou
rets
aCos.2n bCos.2pe
r=— —_—
1—Sin,.ACos.p = 1—Sin, ,u.Cosxlz

On aura enfin les équations, d¢ji employées dans le premier pro-
bléme , par lesquelles on passe de lanomalie vraie 4 l’anomalie
moyenne , et réciproquement : savoir ,

. Cos.ASin. . Cos.uSin.
Sm.¢’=—-—7-ll?-—- R Sm.q/:——_—”i ,
1—Sin.ACos.® 1=38in.pCos.y
Cos.p~—Sin.A Cos.g—Sin.A
Cos ¢/ = ——— Cos ¥/ = ————o
1—Sin,ACos.9 ’ 1=—Sin.xCos. ¢y ’
2

# awt . .
: =¢--Sin.aSin.¢ = =¥4Sin.xSin.y .
q

20, Comme on demande pour w une série double , ordonnée selon
les puissances ascendantes des deux excentricités, telle que
w=A=4Bad-Cr*4-Dr>~4.cesns
S4B/~ C/ D/ 22 e vane
C D/ p P Feianans
=D/ g3t

on voit que son premier terme 4 sera ce que devient l'angle w,

2zt
dans le cas de a==0, w=o0; ce qui donne r=g, s=b, ¢=—,;

£
...m dou il résulte
q

aSin. (u—-'f—t ) ~5Sin, (ﬁ— idd

aCos. <u—-23£> —bCos. (/3—2“

. Les deux coefficiens qui suivent, B et B’ » seront ce que

Tang.4=

deviennent les deux rapports dxﬂ'erentlels , dans la méme sup-

da d
position de a=o0 , x=o0 ; et lon voit que la differentiation doit
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’

porter uniquement sur les deux excentricités » et g, et que le

temps ¢ doit étre regardé comme exempt de différentiation. On
aura ainsi

do Sin.¢(2==Sin.ACos'@) dr
-é-}: —_— Cos.n ’ —d: =GCOS.ACOS.¢ 2

ay Sin.{d(2=Sin.xCos.4)

ds
— — '
du Cos.pe ’ dee =b5Cos.xCos.v .

22. Enfin, de I'expression de Tang.w , donnée ci-dessus , on
tire Pexpression générale de dw , ainsi qu'il suit

=—r2d@4-rsd@ Cos.(e— p==¢-t-¢)=—=sdrSin. (a—p=—p-})
dow = ——s2d4-rsdd Cos. (a=sepom @i ) 4-rdsSin. (a=—p—e-4-)

72—2rs5 Cos. (= Bum@~f=y ) 452 5
. . . dw dw
_ee qui donnera, pour les deux coefficiens partiels — , ™
23
dew Cos.A giCos.MSin.(p(z—Sin.ACos.tp)
dr  r2—2rsCos.(a—B=-@4- )52 (1—Sin.ACos.¢)2

abCo0s.?xSin. ¢ (2=Sn.ACos.0)’ C
(1—Sin.ACos.) (1 —Sin.xCos.¢) 0s.(¢—p—¢~)

abCos.2..Cos.¢
—_—— T _Sin.(a~p—ao+) Y
(1=—Sin.xCos.}) Sin (“ o=t )i’
dw Cos.pe 52Co0s.2pSin. (2==Sin...Cos.¢)
de ~ r2==arsCos.(a—p—g@--)4-s? (1—"S5in. e Cos. )2

abCos.2ASin.y(2—Sin.xCos.¥)
(1—Sin.AC0s.¢) (1=Sin.xCos.{)

Cos.(a—p—¢+V)
abCos.2aCos. 4,
(1—Sin.ACos.¢) Sm.(u—p—-cp-l-‘l’) } )

24. Pour en tirer les deux coefficiens B, B/, il faudra faire ,
o 2=t
dans les deux expressions , a=o , =0, r=a,s=b, ?=—,

2@t «
4 =~ ; on aura ainsi
q
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I , 2=t
B = 22*Sin,—

2@t awmi
2 e gh COS, Sy S Sttt b2 P
a* ~abCos.(a—p— Zop- 22 )

. 2zt 2zt 2wt t .. 2 2
—245Sin. —;- Cos.(a-ﬁ—-; -+ —1) —~abCos. 2= Sin. (u-,e-_ff_{-_f-t)?
9 P

I . 2=t
26°Sin, —
2%t amt q

B/ =
aﬁ-—zabCos.(u—ﬁ——_ — b2
4 + 9

~2abSin. i‘iﬁ-Cos. (u-s—:f-t -+ ff—t) ~+-abCos. fffSin.(«-,s-f-W-f +-21! } .
P P 9 q P q

25. La forme, trés-compliquée, des deux différentielles partielles

dw dw .
o T ne permet guére de procéder , avec quelque espérance de
succes, au développement des coefliciens ultérieurs ; et nous avouons
que la formule que nous venons de trouver ne pourra guére é&tre
regardée que comme le résultat d’une premiére approximation, 2
laquelle il nous parait convenable de nous arréter. Pour trouver la
longitude géocentrique , avec une plus grande précision , il faudra
encore recourir , dans chaque cas particulier, 3 T'emploi des tables,
et renoncer aux avantages qui pourraient résulter d’une formule
générale.

26. Connaissant la position des deux aphélies, ou les angles EFA,
EFB ; et les deux longitudes héliocentriques EFP , EFQ , et par
conséquent aussi les deux rayons vecteurs FP , FQ, on trouvera la
longitude géocentrique , ou langle EHQ par la formule
FQSin.EFQ—FPSin.EFP
FQCos. EFQ—FPCos.EFP °
Ici la ligne FP, rayon vecteur de la terre , peut toujours étre regardée
comme donnée ; mais, pour trouver FQ, rayon vectcur de la planéte,
il faut connaitre 'anomalic vraie de cette derniére, ou P'angle AFQ,
qui est lui-méme égal 4 la longitude EFB de I'aphélie, moins la
longitude héliocentrique EFQ ; ce qui fait naitre une difficulté,
lorsque, de la longitude géocentrique , qui est la seule donnée, tapt

Tang. EHQ =
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par les tables que par lobservation, on veut repasser 4 la Iongitude
héliocentrique. La difliculté sera levée, par la résolution du probléme
que voicl.

27. Connaissant , outre les longitudes des deux aphélies | aussi
bien que les grands axes et les excentricités des deux orbites,
la longitude gdocentriqgue d'une plancte , pour un instant doand ,
trouver sa longitude héliocentrique ?

Désignons par

B l'angle EFB, longitude dec l'aphélie de la plantte;

b le coté BF, demi-grand axe,

w l'angle EHQ , longitude géocentrique de la plandte,

J le rayon vectcur FP,

» langle EFP, longitude héliocentrique de la terre,

¢ Pangle EFQ, longitude héliocentrique de la plantte;
donc , AngFPH=w—, ,

Ang PQF =w—s .
I’angle BFQ, anomalie vraie de la plandte, sera B—¢; et I'angle
formera ainsi 'inconnue du probléme.

Le triangle FPQ donnera FP : FQ=Sin.(ww==¢): Sinu(sw~=1) ; donc
F Q_ Sin, (we==—y)

- Sin.(vv—a)f'
Mais , parce que FQ est un rayon vecteur de l'ellipse ; on a aussi

F Q _ b5Cos.2e )
- 1=—Sin.xCos,(B—4¢) *

donc, si on pose, pour abréger,
5Cos.2p
SSin, (w=—1y) =75

on aura I'équation

1 =7Sin.(w——0)-4Sin,xCos.(B—¢).
Pour la résoudre, il suffira de faire
nCos.0—Sin.uSin.B
nSinww—4-Sin..Cos.B

Tang K= . R*=n*~4-2nSin.uSin.(w=B)-+Sin s ;
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et I'on aura finalement

Cos.(i+K)= — .
Le probléme sera résolu.

28. PROBLEME V1. On demande de comprendre les époques
des conjonctions et des oppositions d’une planéte dans une seule
série double , ordonnée selon les puissances ascendantes des deux
exceniricités ?

2qg. Solution. Par les mémes raisons exposées au sujet du précédent
probléme , le temps # sera compté d'une époque ol , la terre étant
dans son aphélie en A, la plantte était trés-prés de l'une de ses
deux apsides B ou B/. Les quantités données du probléme seront
donc : savoir, les demi-grands axes @, & des deux orbites; les deux
demi-petits axes @Cos.»n, #Cos.x. ; les deux révolutions anomalistiques ,
P, ¢ ; enfin l'angle AFB que les deux grands axes font entre eux,
et que nous désignerons par ¢; et les lettres ¢ et ¥ continueront
4 désigner les anomalies vraies AFP, BFQ des deux plandtes au
bout du temps £ On aura ainsi AFP=¢, AFQ=s+7¥; ce qui
donne , pour le cas du probléme ¢—¥—si=n=; la lctire n désignant
un nombre entier pris A volontd, pair dans les conjonctions , im-
pair dans les oppositions. 1l en résulte 1'équation différentielle
de=dy ; c'est la premicre des équations différentielles qui nous
conduiront & la connaissance des coefficiens.

3o. La série étant suppoesée de la forme

t=A+Br~4Crx>4-Dr’ ...
+B’H+C/AF+D/A"LL+......
A Cr 2D,
D13

Le premier terme A4 sera ce que devient # dans le cas de a=o,

2t 2%t ' . .
uw=o ;or, on a, dans ce cas, ;— =¢, —=%¥, ce qui fournit
q

. 2%t 2=t
Péquation — — — ==n=-}~:; done
P q
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A= (net-)pg .
2w(g—p)
Telle est la valeur du premier coefficient de la série.
31. Les coefficiens B, B’ seront ce que deviennent , dans le
. . de dt
cas de n=o0, »=0, les deux rapports différentiels partiels — , ™ :
f‘
On a trouvé (4), dans le premier probléme , pour la différenticlle
complete de ¢,

2w (I—Sin.ACo0s.0)2 Sin.@(2==Sin.ACo0s.¢)
do= di— da ;
pCosia Cos.a

on aura de méme, pour la seconde orbite,

di= 2w(1==Sin,Cos.¢)2 A Sin.(2==Sin. g Cos. )

gCos.p Cos.ze

de

Egalant entre elles ces deux différentielles, ce qui est effectivement
Péquation de condition (29) des syzygies, on en tirera la différen-
ticlle compléte de z qui doit répondre 3 la nature du probléeme ;

. . .o, . de de
ce qui donnera ensuite , pour les rapports différentiels N

dt 1 P9 Co05.22C08.3pSin.@(2m==Sin.ACos.¢)

an = P qCOS.3/«;(1—-5in.AC05.¢)3—pCOS.3A(l—Sin.chOs.xP)‘ ?

e I pgCos.2C08.3ASin.J (2==Sin.p Cos. )

:i—/: ~ e gCos3u(1—8in 2Cos.9) *—pCos.3A(1—Sin.xCos,¢)? *

32. Il nc restera qu'a faire, dans ces expressions, a==0, x=o0;

. 2@A 274 . .
ce qui donne ¢=-——, ¥=——, pour avoir les deux coefficiens
P q

B, B’. On trouvera ainsi

pqSin. 24 pqSin. 222
— P /= ————— *
wg=p) w(g=p)

33. Les coefficiens €, €', €/ des termes du second ordre seront
ce que deviennent, dans le méme cas de A=o0, x=o0, les trois
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e iels — adee e
rapports différentiels partiels prelt m vyt Faisant , pour
abréger

P=1—S8in.»Cos.p , (=1—S5inpxCos.y ,

ce qui donne

dP=—d5Cos.2Cos.¢ 4do Sin.»Sin. ¢ ,
dQ@=—duCos..Los.y+d¥Sin.p.Sind

on parviendra ainsi & donner une forme un peu plus abrégde aux

t dt .
deux rapports ™ lesques deviendront
de¢ pqCos.2AC0s.3,Sm.0(1-4-P)
27 N =+ ~ >
da gP2Costp—p):Cos.in

d¢ pgCos.2eCos3ASin.d (14-0Q)
..m‘( dpe - g P2Cos.3p—p(Q2Cos.3a

Mais il est convenable d’abréger encore. Désignons par #, M , N
le dénominateur commun et les numérateurs de ces deux valeurs,

de maniére qu’on ait

dt M de N
—_— = — 2o — = — ;
27\ F ”(d,; F

fes différentiations partielles nous apprendront que
dF
( ey )=—-—2qPCOS.7»3HCOS‘¢+310Q’SEH.ACOS.’A
d‘¢ - LY 3 . . T
-+ ( o ) (29 PCos.’Sin.2Sin.e—2pQCos.’A8in &Sin.¥) ,
dF a .
( -a ) ==42p(JCos..Co5.°rCos.4— 37 P>Sin.xCos.%
" d . .
-+ ( :—i,ci ) (2qPCos.3ySm.ASm.¢—2pQCos.37»Sin.‘uSin,\L) 5

i s
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~

+< >(quos 2»Cos.3¢(2Cos.e— Sin.»Cos.> ¢~ Sin.2Sin.*¢
am . . C e )
( m >=-—oquos:ACos.’,uSm.nyn.@(z—-Sm.ACos.fp)
aJ . ) ) \
-+ ( T )quos.’ACos.Jy@Cos.ga-—Sm.ACos.=¢+Su;.ASin.’¢) s
( o )—-—oquos. aSin.aCos ?xSin ¥ (2—Sin.«Cos.4)
de . e e
~- ( e )quos.SACos.’,u(2Cos.«l/——Sm.paCos.zﬁl/—-l—Sm.pabm.%L) ,
an e '.
(d—”- ) -:-_--—quosﬁACos.ySm.¢\4Sm.y-i-Cos.2,«4C05.¢-—-2Sm.’;aCos.'~l/)

+( .ji )P7Cos.3ACos.’ﬁ(ZCos.¢+Sin-#Si""‘P“‘Si“'f‘COS'Zﬁ"

do
Reste donc a trouver les expressions littérales de ( ) ( >

dr et dee, et d cffectuer ensuite les développemens. Or, ayant déji
exprimé do en d# et dr, de méme que d¥ en ds et de, on n'aura
qu’d substituer , dans 'une de ses expressions, la valeur de dz en
dir et de : on aura ainsi la différenticlle compléte de de ou dv ,

d’ott on conclura

pSin.gCos.2a(1 4+ P) Q> ( ) __ gSinJCos2u(14-Q)P>
) gP2Cos3u=p(Q3Cos.ia’ gP2Cos.3u—pQ2Cos.3a

34. Aprds avoir effectué ces développemens, on pourra procéder;

. v . o . . dzz
sans difficulté, 3 la détermination des rapports différentiels el

dz¢ da¢  Avant dr 1
—_— n — ==, 2 p— -
T’ dfaz ya 2a~( o , w(d‘u } -7 il en ré
sultera

2=r (52 )=#( d"> M(

TOm. 1}7 2—-}
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e (i) =F (5 )25 ) ==+ (5 0 ()
szz(dt)__< )+ (dF>

35. Ainsi donc, pour trouver les coefficiens €, €/, €, de nos
termes du second ordre , il fatdra voir ce que deviennent ces
rapports différenticls partiels , dans le cas de Aa=o0, x=o0. On tire

.. i 2w A 2w A4
de cette supposition P=1, =1, ¢= P V= ; eten con-
- 9

tinuant, par abréviation , d’employer les lettres ¢ et ¥ 4 la place
de leurs valeurs , on aura, dans la méme suppesition de a=o,

#=0 »
F=q—p , M=o2pgSin.p , N=2pgSin.y ,

do 2pSin.@ d4 ) 2¢Sin.
ley e (4N orn
A g—p dge g=p
ct ensuite

( ):-_oqus ¢, ( ) =-}-2pCos.¥ ;

( ) pq(q—5p)Sm #Cos. ¢ ( ) 4pq’Cos ¢Sm $
9—>r

( ) pq(5q—p)Sm 4 Cos. J/ ( ) =+ 4p29CosSing

9P 9—p ’

we

36. De 12 on pourra passer immédiatement aux rapports différentiels
dat da d=¢

du second ordre = m, d‘uz

. On aura, toujours dans le cas

de a=o, ,u-o,

Pq<’»p+3q)
da Zﬂ(q—p)* Sin.¢Cos.o ,
&= (pSin.eCosb47Sind
dade """Wq__p\zl’ in.pLos.¥+4¢5in¥Cos.0) .
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2 5943
&t P11 o 4 Cos.t
dur  2w@(p—g)?

d’ou l'on tire enfin

C — p9(5p+437)Sin.¢Cos.¢

4m(g—p)?
C/'= 8pg(pSin.@Cos.y~¢Sin. Cos.0)
- hm(g=p)>? ’
Cli= Pg(59~4-3p)Sin. Cos.y
- 4a(g—p)?

37. Pour trouver pareillement les coefficiens D, D/, D/, D/, des
termes du troisitme ordre , il faudra différencier de méme , par
rapport & » et «, les rapports différentiels dont nous avons donné
la liste (33). Nous n’exécuterons pas ces développemens; mais la
route est tracée, et, en attendant, la série

t=A~+Br4-Cxr
+B/I"+C/A‘u
+-C/er

fera connaitre , 3 peu prés, les époques auxquelles il arrivera quel-
que conjonction ou opposition de la plantte a laquelle se rapporte
ellipse BQB/ de la figure.

Nous poursuivrons ces recherches dans un procbain article.




