ANNALES

DFE. MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES,

Analise transcendante. De I’intégration des équations linéaires d’un
ordre quelconque, a coefficiens constans, dans le cas des racines égales

Annales de Mathématiques pures et appliquées, tome 3 (1812-1813), p. 46-51
<http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1812-1813__3__ 46_1>

© Annales de Mathématiques pures et appliquées, 1812-1813, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de Mathématiques pures et appliquées » implique
I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AMPA_1812-1813__3__46_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

i EQUATIONS

ANALISE TRANSCENDANTE.

De lintegration des équations linéaires d'un ordre

quelconque » @ coefficiens constans , dans le cas des
racines égales ;

Par M. F. M.

[a Vi Vi, Vio o Vi ¥

A M. LE REDACTEUR DES ANNALES,

MONSIEUR ,

ON sait quen procédant 3 Tlintégration des équations linéaires, &
coefficiens constans , la substitution de ™ au lieu de y , semble



)
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en défaut, lorsque deux ou un plus grand nombre de racincs de
Iéquation en 7 sont égales entre elles; et que d’Alembert publia
en 1748, une méthode trés-ingénieuse pour écarter cette difficulté.
Cependant , quel que soit le mérite de cette méthode, adoptée par
Euler , dans son calcul intégral , et depuis par les auteurs de tous
les traités sur cette matiére , il m’a semblé qu’elle laissait & désirer
un procédé plus rigoureux.

Je n’ignore pas qu’au fond le moyen employé par d’Alembert, et par
les autres géometres aprés lui, peut étre entiérement justifié , soit
par des considérations tirées de la thdorie des limites , soit en faisant
adroitement disparaitre dans les termes & conserver ( par un calcul
un peu long quand il y a plus de deux racines égales ) la quantité
infiniment petite dont on a supposé que les racines venaient a
différer. Mais cette petite différence % que, dans tous les traités que
je conmais, Uon annulle, sans que les quantités ¢k, ck*, ck®,...
deviennent nulles en méme temps, occasione toujours de ’embarras
aux commengans, quine peuvent pas encore saisir le véritable esprit
de la démonstration.

Je pense donc que la méthode suivante , qui mest point sujette
aux mémes difficultés, ct quia l'avantage de donner immédiatement
Iexpression générale de l'intégrale, quels que soient Uordre de I'équation
et le nombre des racines égales, pourrait étre introduite , avec
avantage , dans les élémens ; et c’est pour lui donner la publicité
nécessaire que je me suis déterminé , Monsieur, & vous ladresser.

§. L. Cas ou toutes les racines sont égales.
Soit 'équation
d"y4-A4d"*y.dz--Bd" *y.da*~4-....~+Nyda"=o0 ; ®
on sait que son intégrale complette est
y: a/emlx+a//gm”x +a///em',’x+. oo +a(") em(")x
m!y m, m”,....m™ étant les n racines de Péquation

m "+ Am* +Bm" ... .4 N=o , Q@
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qui provient de la substitytion de €™ , au lieu de 4", dans
Téquation (P)

Quand tontes les racines de I’équation (Q) sont égales entre elles
et & m, lintégrale assignée se rédait i *

= (@/a A o A g

H
mais cette valeur de y n’est plus qu'une intégrale particuliére , puis-
quelle ne renferme qu’une seule constante arbitraire «.

La simple substitution de ¢™, au lieu de y, parait donc étre ici
en défaut, et ne pouvoir faire connaitre la véritable intégrale de la
proposée (P).

Cependant , puisque cette substitution satisfait toujours & I'équation
différentielle , et puisque le défaut apparent de la méthode dépend
d’une certaine relation existante entre les coefliciens constans

A, B,....N; supposons

y=ue";
z étant une fonction de x qu'on peut espérer de déterminer en
telle sorte que lintégrale renferme le nombre de constantes arbitraires
nécessaire a la question.

Remarquons auparavant que , dans le cas ou Iéquation (Q) a

toutes ses racines dgales, comme elle est équivalente & (m—m)"=o0,
on a

n n=—I 2
=4—. m- .,

I

n NI Ne—2
C=m— . m®

1 2 3 ?
.C.l.l...t';...'.l.“.."
N=-+m"

H

le signe supérieur ou le signe inférieur devant étre pris , dans la
valeur de N, suivant que 2 est pair ou impair.

En
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En conséquence , la proposée devient
n n n-g 7 n—I n-2 2 .2 -+. n B o .
d — =d y.mdx—[—-—.-——d yamrdat—., tmhdat=o0 ;

or, on sait que , lorsqu’une fonction ¥ est de la forme u.t, u et ?
étant des fonctions de #, on a

d'y=d"(u.t)=(du+d2)" ,
pourvu qu’on écrive le developpement avec les précautions conve=
nables ; c’est-a-dire, qu'on a

—1
d"y::td"u—l— — 4"y d-- == d"2udt~=... F-u.d? ;
I 1 2
mais , quand /=¢™, on a, par la nature de la fonction ¢
d"t=t.(mdx)" ;

donc ,

dry= Hd" w4 .z. d*™*u.mdx+ -% . z ’u.mzdx/z—-l—....—i—u.m"dx”); (R)

mais Ja forme de la proposée, dans le cas actuel, est

tyamrdz--... . JTm"da"

dn — _ri dn-z
I

en mettant donc, dans le second membre de cette dernitre équation,
au lieu de d™ 'y, d™*y,..., leurs valeurs en 7, #, «, tirées de la
forme générale (R), égalant ensuite entre elles les deux valeurs de
d"y , et divisant de part et dautre par #, on aura léquation

identique
d"u- ’-:-d""u.mdx-l- Z *uandat~-.. | =o. ¢
— —x- d"y.mdz——2 -75- 71—2_ d**u.m*da®—.
m*da*—...
Tom. I, 7
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ce qui'donne d"w=o0;et, en intégrant ,

u=g'{a’z+a" x4 .. .A-aPa™?t
donc

y =1 =(a'-a"x4-a" 2>+ ... . FaWa" " )em
valeur qui, renfermant 2 constantes arbitraires , est I'intégrale completie
de la proposée (P).

§. W. Cas o quelques racines seulement sont égales.

Lorsqu’il n’y a que p racines de 'dquation (Q) qui soient égales
entre elles et & m ; n étant supposé égal & p-t-g Vintégrale se
réduit a

y=(a/ta"+...FaP)em g-q+ R B TN 2
ou
y=a.L™4-ql+1 L R T B¢ S O ;
intégrale qui n’est que pariiculiére , puisqu’au lieu de 7 ou p--g
constantes arbitraires, elle n’en renferme que 1-¢.
Dans ce cas, I'équation (Q) revient 2
(m—m) (n—m®+ ), . (m—mP+D) =0,
Considérons séparément le premier facteur, et posons l'dquation
mP 4 A'mP Y- B/mP o -H =0.  (Q)

Il est évident, par le cas général que nous venons de traiter, que
cette équation se rapporte a ’équation  différentielle

Py A3y dat-B/d 2y da ..o AHydaP =0 , = (P)

dont toutes les solutions y=¢™* seraient égales entre elles ; en sorte
que son intégrale sc présenterait sous

la forme particuliére
y=ucm.

Si donc, en raisonnant comme dans le cas général , nous ins-

tituons les mémes calculs , nous trouverons , pour l'intégrale complette
de cette équation (P/),



RESOLUTION GENERALE DES EQUATIONS. 5:
Y =uem =g/ -0 aa" > .o . HaDaF ) .M
valeur qui renfermera p constantes arbitraires.

Mais, d’aprés la propriéié des équations différentielles linéaires,
Von sait que, si I'on a 7 valeurs particulieres de 5, leur somme
donne immédiatement 'expression générale de cette fonction.

Donc, en réunissant la valeur précédente de y aux solutions fournies
par les ¢ facteurs inégaux de l'équation (Q), lesquelles renferment
chacune une constante arbitraire, nous aurons enfin pour intégrale

complette de la proposée (P)
y=la/+a" x40z a2 1) e AR TN Pl D,
J’ai T'honneur , etc.

Périgucux , le 27 juin 1812,




