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ELLIPSE ET ELLIPSOIDE. 2
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GEOMETRIE ANALITIQUE.
Recherche de quelques proprietes de lellipse et de
lellipsoide ; :
Par M. BRocuar , professeur de navigation & St-Brieux.
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Véquation d’une ellipse , rapportée 2 son ecentre et & deux diamdtres

Tom. 111, 4



26 ELLIPSE
conjuguds ‘quclconques 22 et 25. On sait qu'une tangente } cette
ellipse a pour équation
a*yy'tbrxxl =a*b* (B)

#/ ct y/ étant les coordonnées du point de contact, lides entre elles
par I'équation (A).

Soient désignées respectivement par 4/ et 5/ les distances de 'origine
auxquelles cette tangente coupe les axes des x et des y

;- alors,
dans P’équation (B),
x=o0 y=u,
b i
a devront répondre
¥=o ' x=a’ ;

on aura donc, d’aprés cela,

- a2 b2
[ — e
== J’—b,,,

substituant donc, dans I'équation (A), il viendra

a*b*-b"a*=a”?b"* ©)
et I'dquation de la tangente sera simplement
ay+-brx=a'b. (D)

Concevons présentement que a’ et 5/ soient seuls donnés, et
que 2 ‘et b soient deux lignes variables , lides uniquement entre elles
par Péquation (C) ; alors cette équation sera celle d’une ellipse,
rapportée d deux diametres conjugués 24/, 20/

L’équation (D) sera celle de 'un des c6tés d’un parallélogramme
inscrit 4 cette ellipse, de manitre que ses diagonales soient les deux

diameétres conjugués 24’ et 24/.

Et , quant & Iéquation (A), elle appartiendra & toutes les ellipses
qui, ayant méme centre que la précédente, et leurs diamétres con-
jugués dans la méme direction que les siens, auront successive-

ment ces diametres doubles des coordonnées de tous ses points.
Et il est aisé de voir que ces dernitres ellipses , inscrites & une
‘suite de parallélogrammes inscrits eux-mémes a la premiere ellipse,
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seront aussi inscrites au parallélogramme dont il vient d’étre question
ci-dessus.

De 13 résulte le théoréme suivant :

THEOREME. Si, & une ellipse donnée , on inscrit arbitraire-
ment un parallélogramme dont les cdtés soient paralléles & devx
diamétres conjugués ; lellipse inscrite @ ce parallélogramme , de
maniére & ce qu'elle touche les milieux. de ses cétés, se trou-
vera aussi inscrite au parallélogramme dont les diagonales seraient
ceux des diamdtres conjugués de la premiére ellipse , auxquels les
cotés de Pautre parallélogramme sont supposés paralléles.

Supposons actuellement que les diameétres conjugués dent il a été
question jusqu’ici soient rectangulaires.; et soient conséquemment les
axes mémes de la courbe, I'un des parallélogrammes deviendra un
rectangle , et l'autre sera un lozange. Or l'équation (C) donne

! a—— b
a= 2 TF , dok fab= 1L V=T ;

mais 4ab exprime l'aire du rectang% inscrit 4 lelllpse donnee par
Péquation (C) ; onc———\/b”——b‘ xprnme aussi cette aire; or, si

Von dgale & zéro le coefficient différentiel de cette cxpression, pris
par rapport a 4, il vient

.

=t L , dou a= “i‘—*
A e
valeurs qui déterminent les quatre sommets da plas grand rectangle
inscrit, lequel, comme il est facile de le voir, a -pour ses dlagonales
les diametres conjugués égaux de Dellipse, et est conséquemment
sernblable au rectangle formé par les tangentes aux sommets de
cette ellipse. - :

De Ia nous pouvons conclure que, de toutes les ellipses inscrites
au lozange qui a pour sommets les sommets de la premicre cllipse,
la plus grande est celle qui est inscrite au rectangle dont les dia-
gonales sont les diametres conjugués égaux de celte premiére ellipse,
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L’ellipse ainsi construite est semblable 4 la premidre, et a son aire
moitié¢ de la sienne.
Si dans lequation (C) on fait f=¢, on aura
a'b’
4= Ve
quantité facile & construire. Alors le rectangle inscrit sera un quarré,
et lellipse correspondante un cercle ayant pour rayon la valeur
de 4.
§. 1L
Soit

5202xz+azczy2+azézza__:az&zcz 5 (E)

Péquation d’un ellipsoide rapporté i son centre et & trois diamdtres

conjugués quelconques 24, 24, 2¢. On sait qu'un plan tangent 2
cet ellipsoide a pour équation

b xx'tarccyy/+arbizz = a*bct D)

2/, ¥/, z/ étant les coordonnées du point de contact , lides entre"
elles par I’égqnation (E).
Soient désignées respectivement par 4/, &/, ¢/ les distances de

Vorigine auxquelles ce plan tangent coupe les axes des #, des y
et des z; alors, dans I’équation (F)

=0
b y d ! d -/
b} evra répondre x=a’ ,
z=0
z=o
A devra répondre y =25/,
x=0
z=0
1Y devra répondre z=¢ ,
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on aura donc, d’aprés cela,

a? b2 o2
/= — /= . Y
x YRR 4 o = o 7

substituant donc dans DIéquation (E), il viendra
b2 ar{-c*a b -a* b c* = a* b c!* G)
et 'équation du plan tangent sera simplement
b’ xt-cla'y+alb/z=a'blc’ . (H)

Concevons présentement que @/, 5/, ¢/ soient seuls donnés , et
que @, b, ¢ soient trois lignes variables , lides uniquement entre elles
par léquation (G); alors cette équation sera celle d’un ellipsoide
rapporté & trois diamétres conjuguéds 24/, 24/, 2¢/.

L’équation (H) sera celle de I'une des faces de l'octaddre inscrit
a cet ellipsoide , de manitre que ses diagonales soient les trois
diamétres cenjugués 24/, 24/, 2¢/.

Et quant A léquation (E), elle appartiendra d tous les ellipsoides
qui, ayant méme centre que le précédent, et leurs diamétres con—
juguéds dans la méme direction que les siens, auront successivement
ces diametres doubles des coordonnées de tous ses points.

Et il est aisé de voir que ces derniers ellipsoides , inscrits & une
suite de parallélipipedes, inscrits eux-mémes au premier ellipsoide ,
se trouveront aussi inscrits a l'octaédre dont il vient d’étre question
ci-dessus.

De 14 résulte le théortme suivant :

THEOREME. Si , & un ellipsoide donné , on inscrit arbitraire—
ment un parallélipipéde dont les arétes soient paralléles & trois
diamétres conjugués ; Uellipsvide insciit & ce parallélipipéde , de
maniére & ce qu’il touche les centres de ses faces , se trouvera
ausst inscrit & [octaédre dont les diagonales seraient ceuzx des
diamétres conjugués du premier ellipsoide auzquels les arétes du
parallélipipéde sont supposées paralléles.
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Supposcns présentement que les diametres conjuguds dont il a éé
question jusqu’ici soient rectangulaires ,' et soient conséquemment les

axes mémes de lellipsoide ; le parallélipipéde sera alors rectangle.
Or, I'équation (G) donne

o/ i 8a’le .
=~/ b’c* _b*¢*—c2h*, d'ouBabe= b —b et —c b 3
blc . . bt

mais 8abc exprime le volume du paralléﬁpipéde inscrit & Pellipsoide

,, R 8a’b
donné par Péquation (G); donc o

Vexpression de ce volume ; or , si 'on égale & zéro ses deux coefficiens
différenticls pris en faisant varier successivement & et ¢, il viendra

c g - .
V b*c/*—b2c*—c/*h* est ausst

b2l —c?b =0 ,  bP—20b—b =0 ,

dot

ces valeurs de @, &, ¢, déterminent donc les huit sommets du
plus grand parallélipipede rectangle inscrit & Vellipsoide , lequel,
comme il est aisé de le voir , a pour ses diagonales les diamétres
conjugués égaux de-l'ellipsoide , et est conséquemment semblable au
parallélipipéde formé par les plans tangens aux sommets de cet
ellipsoide.

De la, nous pouvons conclure que , de tous les ellipsoides inscrits
3 loctaddre qui a ses sommets aux sommets mémes de lellipsoide
donné , le plus grand est celui qui est inscrit au parallélipipede
rectangle dont les diagonales sont les diametres conjugués égaux de
ce premier ellipsoide. Lellipsoide ainsi construit est semblable au
premier , et son volume est au sien, comme 1 est & 3¢/3.

Si Von fait c=b=a, il vient

a'blc!

2= @2t/ 2102

-
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le parallélipipede inscrit & Pellipsoide est alors un cube, et Pellip~
soide inscrit & ce cube devient une sphere dont le rayon est cette
valeur de .




