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ANAUISE INDETERMINEE DU PREMIER DEGRE. 147

ANALISE INDETERMINEE.

MMethode generale pour former les valeurs des inconnues,
dans les problémes indelerminés du premier degrée;
guels que sotent d'ailleurs et le nombre de ces incon-
nues et celui des équalions etablies entre elles ;

Par M. GERGONNE.

[ Via Wo Vlo Slo Vo Vi Vig Vo V)
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LE probléme général de Tanalise indéterminée est celui-ci: Ezont
données , entre des inconnues , des équations , en moindre nombre
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gu'elles , sans radicaux ni dénominateurs s irouver pour ces inconnues
les valeurs entitres et rationnclies les plus générales qui puissent
salisfaire aux équalions proposées P

Pour que les valeurs qu’on attribuera 4 ces inconnues puissent
¢éire réputdes exactes ; il suffit évidemment que ces valeurs, subs-
tituées dans les équations proposées, rendent ces équations identiques;
pour que ces mémes valeurs soient réputées complettes , il est néces-
saire qu’elles soient fonctions d’autant de nouvelles indéterminées ,
au moins , qu’il y a d'inconnues au-deld du nombre des équations
a résoudre, et que ces indéterminées ne puissent étre réduites 4 un
moindre nombre d’autres indéterminées , fonctions de celles-la.

Les équations proposées doivent , en effet , étre considérées comme le
résultat de ’élimination , entre les valeurs des iuconnues , des indeter—
minées dont ces valeurs sont fonctions. Or, si ces valeurs étaient fonctions
de moins d’indéterminées qu’il n’y a d’inconnues au-deld du nombre des
équations ; en dliminant ces indc¢terminées entre elles, on obtiendrait,
outre les équations proposées, d’autres équations auxquelles les valears
des inconnues satisferaient également ; on se trouverait donc avoir
assujetti ces inconnues a des conditions étrangeres a eelles de la
question proposée ; les valeurs trouvées n’auraient donc pas toute la
latitude d’indétermination comportée par cette question.

Jai dit que les valeurs des inconnues devaicnt étre fonctions
d’autant d’'indéterminées distinctes , gu moins , quil y avait dinconnues
au-deld du nombre des éqgnations a rdésoudre ; et c’est qu'en effet
rien ne s'oppose 4 ce que ces indéterminées soient en plus grand
nombre. L’essenticl étant uniquement gue les indeterminées puissent
étre élimindes , entre les valeurs des incennues, ct que de leur
élimination résultent seulement les éguaticns proposéces et point d’autres:
on congoit que ces indétermindes, quelque nombreuses quclles soient
d’ailleurs , peuvent étre tellement combinees , dans les valeurs des
inconnues , que Pélimination d'un certain nombre dentre elles
fasse disparaitre toutes les autres. Leur nombre peut denc fort bien
excéder celui que semblerait comporter, en géneral, le mombre des

valeurs
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valeurs entre lesquelles elles doivent étre éliminées, et celui des
équations qui doivent résulter dc lear élimination.

C’est sans doute pour n’avoir pas fait cette observation qu'on n’a
pu, jusqu’ici, dansle premier degré , construire des formules géné~
rales que pour le seulcas ot le nombre des inconnues surpasse d’une
unité celui des équations. Il arrive , en effet , dans les autres cas,
que, si 'on n’admet , dans les valeurs des inconnues , qu'autant
d’'indétermindes qu’il y a de ces inconnues au-deld du nombre des
équations du probléme , lcs coefliciens qui devront affecter ces indé~
terminées , dépendant des valeurs numériques des coefliciens des
équations proposées , ne pourront étre assignds que dans chaque cas
particulier , et ne pourront étre exprimés sous une forme géndrale,
tandis qu’ils deviendront exprimables sous une telle forme , et méme
d’une maniére trés-réguliere ct trés-symétrique , du moment qu’on
voudra admettre un plus grand nombre de ces indéterminées.

Il ne faudrait pas croire cependant que, par ccla seul que les valeurs
des inconnues sont fonction d’autant d'indétermindes ou méme de plus
d’indéterminées qu’il y a d’inconnues au-dela du nombre des équations,
ces valeurs doivent étre réputdes complétes ; puisqu’il pourrait se
faire, comme je l'ai déji remarqué, que, par I'élimination de quelques-
unes de ces indéterminées, les autres disparussent d’elles-mémes , sans
faire parvenir & toutes les équations du probléme.

Le but que je me propose ici est d’appliquer ces réflexions & la
résolution gdnérale d’an nombre quelconque d’éguations entre un
plus grand nombre d’inconnues. '

Soient
a t-+b utc o-d x+.... =k,
o' (4wl pbd - =1,
(1)
@t e o dl oL =H

© 8 e s 00 6 s s 8 e e B s e 8 e o e o o

Tom. 111, 21
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n équations entre les m inconnues £, ¥, ¢, & ,....; m étant supposé
plus grand que 7z, et tous les coefficiens étant supposés entiers.
D’aprés ce qui a ¢été dit ci~dessus , ces équations seraient com-

pletement résolues , si Ton trouvait, pour les inconnues qu’elles
renferment des valeurs de cette forme

t =T4Aad-A'p4-A"y4+A" 54000t 5 )
u=U+Butd-B/g4 By =B 54 . 0v
p =V Catd-Cla-CllyF-C gy ) (2)
a=X"4Dot-D/ gD/ 4D 34 (o

-
¢ 0 o s s oo 6 0 4o s s e s 8 8 o et st o

2, £, ¥, 5s.+.. étant des indéterminées , au nombre de m—n, au
moins ;3 et T, U,V,X,e..0A,B,C,D,..., A,B,C,D,...,
AV, B, C!, D', ..., A" , B, C'", DV, ..., éant des
fonctions entitres des coefficiens des équations (1).

La substitution de ces valeurs, dans les équations (1) donne

aT 4bU JcV +dX —...00i )
+(ad +bB H-cC +dD —4....)
A(ad’ 2B/ A-cC! +-dD’ ~+-....)s
(@ d! ABB! A-cCl A-dDV ...y
@A/ AB B A CA-dD s Dy
R R R E T, o
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aT U 'V +d/X ...
+(@d +VB Fo/C A-dD ... )e
(@A AU B Ao/ C) d' D A, )e

(@AY AV B Ao/ O A DV ... )y =
(@ A1/ BU A6/ OV d/ DV .. Y
P
a"T b'U 4-c'V Fd'X A...... )
A’ A BB +44C +d'D 4.
(@A) BB A FdID ... e .
=K,

-+ (a// A -5/ B! ¢!’ C ~-d/ D/ -+... .;»y
(! A1V B¢/ C111 -/ D/, . )
+ ® @ 8 s o * * 8 6 6 3 88 0 s 8 05 6 s 08 s 0 o * e & o o J

6 98 o9 » 0 000 8 s . @ s ¢ 08 % 8 004 o v o0

Afin donc que «, g, v ,.... demeurent indétcrminées, on devra
avoir les divers groupes d’équations que voici .

a T4b Udc V4d X4.... =k , )
& T4t Udc' Vi-d/ X4 . ... =k,

(3)
T U Vd! X o =
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¢ A+b b4c C4d D+....=0, )
a! A+ BA-¢' C4d' D4....=o0 ,
a’ A4-b"' B¢ CH-d'D+4-.... =0 , @
o A4+b B'4-c C'+4d D'~4....=o0 , )
o A'4-b' B¢ C'-d' D'-.... =0 , N
a! A" B A C'=d' D Ao o =0, &
............................ 5 )
a AV'b B¢ C'4d D/do...=0 , )
o/ A6 B4~ CM4-d! D'+~ .. .. =0 , i
a/! A A-B/ Bl A-¢! C1A-d/' DV . =0 ©

a AM4b Baec CVA-d D= ....=o0 , )

a' A'4-b! B/ A=¢! C1V'A-d! D'V 4. ...=0 ,
a! AMY-b BIS-gl G A-d! D Ao s . =0 > @

et réciproquement, si T,U,V,X,....,4,B,C, D,...., A, B,
C’ s D/" vees A’ \ B”, C//’ D"/,...., A , B///’ C///’ D/ .
sont tels que ces équations aient lieu , les valeurs (2) seront la solution
compléte des équations (1).

Le groupe (3) prouveque T, U, ¥, X,.... peuvent et doivent
étre des nombres quelconques , satisfaisant aux équations (1). Les
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groupes suivans prouvent que A4, B, C,D,...., que A, B, C,
D ,...que A", B, C’y Do que A, B/, C Dy eus .,
doivent satisfaire aux mémes dquations , privées de leurs derniers
termes , et ne doivent renfermer conséquemment aucune des quantités
ko, kK, k/,....Je m'occuperai uniquement de la recherche de
A,B,C,D,..... A4 ,B,C,D,...., 4 ,B",CV,V,....,
AV, B CM DY, ... .., d’autant que la détermination de T, 7,
¥V, X,...., ne peut avoir lieu que pour des cas particuliers, et que
la manitre d’y procéder est connue.

La recherche des quantités 4, B, C, D ,...., A/, B’,‘C/, D/y....,
A, B, CM, DY, AV, B C, DY, se réduit
évidemment a celle d’une suite de fonctions des coefliciens des pre-
miers membres des équations (1) qui soient toutes nulles d’elles-mémes ,
et qui, en outre, puissent étre mises successivement sous les diverses
formes qu’affectent les premiers membres des équations (4), (5), (6),

\ (7)5+4..0r, c’est ce a quoi on peut parvenir facilement, & Vaide des
observations présentées , pour la premitre fois , par M. Bezout, dans
sa Théorie des équations algébrigues , page 181, et développées
postérieurement , d’une maniére plus générale et plus lumineuse,
par M. Laplace, dans les Mémoires de lacadémie des sciences de
Paris, pour 1772, page 294. .

En vertu de ces observations , les fonctions cherchées sont 1.° dans
le cas d’une équation unique

ba—ab~+octod+....=o0 ,
ca+ob—ac+od=+....=o ,
oa+t-cb—bct-o0d+4.... =0 ,
da+ob~+oc—ad—+....=o0 ,
oa+-db-+toc—bd4-....=o ,
oa4-ob—4-dc—cd+.... =o ,

2.% dans le cas de deux équations
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(5 o —cb)a—(ac'—ca)b=-(ab/—ba’ )e+od+4-.... =0
(bd'—db)a—(ad'—da’Yot-oc+4-(al! — ba')d+-. ... =0
(cd/—d'c")a4-0b—(ad'—da')c4-(ac'—ca’Yd+.... =0

oa +(cd'—dcYo—(bd'—db' yo-(bc'—cb)d+. ... =0 ,
(Z;c’—-—cb’)a’—-(ac/——ca’ W!-(ab'—ba’ye!4-0d'+-....=0
(bd!—db")a'—(ad' —da’\b'}oc’4-(ab/—ba"Xd'4-....=0
(cd'—=dc)a'}-0b!—(ad'—da’\e!+ac'—ca’yd/ 4. .. .=0

00/ AL ed! !\ —(bdl—dB' Yo' A= b6 = B )/ ... = O

3.° dans le cas de trois équations
(B!l b " -db ! b Ve A b —d b &
—(acd/—ad' /! -da/ /' —ca! &' -cd' o/ —de' !N
(ab/d/!—ad'b'-da' b —ba'd''-bd! o' —db'a' )¢
—(ab'c! —ac’ jk/-{—ca’b//-—-—ba’c’/—{—lvc’ a!!—cbla’)d

...................................

....................

(B! @V mbd ! S-db ! — b A A-cd b —deb)a! )

—(a/d/) —ad'c""-da! " —ca! AV A-cdla! —de!a! Nl
(ab/d/—ad/ b/ 4-da’b/'—ba' d/'-}-bd/ o/ —db' a' ¢!
(@bl —a !B Acal b —bal ! +belal! —cba!)d!

..................................

......................

ooooooooooooooooooooo

=0

ws

?

b
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(' d! b d/c!! Sdb/c! —meh! A e A —dc'b)al
w(ac'd —ad'c''-da/c!! —cald'~}~cd'a —dc'a )b
- (@b A e a b b b Vb A —dB G ) =0
—(ablc! —ac'b~d-ca’l/! —=ba'c!! -belal? —cblalydl
LIS L] . * . . L N A ]
et ainsi de suite.
Ainsi, 1.° dansle cas d’une dquation unique, il faudra poser
A =b, B==a, C =0 , D ==0 ,...,
A =¢ , B =0, C =—a, D =0 ,...
A" =0, B" =¢ , Cl =—b, D/ =0 ,....
A/// =d , B/// =0 ) C/// =0 ’ D//I' ey yewen
Am=o , Bi=d , CM=o , DM=—b,....
AM=o , BiM=—o , Clil=[d , D= ,,..,
2.° dans le cas de deux équations, on posera
’ P
A = (bc/==cb!) , B —==(ac’—ca’), C =(abl=ba’) , D =0 sises

A= (bd'—=db'y , Bl ==—(ad/—da’) , C' ==0
A= (cd'==dc') , B''=0

All'=o0

. .

, D/ =(abl/=ba') ,....

, Climm—=(ad/==da') , D/ =(ac/==ca’) ,....

g BlI={(cdlm=dc’) , Cl=—=——(bd! —db'y , D'==(bc' =cb') ,....

" o v 8 e s 8 s 8 s s e s e w L I I S R BRI )

3.° dans le cas de trois équations on posera

A= (bc'd" m=bd'c! = A/ lmmch! Al d!bllmmd /D) . . .
B=—(ac/d!'—ad/c!4-da'c!m=ca!d!I=-cdla—dca") 4 .. . .
C=(ab'd/'==ad'b}-da'b/!—ba d'!-bd a/—dbla’) 4. ...
D= (ab/c/!meac'bl!-ca'b/!==ba/c!'4=bc'a! ==cbla) 4 ..o

© 9 § * 2 @ ¥ 0 & s e s E B e s B s s B s e P s g s b 2.8

et ainsi de suite.
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Ainsi , 1.° dans le cas d’une équation unique , si 1'équation pro- -

pose’e est
cat-fbu=Fk ,
les formules résolvantes seront
=Tt ,

v=U—aqz .
Si Péquation proposée est
at+but-co=Fk ,

les formules résolvantes seront

t =T+ batcs ,
u=U-—aatcy ,
p=FV—ap—by .

si 'équation proposée est
atv-but-codx=Fk ,
les formules résolvantes seront
t =T-4bet-co-t-dy ,
u=U-—aotcy+4d: ,
p=V—ap—by+d¢ ,
x=X—ay—bs—cl .
Et ainsi de suite.
2.° Dans le cas de deux équations , si les équations proposées sont
a t-+butce=k ,
a't-4-blu-t-clv=1k" ;
les formules résolvantes seront
t =T4(be'—cb)=
uv=U—(ac'—ca’)e ,
p=V-+{(ab'—ba")= ,
Si les équations proposées sont )
at-¢but-cotda=rk ,
a'ttv bu-co-dv=k |,
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les formules résolvantes seront
t =T -(bc'—cb') et (bd/—db') pt-(cd'—dc")y 5
u=U— (ac’'—ca’)e—/(ad'—da’) p4-(cd'—dc")s ,
p = Vet-(ab/—ba!)a— (ad/—da! b/ — db"s
z=XA-(ab'—ba’ )pt-(ac’—ca')y+(bc'—cl/)s
Et ainsi de suite.
3.° Dans le cas de trois équations , si les équations proposées sont
a I—{—b. ut-c v4d a=k ,
& 14 ut-¢' v4-d' x =k’
" 14-butello-dlin =R
les formules résolvantes seront
t = T (b’ @' —bd/ "' +-d ¢! — b/ 1 -cd/ B — delb
u=U—(ac'd"'—ad'c/'~-dao’c/!—ca’d/!F-cd'a!—dc/a) w
v =V-(ab/d’'—ad'b/'+-da'b/'—ba'd/'{-bd'a’— db'a'u
x=X—(ab/c!! —ac'b/'-ca’b/—ba'c!'-be' o' —cbla)u

et ainsi de suite.
Il est ais¢ de déduire de cette théorie qu’en général , m étant le

nombre des inconnues et 2 le nombre des équations, le nombre des
indéterminédes dont les valeurs de ces inconnues devront étre fonc—

tions , sera
m me1 m——2 m==n-j-1 me—n

. . T s 0 9
1 2 3 n n—-1

et que, dans la valeur de chacune des inconnues, il n’en entrera

qu’un nombre
7 a7y

.

me—1 me=—2 m—3

Ty
en sorte que chacune de ces indéterminées n’entrera , & son tour, que

dans les valeurs de 21 inconnues seulement.
Si les tecrmes connus &, A , k”,.... des équations proposdes

sont tous nuls, on pourra aussi supposer que 7', U, V, X,....
sont nuls ; et alors ces équations seront susceptibles d’une résolution

Tom. Il 22
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absolument générale, ce qui peut étre précieux dans un grand nombre
de recherches analitiques. .

1l serait intéressant de voir si, avec des modifications convenables,
ce procedé ne pourrait pas étre étendu aux équations indeterminées
des degrés supériears au premier.




