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PROPRIETES DU TETRALDRE.

. GEOMETRIE.

Memoire sur le télraédre , préesentant la  solution de
diverses questions proposees dans les Annales ;

Par M. J. L....., abonné (%).

[a Yo Vo Vo Vo Vi, Vo Vio Vo ¥

1. DANS tout quadrilatére, plan ou gauche , les droites qui joignen¥
les milicux des cdiés opposés et ceux des deux diagonales passent
toules trois par le méme point ou elles sont coupées en dewx par-
ties égales (**).

Soient en effet AB, BC, CD, DAY, ( fig. 1 ) les quatre e6tés con-
sécutifs d’'un quadrilatére, plan ou gauche, ayant leurs milieux respectifs
en Q, P, N, M; soient, en outre, I, S, les milieux respectifs des
deux diagonales BD, AC, de ce quadrilatére , et soient jointsces points,
deux a deux, par des droites. Par ce que R et Q sont les milieux res-
pectifs de BD et BA , la droitg RQ est moitié de DA et lui est pa-
rallele ; pour de semblables raisons NS est aussi moitié de DA et lui est
paralléle ; done les deux droites R€) et NS sont égales et paralleles, et
conséquemment le quadrilatére RQSN est un parallélogramme; d’ois
il résulte que les droites NQ ; RS, se coupent réciproquement en deux
parties égales. On prouvera, par un semblable raisonnement, que les
droites MP, RS se coupent aussi réciproquement en deux parties égales;

'

¢ Ce mémoire renferme quelques propositions déja démontrées ailleurs ; mais,
comme elles 8’y trouvent liées avec beaucoup d'autres qui sont propres a Pauteur, on
a cru nécessaire de publier le tout sans en rien retrancher.
(™ Yoyez les pag. 311 et suivantes de ce volume.
 ( Notes des éditeurs. }

Tom. I. 48



334 PROPRIETES
d’ott on doit conclure que les trois droites NQ, RS, MP, passent
par un méme- point O qui est leur milien commun,

2. 11 sait de 1a que, dans tout tétraédre , les droites qui jorgnent
les milicux des arétes opposées passent toutes irois par un méme
point qui est leur milicu commun (*).

3. Le point ou se coupent les droites qui juignent les milicux des
arétes opposées dun tétraédre est le centre de gravité du volume de
~ce tétraddre. '

Que lon congoive , en effet, le tétratdre partagé en une infinité
de triangles ¢lémentaires dont les plans ‘solent puralleles & 'une de
ses faces; si, par le milieu de I'un quelconque des cotés de cette
face et par laréte opposée , I'on congoit un plan, ce plan, coupant
chaque triangle élémentaire suivant la droite qui joint son sommet au
milicu de sa base, contiendra son centre de gravité; il contiendra donc
aussi le centre de gravité du tétratdre ; ce dernier point est donc i
Pintersection de trois plans conduits par les arétes d’'une méme face
et par les milieux des arétes qui leur sont respectivement opposées :
or , comme chacun de ces plans contient une des droites qui joignent
les milieux des arétes opposées, il s’ensuit que le point d’intersection
de ces trois droites n’est autre que le point d’intersection des trois
plans, c’est-a-dire, le centre de gravité du tétratdre.

4. A Davenir nous appellerons axes d’'un tétraédre, les trois droites
qui joindront les milicux de ses arétes opposées; le point ot ces axes
se couperont sera le cenire du tétraddre ; les trois plans conduits par
des axes, pris deux ¥ deux , seront les plans principaux et détermi-
neront, dans le tétraddre, les sections principales, lesquelles seront
toutes trois des parallélogrammes ayant deux ‘des axes pour leur dia-
gonales , et ayant, pour les deux cotés d’un méme angle , des paral-
Itles aux deux arétes opposées du tétracdre que le plan de la sec-
tion ne rencontre pas. Chaque plan principal partage le tétraédre en

(" Voyez la Correspondance sur I'école polytechnigue ,tome II, n° 1, pag. 1.7¢,
e 0.9 2, pag. 96.

( Note des éditeurs. )



DU TETRAEDRE. 355
deux troncs de prismes triangulaires que nous verrons bientét étre
équivalens.

5. Deux arétes opposdes du tétraddre , n’étant point comprises dans
un méme plan, peavent toujours, et d’'une manitre unique , étre com-
prises dans deux plans paralleles. Le plan principal qui passe par les
milieux des quatre autres arétes, est évidemment parallele 3 ceux-li;
il en est de plus équidistant.

6. Le systtme des six plans, paralleles deux & deux , qui contient
les arétes opposées d’un téiraddre , forme le parallélipipéde circonscrit.
Les diagonales non paralleles des faces opposées de ce parallélipipede
sont lgs arétes opposées du tétraedre; les droites qui joignent les centres
des faces opposées du parallélipipede en sont les axes; enfin les plans
menés par le centre du parallélipipede, parallelement i ses faces oppo~
sées , déterminent les sections principales du tétraédre (*).

7. Si deux arétes opposées d’un tétraddre sont égales, les faces
du parallélipipéde circonserit qui comprendront ces ardtes, seront rectan-
gulaires : si, dans le tétratdre, il y a deux couples d’arétes opposdes
égales, chacune a chacune , deux couples de faces opposées du paralléli-
pipede circonserit seront rectangulaires : enfin, si les arétes opposées du
tétraddre sont égales, chacune & chacune , le parallélipipede circonserit
sera rectangulaire. ' '

8. De la il est facile de conclure que , dans un tétraédre , deux des
axes sont perpendiculaires enire eux , ou l'un des axes est , & la fols ,
perpendiculaire aux deux autres, ou enfin les trois azxes sont perpendi-
culaires deux & deux , suivant que ce tétraédre a une, deux ou trois
couples d’arétes opposées égales.

9. Lorsqu'on fait passer des plans par les extrémités des axes du
tétraédre , ces plans déterminent un octaédre inscric NINRQSP ; les
quatre zéiraédres excédans MAQS , RQBP , NSPC, DMBRN, sont

(*) Voyez, sur cela, un mémoire de M. Monge, inséré dans la Correspondance
sur Pécole polytechnigue , tom. 1, n,® Io, pag. 44o.
( Note des éditeurs. )
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égaux ct superpbsables , car ils sont terminés par des faces dgales,
chacune 4 chacune , ct rangées dans le méme ordre. Chacun de ces té-
traedres est le 8.™° du grand tétraddre dont il fait partie , car illui
est semblable et a ses arétes moitié des siennes ;3 d’'ou il résulte que le
volumé total de ces quatre tétracdres est moitié de celui du grand té-
traédre , et qu’ainsi celai de Poctatdre inscrit en est aussi moitié.

10. Chacun des plans principaux partage Loctatdre en deux parties
équivalentes ; car ces deux parties sont des pyramides quadrangulaircs
ayant base commune , et ayant leurs sommets sur des plans paralleles
a celui de leur base , et également éloignés de part et d’autre de ce plan.

11, W saitde la que chacun des plans principaux d’un tétraédre le
partage en deux troncs de prismes triangulaires équivalens. Chacun
de ces troncs delprismes est,en effet, composé d’'une moitié de Yoc-
tacdre et de deux des tétraddres excédans.

12, Il suit de ce qui vient d’¢tre dit (10) que le produit de l'aire de
chacune des sections principales d’un tétratdre par la plus courte dis—
tance entre les arétes opposées paralléles & cette section est une quan-
tité constante , pour un méme tétraddre, quelle que soit celle des trois
sections principales que I'on considere (*). Done celle des trois sections
principales dont Uaire est la plus petile est celle dont le plan est pa-
ralléle aux arétes opposées lcs plus distantes. Ceci répond i la note
3¢ de la page 230 de ce volume; mais il est essentiel de remarquer
que , généralement parlant, comme nous le verrons bientét, ces see-
tions ne sont pas des minima (**)

(M 1l a déja éeé remarqué, par M. Servois , professeur aux écoles d’artillerie, 2
Lafére, que les deux tiers de ce produit expriment le volume du tétratdre , ainsi
quil résulte évidemment de ce qui précéde.

(**) Lorsque les rédacteurs des Annales regurent la solution mentionnée ici, pressés
par le temps , ils se bornérent 4 vérifier , par P'analise, si cette solution rendait nulle
la fonction prime de Paire de la section; et elle la fait, en effet, évanouir; mais
on sait que cette condition nécessaire estinsuffisante. Ils eurent tort de ne point pousser
plus loia la vérification, et ils remereient M. J. L... de les avoir détrompés sur
ce point,

( Notes des éditeurs. )
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13. Les trois plans principaux du tétraédre divisent l'octaddre ins—
erit cn Auit tétraédres équivalens, et symétriques deux i deux ; puis
donc que leur somme est la méme que celle des guatre tétratdres ex-
cédans, on en doit conclure que chacun de ces derniers est double
de chacun de ceux qui résultent de la division de Poctaddre par les
plans principaux ; d'ou il suit encore que les droites qui joignent le
cenire du tétraddre & ses sommels , sont coupées par les faces de loc-
taédre inscrit au tiers de leur longueur.

14. Les quatre tétratdres excédans peuvent étre considérés comme
un méme tétraédre appliqué successivement & l'octatdre par chacune
de ses faces, lesquelles deviennent ainsi quatre des huit triangles qui
terminent cet oclaédre ; ces quatre triangles ne sont pas égaux, en
général , mais chacun d’eux a son égal sur la face opposée de l'oc-
tatdre ; celui-ci reste & découvert et fait partie de la surface da tétraddre
total. Si l'on enléve les quatre tétraddres excédans Iiour les transporter
sur cclles des faces .de loctatdre, qui, en premier lieu, étaient & dé-
couvert , ces tétratdres , ainsi disposés , formeront avec octaédre le 74~
traddre conjugué du tétratdre total, ayant cet octaédre pour sa partie
commune avec lui. Les deux tétraédres conjugués seront inscrits au méme
parallélipipéde ; leur douze arétes seront les diagonales de ses faces,
et leurs sommets correspondans seront les sommets de ses angles opposés.

15. Deux tétraédres conjugués forment un systtme symétrique re-
lativement a leur centre commiun ; car toute droite qui y passe , se
terminant & des faces ou arétes paralltles, a son milieu en ce point,
Un plan quelconque , passant par le centre, divise d’abord 'octaedre
en deux partics symétriques et rencontre ensuite les tétraddres excédans
sur leurs arétes homologues, & des distances égales de leurs sommets ;
le systtme est donc divisé , par ce plan, en deux parties égales et
symétriques. Les sections principales sont les mémes pour les deux
tétraddres conjugués , parce qu’elles ne rencontrent pas les tétraédres
excédans. Enfin, les sections, passant par une aréte de 'un des tétrad-
dres, passent par l'aréte correspondante de son conjugué, et sont fi-
gurées par deux triangles égaux et remversés.
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16. Si, par les extrémités de la plus courte distance entre deux
arétes opposées de l'un des tétraédres et par leur centre commun, on
conduit deux droites , elles se termineront aux arétes correspondantes
de son conjugué. La droite qui joindra les points de rencontre sera
donc égale et paralléle & cette plus courte distance ; elle sera donc,
comme elle , perpendiculaire 4 deux faces opposées du parallélipipede
circonserit , et sera ainsi la plus courte distance des arétes du conjugué
auxquelles elle se terminera.

17. En conduisant un plan par laréte BD et le milieu S de l'aréte

opposée AC, le triangle BSD donne 2(]—3‘511—5_82)——-5]-32-}-4}-’:8— z(*) ; d’un
autre c6té les deux triangles ABC, ADC donnent 2(E2+§62+a)z
+]-)Zz)= 2K62+4(E§z+]3§2) ; mettant donc, dans cette derniére équa-
tion , pour 2(-B—Sz+]-)-§z), la valeur que donne la premiére, on ob-
tiendra le théoréme & Euler :
AB +-BC +4-CD ++DA =AC +BD ~+4RS .

Les deux autres axes donnant des équations analogues , si on les ajoute
3 celle-ci, on parviendra & la formule connue :

——— 2, vesivan. 2 ] —— _— —— ) h—— ), —— s 3

(0) AB-+BC +CD DA +AG ~BD =4(NQ -+MP +ES ).
18. Dans un triangle dont C, C/, C/, sont les cétés et S, &, §7,
les droites qui joignent leurs milieux respectifs aux sommets des an-

(® Ona, en effet, dans les deux triangles RSB, RSD

RS 4 BR.— BS =2RS - BR + Cos. BRS ,
RS + DR — DS ==2RS - DR - Cos. DRS;
Si Ton remarque que BR=DR , que Cos. BRS -} Cos. DRS=0 et que

— — —— 2
2BR - 2DhR == 4BR == BD ; en prenant le doub’e de la somme de ces deux équa-~
tions -y on obtiendra celle qui est annoncée- dans le texte.

( Note des éditeurs. )
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gles opposés , on a 4(s*f-s/*-s5/2)=3(c* e/ A" 2) (*); les faces d’un
tétratdres donnant quatre formules pareilles, si I'on nomme S* la somme
des quarrds des 12 droites menédes de chaque sommet aux milieux des

p—2 —F ) w—
trois c6tés de la face opposée, on aura 48°=G/AB -+-BC +CD +DA
~+AC +E]3) ; donc (17)

§:=6(NQ +MP +RS ).

19. Il est facile de voir que les quatre diagonales de l'un quel-
conque des huit petits parallélipipédes formés , dans le parallé~
lipiptde circonscrit, par les plans principaux , sont égales aux quatre
distances du centre du tétraédre a ses sommets; puis donc que , dans

tout parallélipiptde , la somme des quarrés des quatre diagonales est

égale & la somme des quarrés des douze arétes, il s’ensuit qu’on doit
avoir

OA +-OB ~4-0C 40D =NQ +4-MP +RS -

20, Cette proposition, qui a évidemment lieu pour le quadrilatére
gauche , est vraie aussi pour le quadrilatére plan. Soit en effet ABCD
ce quadrilatére ( fig. 2 ); par le point O d’intersection des droites MP,
NQ , BS, qui joignent les milieux de ses cotés opposés et de ses dia~
gonales , solent menées 3 ses quatre sommets les droites OA , OB ;
OC, OD; les six triangles AOB, BOC, COD, DOA , AOC, BOD, don-
neront '

2(0A"4-0B )=AB +40Q ,

2(0B 4+0C )=BC + 40P,

2(0C 40D )=CD 440N,

(" Ona, en effet, parce qui a été démontré dans la note précédente,
2(Cr2 +C//2)=Cz +4Sz »
2(C//z+Cz y=Cr2 +4S/2 ,
2(C2 +C/z Y=Clr2affS12
ce qui, enajoutant et transposant , donne Iéquation annoncée dans le texte, -
¢ Note des éditeurs, )
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—1 —_2 —2 a7,
2(0D +4-0A )=DA +/0M ,
— — ') —_—
2(0A 4+0C )= AC 4408 ,
2(6-}3 +O—]3z )= BD -+-4613: 5
en ajoutant ces six équations on aura 6(6;\.2 +6]§ ’+66'+0T)")

—_— —2 —_— — — [— — —_— j—
=AB +BC -+CD +DA +AC +BD 4 2(NQ 4MP ~ES ) ;
d’ott on conclura (17)

—— — 2 — 2 — s 2 — 2 —2
OA +O0B -+0C 40D =NQ +4-MP +RES.
Si Ton ajoute la premitre équation avec la troisieme , la seconde avec
la quatrieme et la troisitme avec la sixieme, il viendra
o) 2.(6:\2-[. .(532.{._0-.-82.*. 61-)2)= Xéz-}- B(_]z-{-zgéz:AH:i— Bné_-z-}-zD/Tl; z:::&_C- :i- ﬁf)z+zﬁ'§ t.
Ainsi, dans tout quadrilatire , plan ou gauche , la somme des quarrés
de deux cOtés opposés , plus dewx fois le quarré de la droite qui
joint leurs milieux , est une quantité constante et égale & deux fois
la somme des quarrés des distances des sommets au point dintersection
des droites qui jorgnent les milieux des cotés opposés.

21 Ces formules ont encore lieu pour un triangle , en counsidérant un
point pris arbitrairement sur 'un quelconque des cétés comme le qua~
triéme sommet du quadrilatére. Mais, si Pon divise un c6té AB (fig.3) -
en quatre parties égales , aux points 2, M, ¢, et si l'on joint les mi-

lieux 7, p, des autres cotés avec les points de division 7, ¢, les

triangkes AOM , MOB, BOC, COA, donneront
2 ((-)_l-&z-l- 61_32+ .6-Cz+ 6-1'\-’12):.-5/12-{,- 1_3-(52-{-2;;;2': Bﬁz.l_ A_E t{_ 2,;; L
donc
——  — P T
2(mn —pg )=AC —BC ;
le parallélogramme pmgn donne d’ailleurs
2(;72721 +;7q")=5'1§ +CM ;

et,
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et , si l'on tire les droites Cn, Cg, on trouvera
2(Cr —Cq )=AC —BG .
. Si, dans le tétratdre ABCD ( fig. 1), on suppose drmts Ies
angles plans DAB, DAC, ce qui donnera

Xﬁzzﬁf}z—fﬁt , ' KEZ ;E]_jz ——A‘ﬁz,
on conclura de ’équation (2) , au moyen de celles—ci, NQ=RS ; donc .
si Iangle triedre A est trirectangle , on aura

NQ=MP=RS.

Ainsi, dans le téiraédre rectangle , les trois axes sont égauz.
Désignant donc par p I'un de ces axes , la formule (2) donnera

3(AB +AC +AD )=4.3p*, dott p=: " AB +AC +-AD .

Ainsi , chasun des axes d'un tétraédre rectangle est mortié de la
distance du sommet de l'angle droit triédre au point qui aurait les
trois aréles rectangulaires pour ses coordonnées.

Il est facile de voir que les axes se coupent sur cette ligne , au quart
de leur longueur , & partir du sommet. Les sections principales sont alors
des rectangles; laire de chacune d’elles est le guart du produit des
deux arétes opposées qui lui sont paralléles ; et, comme elle est aussi
égale 2 la moiti¢ du produit des deux axes qui lui servent de diago-
. males par le sinus de Pangle qu’ils font entre eux, si on désigne cet
angle par @, et par « l'angle que fait 2p avec AB, on aura AB.DC
=zp*.Sin.z; on tire de la -

sin.a:z.é—fj']-)-?__z(}os» Sin.«=S8in.2« ;
2P 2
ainsi Pangle de deux axes est double de celui que fait la ligne 2p
avec 'aréte rectangulaire gui passc par le troisitme.
23. Soient donc «, g, v, les trois angles que fait respectivement
Jla ligne 2p avec les arétes rectangulaires AB, AC, AD; on aura
Tom. L : 49



362 PROPRIETES

Cosie= AB ’ lﬁz—ﬁzwﬁz ‘
—  —: —: Cosize=—=3 s
AB 4AC +AD AB +AC +-AD

Cos.p= AC , AC —AB —AD
—: —2 — Cos. 2= ?
AB +AC +AD AB ~4-AC +4-AD

Cos.y= AD : AD —AB —AC
—2 2 —_—2 Cosi2y = —z 2
AB 4-AC +AD AB +AC +AD

d’ott on conclut

Cos.2a4+Cos.2p4+Cos. 29 =—1
les trois angles que font deux & deux les axes du tétraédre rectan-
gulaire sont donc liés entre eux par la condition que‘ la somme de
leurs cosinus est égale au cosinus de la demi- cu'confelence.
. 24. En nommant S l’alre de la face hypothénusale , on a S =

— —

—(AB AC +AB AD’ +AG .AD ); équation 2 laquelle on peut
donner les trois formes suivantes :

AC AD' ’AB .CD R
S’—;AB .AD :%AC .BD ’
S*—:1AB .AC =1AD .BC ;
si 'on ajoute ces trois équations en observant que leurs seconds mem-
bres sont égaux & quatre fois les quarrés des aires des sections prin-
cipales, on trouvera, en désignant ces sections par s, s/, s/,
S2=o(s?*-s/24-577%)
donc , dans tout tétraddre rectangulaire , le quarré de laire de la
Jace hypothénusale est double de la somme des quarrés des aires des
sections principales.
25. Tout plan passant par lUun des axes d'urn tétraédre quelcon~
que , divise ce tétraidre en deux parties équivalentes.
Soit, en effet, aN6Q (fig. 4 ) le plan coupant conduit par l'axe
NQ. Le plan principal RNSQ partage le tétraédre (11) en deux par-
ties équivalentes; et le plan aN/Q oOte & I'une de ces parties le té~
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traédre INQS , pour le donner a laatre, et 6te 3 celle~ci le tétrazdre
aNQR , pour le donner 2 la premiére; or, il est facile de voir que
ces deux tétraddres sont équivalens; car, outre qu’ils ont pour bases
les deux moitiés d’an méme parallélogramme RNSQ , il résulte de ce
qui a été dit (6) que leurs sommets @, 4, sont 4 une méme distance
de part et d’autre du plan de leurs bases.

26. On peut aussi se convaincre aisément (6) que , dans toutes les
situations du plan 4N&Q , sa diagonale mobile @/ demeurcra constam-
ment parallele au plan principal MRPS qui ne contient pas sa diagonale
fixe NQ, et que celle-ci coupera toujours l'autre en 4 en deux par-
ties égales; si donc ¢d est Iintersection du plan coupant avec le plan
principal MRPS , la diagonale @b sera paralléle 3 cd.

27. Le plan aNJQ , supposé mobile autour de ’'axe NQ , peut pren~
dre successivement quatre positions remarquables. §’il passe par I'un
ou lautre des axes RS , MP , la section est un parallélogramme ;
si, au contraire, il passe par l'une ou l'autre des deux arétes oppo-
sées AB, CD, la section est un triangle. Dans tous les autres cas,
la section est un quadrilatére.

28. La diagonale mobile #b étant variable de grandeur , comme de
position , on peut dcsirer de savoir quelle devra étre la situation da
plan coupant pour qu’elle soit la plus petite possible. Il est aisé de
voir que ccla arrivera lorsque lintersection ¢4 de ce plan avee le plan
principal MRPS sera perpendiculaire & MP. Concevons, en effet, qu'il
en soit ainsi, et imaginons par b un plan paralléle & MBPS; ce
plan coupera cclles des faces opposées du parallélipipéde circonserit,
qui contiennent les arétes AC, BD, suivant deux droites paralléles
entre elles et & MP ; et @b sera une perpendiculaire commune entre
ces paralléles. Que Pon congoive ensuite tant d’autres plans qu’on vou-
dra , conduits par NQ ; les diagonales mobiles correspondantes étant
constamment (26) paralleles au plan MRPS, si on transporte ces
diagonales , parallélement a elles-mémes, jusqu'a ce que leurs milieux
viennent coincider avec le milieu 2 de @b, leurs extrémités se trouve—
ront alors sur les paralleles mendes & MN par @ et £; mais elles
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sefont obliques entre ces paralltles , et conséquemment plus longues
que leur perpendiculaire commune ab.

© 2g. Soit designé par « l'angle des deux diagonales NQ, ab , d’une
section quelconque , faite par Paxe NQ ; aire de cette section sera ;NQ
< ab.Sm.«; mais si, du point @, on abaisse une perpendiculaire p
sur NQ , cette perpendiculaire aura pour expressionizd.Sin.x; en
sorte que l'aire de la section deviendra p><XINQ ; ct, comme NQ est
constant, pour toutes les sections que l'on considére ici, il s'ensuit
que les aires des sections sont proportionnelles a p , et quainsi la
plus petite répondra au cas ott p sera la plus courte distance entre
BD et NQ ou, ce qui revient au méme , lorsque p sera la moitié
de la plus courte distance entre les arétes opposées AC et BD ou,
ce qui est encore la méme chose, lorsque le plan aNAQ sera perpen-
diculaire au plan principal MNPQ. Ainsi De tous les plans qui , passant
par un méme axe, coupent les deux mémes couples d arétes.opposées ,
celui- qui donne la plus petite section est le plan perpendiculaire &
celut des plans principaux , qui contient , avec U'axe dont il s'agit,
celui des deux autres qui se termine aux milieux des arétes op-
posées que le plan coupant ne doit pas rencontrer.

30. Mais il faut bien observer que le' probléme ne sera possible
gqu'autant que le plan conduit par NQ', perpendiculairement au plan
MNPQ , rencontrera les arétes opposées AC, BD, entre leurs extré-
mités , et non sur leurs prolongemens. On doit remarquer aussi que
si, par laréte RS , on conduit un plan perpendiculaire & la section
principale MRPS, ce plan qui, comme le premier, divisera le tétraddre
en deux parties équivalentes et coupera comme lui les deux couples
d’arétes opposées AB, DC, AC, DB, donnera aussi, comme lui,.
une section minimum. En général , cette section ne sera pas égale
a la premitre ; car -l suivrait de leur “égalité que des longueurs de
deux axes seraient proportionnelles aux plus courtes distances des
arétes opposées’ auxquelles ils se terminent, ce qui n’est point vrai
pour un tétraédre quelconque. On voit donc. que , généralement par—
lant, il y aura deuw sections qui jouiront de la propri¢té du minimum ,
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st fos arétes que le plan coupant doit rencontrer sont désignées , et
quil y en aura six, si au contraire elles ne le sont pas. Il est aisé
de voir (16) que les plans qui donnent les sections minima , pour
wn tétraddre, les donnent aussi pour son conjugué. Celles de ses sections
qui sont détermindes par le méme plan , sont égales, car leurs diago-
nales mobiles sont des paralléles comprises entre des plans paralleles.
Les quadrilatéres qui représentent ces scctions sont égaux et rénversés.

31. Lorsque deux arétes opposées du tétracdre sont égales , des
deux sections minimae faites sur les arétes égales et sur deux des
autres, celle qui passe par l'axe qui se termine 4 ces dernidres est
(8) perpendiculaire A I'axe qui se termine aux arétes inégales que le
plan coupant nc reneontre pas. Si le tétraddre a deux couples d’arétes
epposées égales, les deux sections minima faites sur ces arétes vien—
nent (8) se confondre avec la section principale; et, des deux faites
sur les arétes inégales et sur deux arétes égales, 'une est la section
principale , et lautre est perpendiculaire a4 P'axe qui se termine aux
deux arétes égales que le plan coupant ne rencontre pas ; cette derniére
est moindre que lautre , car leur rapport est celui de l'axe qui se
termine aux arétes égales a la plus courte distance entre ces arétes.
Si enfin le tétratdre a ses trois couples d’arétes opposées égales, les
sections minima se confondent, deux a deux , (8) avec les sections
principales , elles ne sont donc plus alors qu’au nombre de trois
seulement. '

32, Lorsque le tétraédre est rectangulaire (22) les six sections
minima sont distinctes et égales deux a deux. Si de plus les trois
erétes rectangulaires sont égales, les six sections minima, toujours
distinctes , sont toutes égales, et les diagonales mobiles coupent les
arétes et les axes au. quart de leur longueur.

33. Voila donc le probleme proposé a la page 127 de ce volyme
résola, pour le cas particalier ol le plan coupant serait assujetti &
passer par I'un des axes du téiraddre , et conséquemment aussi pour
le cas o 'on exigerait simplement que ce plan passit par son centre :
car De tous les plans conduits par lg centre dup tétraédre, il 7y

/ '
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a uniquement que ceux qui passent par quelqgu'un de ses axes qui
le divisent en deux parties équivalentes.

Dans la démonstration de cette proposition , nous distinguerons deux
cas, savoir : celui ou le plan coupant rencontre deux couples d’arétes
opposées , et donne conséquemment une section quadrangulaire, et celui
ol au contraire ce plan , rencontrant les trois arétes d’'un méme angle
tri¢dre, fournit une section triangulaire.

Soit donc, en premier lieu , mnpg (fig. 5) une section faite au
tétracdre ABCD par un plan passant par son centre O et rencontrant en
m,n, p, q,sesarétes DC, DB, AB, AC, sans comprendre aucun
de ses axes. Par son intersection c¢d avec I'un MRPS des deux plans
principaux qui coupent les arétes AD, BC, et par l'axe NQ qui
n’est pas compris dans ce plan, soit conduit un plan aN&Q, ce plan
(25) partageant le tétraddre en deux parties équivalentes , il ne s’agira
que de proaver gue les portions de ce tétraédre comprises, de part
et d’autre, entre ce plan et le premier , ne sont pas équivalentes. Pour
eela soient menées Nc, Nd, mc, md ; il est facile de s’assurer que
les tétratdres mNed et pQde , qui ont pour bases les deux triangles égaux
Ned et Qde, ont aussi méme hauteur, et sont par conséquent équi-
valents ; or le dernier de ces tétratdres forme , & lui seul, une des
ﬁarties du tétratdre total comprises entre les plans coupants, tandis
que, pour former lautre, il faut ajouter & son égal mNed les deux
polyedres mdNbgm , me¢Nanm , lesquels ne seront jamais nuls, tant
que le plan mnpg ne contiendra aucun des axes. Les portions de té-
traédre comprises entre les plans aNJQ et mnpg sent donc inégales;
ce dernier plan ne divise donc pas le tétratdre en deux parties équi~
valentes.

Supposons , en second lieu, que le plan coupant rencontre les trois
arétes d’'un méme angle tritdre du tétraédre, en passant toujours par
son centre. Si d’abord ce. plan est paralltle & celui de la face qu'il ne
rencontre pas, il est aisé de voir (3) qu'tl divisera le tétraédre en deux

partics dont le rapport sera celui de 27 & 37 et qui conséquemment
ne seront PaS équivalentcs.
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Admettons donc qu’il n’en soit pas ainsi, et soit ABCD ( hg. 6 )
un tétra¢dre coupé par un plan abc, passant par son centre et cou-
pant l'angle triedre D, sans ¢étre parallele 2 la face opposée ABC; les
distances des points A, B, C, au plan abc ne pouvant alors étre égales ,
il y aura toujours deux B, C, de ses points dont les distances & ce
plan ne seront pas plus grandes que celle du point A au méme p]an,
et, parmi ces deux,, il y en aura au moins un C pour lequel cette
distance sera moindre. Cela étant ainsi, la perpendiculaire abaissée sur
le plan abe, d’un point pris entre A et B, sera au moins égale a celle
qu’on abaisserait du point B sur le méme plan; mais la perpendicu-
laire abaissée sur le plan abc, d’un point pris entre A et C, sera plus
grande que celle qu'on abaisserait du point C sur le méme plan. Or,
la somme des perpendiculaires abaissées des points A, B, G, sur le
plan abc étant (3) égale a la perpendiculaire abaissée du point D sur
Ie méme plan, on en doit conclure que cette derniére est moindre que
la somme des perpendiculaires abaissées , sur le plan @bc , du point
A et de deux autres points pris sur AB et AC.

Cela posé, par bc soit conduit un plan 2fgc parallele & Paréte DA ;
le prisme triangulaire a@bcAfg aura pour expression l'aire du trian—
gle abc multipliée par le tiers de la somme des distances des
points A, f, g, au plan de ce triangle ; ce prisme sera done
plus grand que le tétraédre Dabec, qui a pour expression laire du
méme triangle multipliée par le tiers de la distance du point D &
son plan; donc, a plus forte raison , le volume du tétraddre Dabe
sera moindre que celui du tronc de tétraédre «bcABC , dont le prisme
abcAfg fait seulement partic ; donc enfin le plan abc partage le
tétratdre DABC en deux parties inégales (*). '

Paris, le 28 féerier 1811.

(" Il résulte de tout ceci que le probléme proposé & la page 127 de ce volume,
pris dans le sens le plus général, est encore a résoudre. On doit espérer que M. J. L.,
qui a suy jeler tant de jour, ne voudra pps laisser & d'autres le soin d’en compléter
la solution.

¢ Note des éditeurs. )



