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NOTE COMMUNIQUEE. 349

NOTE

Communiquée aux rédacteurs des Annales, sur la letire
de M. Kramp , inserée & la page 319 de ce volume ;

Par M. TEpenaT , correspondant de la premiere classe de
I'lnstitut, recteur de lacadémie de Nismes.

AN

TOUTE équation du second degré a deux indéterminées peut toujours,
par des transformations, se réduire & la forme suivante :
:y.z____sz_-:

La résolution de cette équation > en nombres entiers, lorsqu’elle
est possible, peut se ramener & lintégration d’une équation aux dif-
férences finies de cette forme :

g2yl by =0 ;
son intégration donne

Y+X\/

%m-——m/A% »

Y— X\/A

() y=—— gm-%-n\/A; +
T

Dans ces formules ¥, X, sont les plus petites valeurs entieres de
¥, @, qui satisfassent & I'équation y*-—Az*=25.

i m—ny/ A {

m, n,sont deux nombres entiers satisfaisant & Péquation m*—An*=1.
Je me propose, dans une autre circonstance, de démontrer toutes
ces propositions, ainsi que beaucoup d’autres sur les fractions-continues.

L’équation que M. Kramp se propose de résoudre (pag. 283)est celle-ci
yi—11z*=4q.

Les plus petites valeurs enti¢res de 72, 2, qui satisfassent & I’équation

m*~—11n*=1sont m=10, n=3; celles de ', X, sont ¥=7, X=o.
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En substituant ces valeurs dans tes formules générales donnédes ci-des-
sus , et y faisant ensuite z==1 52, 3,45 eese., on trouve
¥Y=7 570, 1393 , 277G0 5 cerean
=0, 21 , 420, 8379, «e.ceu.
sommre on le voit dans le mémoire de M. Kramp ( pag. 285 ).
Si Pon met P'équation y*—112°=4q sous cette forme

y> x2 -~
——I — =1,
49 49
en posant
y x .
— _y/ ) — x/ R
7 7

on aura a résoudre I’équation

yr—r112*=1.
Si Pon en cherchait les solutions en nombres entiers , on trouverait ,
comme ci-dessus , y/=10, 2/=3.

Mais, si I'on cherche les valeurs fractionnaires qui peuvent y satis-
faire,, on en trouvera plusieurs parmi celles-ci qui auront I'avantage de
donner , pour y et x, des nombres entiers essentiellement différens de
ceux qui ont déja été déterminds. De ce nombre sont les valeurs

g—2 =15
y 7 2 d’Ol‘.l y b4
— 4, — -
w=1; @= 4 ;
—1t : _
y'=%, . y=18
, d’ott
a/=7 3 r= 5 -

Prenant successivement ces deux systtmes de valeurs pour ¥ et X,
on formera les deux nouvelles séries de valeurs correspondantes que voict
y=15, 282, 5625 , .....
r= 4, 85, 1696 , .....

=18, 345 , 6882, .....
x#= b, 104 , 2075 , .eeus
eomme l'indique M. K?amp dans sa lettre insérée a la page 31g.
On voit donc que lexistence des deux derniéres séries de valeurs
dont parle M. Kramp. et qui, comme les premicres , résolvent ’équa~
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tion , tient 1.° & ce que le terme 49 est un guarré » €€ qui permet de
metire 'équation proposée sous la forme

yr—1127=1 ;
2.° A ce que, parmi les systémes de valeurs fractionnaires de 4/ , #/, qui
satisfont & cette derniére , il s’en trouve deux qui, A cause de leur dénomi-

nateur 7 , donnent pour ¥ et 2 des nombres entiers. On voit én effet que

G)r—u®r=1, 15%—11.4%= 49 >

vevs s <donnent
=y—r11(;)*=1, 18*=11.5=4q .
Si, au contrare, on posait
— — 1
3’/ 's' x'=3,

:on satisferait bien & Déquation
, yir—11z2*=1 ;
;mais il en résulterait pour y et x les valeurs fractionnaires
. y==, x=1. o .
Les formules (1), (2), sont donc trés-générales ; elles contiennent
toutes les séries de valeurs qui peuvent satisfaire 2 ’équation y*— 42> =B,
tant en nombres entiers qu’en nombres fractionnaires.

N. B, Pendant que ceci simprimait, les rédacteurs ont regu d’e M. Kramp la lettre

suiyante ;
Messxeurs ,

Mes recherches sur la solution complette, en nombses -entiers , de I'équation
ey*}-b=x2, m’ont conduit & quelques remarques que je m’empresse d’autant plus de
vous communiquer qu'elles doivent servir & rectifier ce que 1 "ai eu I'honneur de vous
écrire dansma derniére lettre. :

On sait que, si lon connaft un cas qui remplisse la condition de cette équation,
tel que ag>4-b=p=; et que, de .plué , on connaisse deux nombres entiers m, 7,
tels que an>4-1=m? ; on peut de cetle seule solution en déduire une infinité
d’auties. Les x, aussi bien que les y, formeront deux ‘séries recurrentes soumises &
I'échelle de relation plus 2m et moins 1; et, en désignant par p/, p, p",.... les
termes de la premiére des deux séries, et par ¢/, ¢, q’” »+++o les termes corres-
pondants de P'autre , on aura

p'==mp-ang , pl'==amp'——p ; p/'==2mplle—p’ , i .. ...

g'=np-tmgq , g'=2mq'—q , ¢'=2mqgl—g',.......
Par les lettres p, ¢, nous désignons toujours les termes 7nitioux des deux séries, qui
en méme temps sont moindres que tous les suivants; etil y aura autant de ces séries
qgue Lon powrra trouver de valeursde petg , différentes, et indépendantes entre elles.
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Je remarque maintenant que les termes initiaux p etq¢ existent toujours par couples,
tellement quil lear répondra toujours deux autres termes initiaux P et Q, liés avec les
premiers par les deus équations qui suivent.

—p>~4-2mp P—P2=an?b ,
+g>amg Q+Q=n ;
et autant que ces deux équations admettent de solutions en nombres entiers et positifs,
autant aussi il y aura de séries , indépendantes entre elles , dont les termes peuvent
résoudre en nombres entiers I'équation ay~-b=x2, Ces équations, elles-mémes, 2
cause de m*—I==an?, admettent une solution parfaitement rationnelle; il en résultera
P=mp——ang , Q=%np—myq. ‘

Faisant g==0, on aura Q==n\/}; ainsl b doit éire un nombre. guarré. Si on fait
b=r=, ce qui donne. 'équation ag2~rz==p2 , on voit d’abord que p=r et g==o est
toujours une des valeurs de y ; on aura ensuite P—=mr, (J==nr, et ces valeurs, qui
se déduisent immédiatement de la solution de I'équation an>~1==m?, sonl les seules
que le procédé employé dans mon dernier mémoire peut faire découvrir, tant qu’on
se bornera & prendre des nombres entiers pour les valeurs de la quantité que dans
ce mémoire j’ai désignée par ¢. La suite de louvrage apprendra a trouver la liste
complette des autres; et je me bornerai pour le moment 2 en donner quelques exempless’

* Pour 11y*~f 52==x2, on'a ¢= 8, Q= 8, p—= 6, P—= a7,

11y 7=x2, 9= 4, Q= 5, p=15, P= 18,

11j’+192=x2 L. q,ﬁ 75 Q=20, p=3o0, P= 69 ,

11y2f-372=a2 , g=15, Q=36, p=62, P=125,

11y432=x, 4= 4, Q=¢5, p=45, P=318,

11y24-532=x2, g=16, Q=65, p=75, Pr=222.

Le coefficient 11 donne dailleurs

m=10,- n=3.

Le nombre des termes initiaux, indépendans entre eux et des séries qui en dé-
rivent, est encore beaucoup plus grand , lorsque & wn’est pas un nombre quarré,
Dans Péquation 5y2-4-6oGr=x2, je trouve les termes initiaux qui suivent :

pececq....P....Q.

I.....79..‘. 6...591 ... 262.
IL.... 8r... 10...529...234,
HL....129 ... 46...241...102.
IVi.. . 159 ... G20 19100, 78,
V.....81...370... 79... 6.
VI....g29...414... 81 ... 10.
~on a daillews ici m=q. n=4.
Agréez, Messieurs, elc.

Strasbourg , le 28 mars 1811,



