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RESOLUES. 348

Solution du dernier des deux pr.oble'mes proposés a la
page 196 de ce volume ;

Par 1.Es REDACTEURS DES ANNALES.

[a o Vi Vo Vo Vi Vo 0.

IL y a plus de dix ans que ce difficile probléme s’est offert , pour la pre-
miére fois , aux rédacteurs de ce recueil ; mais , bien qu’ils T'aient attaqué
un grand nombre de fois , ils n’ont pu, pendant long-temps , parvenir a le
résoudre , ni méme i s’assurer §il était résoluble par la ligne droite et
le cercle. Aussi n’auraient-ils pas songé a le proposer dans les Annales,
§'ils n’y avaient été invités par un de leurs abonnés.

1s avaient lien de penser que le geométre qui les avait solhcxté a appe-—
ler sur ce probléme Vattention de leurs lecteurs’, se chargerait lui-méme
de le résoudre , au cas qu'il n’en vint aucune solution d’autre part ;- mais
ayant long-temps et vainement attendu, ils ont cru devoir faire encore de
nquvelles tentatives ; et , plus heureux cette fois que les précedentes ;ils
sont parvenus , sinon & trouver une constraction du probleme , du moins
a Iabaisser au premier degré, et & réduire sa résolution arfthmétique adun
calcul assez simple. Voici par quels moyens ils sont parvenus a leur but.

PrOBLEME. A un triangle donné yuelconque inscrire trois_cercles
de maniére que chacun d’eux touche les deux auires et a’eux cotes du
triangle ?

Solution. Soient ddsignés par p, p/, p”,( fig. 7 ) les sommets du
triangle donné ; par ¢, ¢/, ¢/, les cOtés respectivement opposés ; par
0,0, 0", les centres respectlfs de- ceux des cercles cherchés qui ne
doivent pas toucher ces cotés; par 7, o, r, les rayons respectifs
de ces cercles , et soient adoptées les' -abréviations- suivantes :

: S—C =p , ey =sd*
oo/t =25, s—c =4 , Ris=ppy!, cc/ly =sd* , -
sm—c!/=p" , co =sd" ;
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alors R sera le rayon Mercle inscrit; d, 4/, d, seront les dis-
tances respectwes de son centre aux pomts PP p// etp, ¢, ¢/, seront
les distances respectives des mémes points aux points de contact de ce
cercle avec les cotés du triangle ou , ce qui revient au méme , les
rayons des cercles qui,ayant pour centres les points p, p/,p” , se
toucheraient deux & deux. On déduira d’ailleurs facilement des équa-
tions ci-dessus les relations suivantes:

Vild* =Recle! y dd'=Rec d ,
=5, g p7d =Rec ¢, Rec/e!!'=sdd'd! , v dd'=Rc'd ,
PP/(Z//2=B‘2€ c! , F/ld d’ :Bc//d// .

Cela posé : soient abaissées de o et o/ sur ¢/ les perpendiculaires
om=r , o/m’/=r’; soit joint 00/, et, par o soit menée & ¢/ une pa-
rallele se terminant en / & o/m/, le wiangle 0o/ , rectangle en /, donne

Y

ol=c/'—pm—p'm!'=\/ (r'—r)*—(r'—r) =2 \/7;/ H
mais on a T

—

. pm=rCot.2p=r B pCot. gl = s_r .
pm=rlotop S =57 pm rCot,p-.r M_Rr,

substituant’ donc, il viendra

o//__%—r-.-—g-r/zz\/rr/ 5

chassant les dénommateurs R transposant et formant les équations anaIQ-
gues, il viendra énfin -

pr+2R\/T;‘7 —+¢/ ' =Re” ,
. p r +2R‘/_7‘—7’7/+p//7‘”= Re
’(’+2B\/r'r//—-|—-p”r’/—Bc 5
ce sont 1a les eqnatxons du probleme.
Si Pon pose r'=rz* , r/ =ra/?

ces trois équations deviendront
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r( p 2Rt 4+ ;r”)::Bc” .
(s —+2Ra” p/xr?)y=Re
r(fa*~-2Ra’a//-y/2/*)=Re
la derniére donne rzp’x”-{—zﬁifx” o ;
substituant cette valeur dans les deux premitres, et chassant les dé-
nominateurs , elles deviendront
(A7) o(p2Ra! ¢ 27 Y=c// (¢ x/*-2Ra’zl -/ 2/?)
(A%) (- 2Pm:/’+ P”»’””’) =/ (Yo' 2Rl al /Ay /)
il n’est donc plus question que de tirer de ces deux équations Ies va-
leurs de #/, #”, pour les substituer dans celle de r.

Si on multiplie I’équation (A’) par -—,fﬁ-, et I’équation (A”) par id R
en les développant toutes deux s mettant pour pp/p”/ sa valeur R’; et
remarquant qa’on a )

s(e—c')=¢(s=—t' )" (smmc) = cp/!=c""p ,
s(e—c! )=c(s—c¢' )~/ (s—c)=cy/ —c' ¢ ,

/e ccl Tol?
L o _ =d ol — g
] ? s s - H

elles deviendront
{J(B z/ + /’x"’)}’-—-{d/’(ﬂ 2 4 P)}2 —_—
{a’(ﬁx//—l-p/ x/ )}z—{a’/ (Rx//_l._Pj}z —_
at pourront alors étre mises sous cette forme
{a’(B z/ +,//$//)+aw(ﬁ 2+ P) ; {d(B x/ —+ F//x//>_d//(ﬂ zt _|_,:\l =0,
{dBa/'4o ! y-d! Bal/ A1} {d( B!/ 2/ Y—d' (R~ )4 ‘7“ .
En combinant, de toutes les maniéres possibles, un facteur de la pre-~
miére avec un facteur de la seconde, on obtiendra quatre solutions
du probléme. On peut remarquer, au surplus, que la différence entre
les premiers et les seconds facteurs porte uniquement sur les signes
de d’ et d”.
Si l'on demande que les cercles cherchés se touchent extérieurement
et soient tous trois intérieurs au triangle donné, on pourra lever l'in~
Tom. I. 47
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certitude sur le choix des facteurs, par la gonsidération d’un cas par-
ticulier extrémement simple : c’est celui ot les angles p/, p// sont tous
deux droits; onaalors R=#/=p/=1¢, d'=d/=ic\/ 2, p=d= et
#/=x'"; en conséquence , les deux équations.deviennent également

(2x’+\/-;)(2x’—»\/2)=o 3
et comme , dans ce cas, on doit avoir évidemment z/=3:y/2, il en
résulte que ce sont alors les seconds facteurs qu’il faut prendre. ‘
Rejetant donc les premiers facteurs, on aura, pour déterminer &/, a7/,
les deux équations
dBx! vz =d/'(Ba’ ) ,
dBz!A-1' 2/ Y=d' (Bx"-}5)
“lesquelles donnent

d”(d.-—»-d’)ﬁ——p”dd’ c//.,(d_..d/)

x =, ,‘:L.(Z//
(d—d/)(d—d")Re—gpid2 R clellmm(d—d!)(d—d'") ’
d1(d—dHR—pdd P = (d—d’)
all = . - 7

P d—dyd—dnbe—pgid: R © Oo—(@mdiyd—d"y
de 14, en se rappelant qu'on a
pf'd» =Rec’ p//d’* =Rzec! td'd’'=Recd ,
en conclura
c’{c”—-(a’-——d’)zz
§e/clm(d—d!) (d_._d/l)}z ?
2d{c"-—-(d—ll’)}{c’-—(d—-d”);
{c’c”—— (d—d"y (d—d'" }z 4
cl/{d._(d__d/l)}z .
{ecit—(d—dyd—ad > ’

Yarr=sc,

2Ra’x =¢c.

’//x//z =¢c.

substituant enfin dans la valeur trouvée précédemment pour 7, il viendra
-R gc’c”—-(d——-d’) (d-—d”)}g
r=-—. .
¢ c/{c”——(d-——d/)§2+2d{c’/—-(d—d’)} {c’——(d--—d”)}-{-c”{c’—-—(d—-d/’)}2
Les rédacteurs des Annales en étaient parvenus a ce point, et ils
. . \ .
ne pensaient pas que cette derniere formule fut susceptible de beau-

coup de réduction , lorsqu’ils recurent de M. BIDONE, professeur
Vacadémie de Turin, la lettre suivante: A
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Tz;;z'zz, le 12 mars 1811,
Messieurs ,

Par la note que vous avez placée au bas de la itable sommaire
du n.° 1X de voire précicux recueil , on yoit que vous n’aviez regu,
Jusqi’alors , aucune solution du dernier des deux problémes proposés
dans le n.° VI. Je prends la liberté , Messieurs, de vous annoncer
que ce probléme a été résolu par M. MALFATTI , géométre italien
trés-distingué. Sa solution est imprimée dans la L*® partie du tome X
des Mémoires de la société italienne des sciences, pudlié en 1803.
Cependant , comme 1l est trés-utile de rendre familitres de sem=
blables questions , et de connalire les procédés les plus simples , parmi
ceux qui sont propres & les résoudre, je me permets de joindre ici
la construction de M. Malfatti, afin que vous puissiez la comparer
avec celles qui vous parviendront. Ce géométre la déduite de formules
qui paraissent assez simples , eu égard & la nature du probléme.
Je les supprime ici , pour ne pas dépasser les bornes d’une letire.

Je saisis avec empressement , Messieurs , Poccasion faporable que
m’offre cette circonstance , pour vous renouveler, etc.

Voici & quoi se réduit la construction de M. Malfaiti :

Soit pp/p’’ (Lig. 8 ) le triangle donné; soit ¢ le centre du cercle inscrit
et soient menées ¢p , cp/ , ¢p’/, dont la premiére coupe le cercle inscrit
en 2 3 et solent £, /, les points de contact de ce cercle avec p”/p/ , p//p.

Cela posé , soit prolongé pp’ indéfiniment au de-la de p’; soit portée
sur son prolongement p”/¢ ou p/t/ de p/ en & et pa de b en d ; de
pd soient retranchées de=cp” et ef=cp’ ; soit élevée & pf , par son
milieu , une perpendiculaire coupant ¢p en o et pp/ en m ; alors o sera
le centre de celui des trois cercles cherchés qui doit étre inscrit a I'angle
p,et om en sera le rayon. On déterminera ensuite les deux autres
cercles par des constructions semblables.

L’extréme simplicité de cette construction, contraste d’une manitre
frappante avec la complication du probléme, et montre toute l'influence
que peut exercer le choix des données. Elle donne pour le rayon r
Pexpression suivante : “
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r= (s d—B—d'—d").

2

Cette expression est nécessairement équivalente & celle qui a été don~
née plas haut, et cependant il ne parait pas facile de ramener 'une
a lautre. La diffieulté tient & ce que , parmi le grand nombre des
relations qui existent entre les données, on n’apergoit pas facilement
quelles sont celles qui peuvent le mieux opérer la transformation.

Le probléme pourrait étre énoncé de cette maniére générale : Trois
droites indéfinies étant tracées sur un méme plan, décrire sur ce
plan trois cercles de maniére que chacun d’cux touche les deux autres
et deux des droites données ; considéré sous ce point de vue , il
~ peut admettre jusqu'a 32 solutions.

Pour s’en convaincre , on peut remarquer que ce probléme n’est
qu'un renversement de celui-ci: Trois cercles se touchant deux & deux
sur un plan , décrire sur ce plan trois droites telles que chacune d’elles
touche deux des cercles dornés; et il n’est pas difficile de voir que le
premier problénmie doit admettre autant de cas que celui-ci.

Or, lorsque trois cercles se touchent deux a deux, ou ils se touchent
tous extérieurement (fig. g ), ou bien, deux d’entre eax se touchant
extérieurement , le troisiéme lesepveloppe tous deux (fig. 10) ,ouenfin,
deux d’entre eux se touchant extéricurement, le troisitme touche 1'un
d’eux extérieurement etenveloppe 'autre ( fig. 11 ). Nous ne parlons pas
du cas ot (fig. 12) le cercle moyen , enveloppant le plus petit, serait lui-
méme enveloppé par le plus grand, attendu qu’alors les tangentes com~
munes aux cercles pris deux a deux , se confondraient en une droite unique.

Observons encore que, pour deux cercles qui se’touchent extérieare-
ment ( fig. 13 ), il existe trois tangentes communes, tandis qu’il n’en existe
qu'une seule ( fig. 14 ) lorsque 'un des cercles est intérieur & lautre.

D’apres ces diverses observations, il est aisé de voir que , pour la figure
9,1l peut exister 27 systémes distincts de trois droites touchant les cer—
cles deux & deux; qu’il en existe 3 pour la figure 10; et quenfin il en
existe 2 seulement pourla figure 11; ce qui fait en tout 27432 ou3z,
comme nous l'aviens annoncé.



