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204 MOUVEMENT UNIFORMEMENT ACCELERE.

ANALISE ELEMENTAIRE.

Examen des cas oir un probléme du premier degré est

indéterminé, quoiqu'il y ait , pour le résoudre , autant
déquations que d’inconnues ;

Par M. SuremAN-DE-MissEry, ci-devant officier d’artillerie ,
membre de plusieurs sociétés savantes.

la Vo Vo Vi Vio =g Vo Vo ¥

PEUT-tTREﬂ le point d’analise que je vais examiner paraitra-t-il,
d’abord , un peu trop élémentaire ; mais, comme dans les traités d’al-
. gebre , mﬁme les plus étendus, il. n’a été présenté que d’une ma-
niere trés—incompléte ; je crois devoir y suppléer, en faveur de ceux

pour
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pour qui ce qu'on en a écrit paraitrait insuffisant; et je ticherai de
trouver grice auprés des autres, soit par la maniére dont je présen-
terai cette recherche, soit par les applications que jen déduirai.

1. Soient en premier lieu, entre les deux inconnues z et y , les
deux dquations complétes du premier degré :

ax+by4c=o , &’ x~4-b'y4-c'=o ;
on sait qu’elles donnent, étant résolues ,
cb! —bc! - acl—cal
T=— = .
abl—ba! ’ r abl—ba!

et ce que nous proposons ici est de savoir dans quel cas le problime
qui aura conduit a ces équations demeurera indéterminé,

2. Or, il est clair quil faut, pour cela, que les deux équations
n’expriment pas deux cenditions distinctes , c’est-a-dire , qu’il faut
qu'elles n’équivalent qu’a une seulement, ou encore que le premier
membre de 'une scit le produit du premier membre de l'autre par

un certain multiplicateur (*). Désignant donc ce multiplicateur par
m, il viendra :

a'z+-b'y4-c'=m(axt-by-+c)=o ,

d'ott on déduira les équations de condition :

El
.

ma=a' ,  mb=b/, me=c' :

desquelles éliminant 72 , on aura ,
at'——ca’=o , bel—ch/ =0 ;

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
e,b,c, a', ¥, ¢/, pour que les deux équations proposées ne soiemt
pas essentiellement différentes 'une de l'aatre , et par conséquent se
réduisent a une seule ; ce qui rend le probléeme indéterminé.

(*) Ce cas répond, en géométrie, & celui ol cherchant l'intersection de deux
droites tracées sur un méme plan, il arrive que. ces droites se confondent.

Tom 1. . 28
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Or, de ces relations on déduit encore celle-ci ,
ab'—a’b=o ,

qui peut remplacer une quelconque des deux premiéres; et, en vertu
des unes et des autres , les valeurs générales des inconnues deviennent

] o
_—(-; 9 y——oa

3. Réciproquement, si I'on a les deux relations

a¢’'—ca’=o , be'—cb/=o

lesquelles , comme nous venons de le voir, emportent la suivante :
ab!—ba’
1 . ' o . . .
et réduisent conséquemment 4 — les valeurs des inconnues ; il arrivera
o .
que I'une des équations sera le produit de I'autre par un certain mul~
c!

c
A, B > . 14 —
tiplicateur , qu'on pourra supposer — pour la premiére et — pour la
seconde ; en effet, si I'on derit I'équation
¢/
- a'z4-bly~-c' = — (ax+-by--c) ,
P C )
elle deviendra, en chassant le dénominateur et transposant, '
(ac'—ca’)x-(bc’—cb )y =0 ;
équation qui , d’apreés les relations ci-dessus , se réduit & o=o.
(]
Et, commeles valeurs de « et y ne peuvent prendre la forme — qu'au-
5

tant que ces relations existent, on doit en conclure que, lorsqu’elles
prennent cette forme , on sec troave nécessairement dans le cas que
nous - venons d’examiner.
. < M ~ A . M L) i -
4. Si Pon fait m=— e les équations de condition prendront cétte

forme symétrique :

aa+4-Na'=o , b =o acHNe/ =0 ;

. a
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et alors A et »’ pourront tous deux élre supposes entiers; on pourra,
par exemple, faire

a="t¢ M=_c

En adoptant ceite notation, la relation entre les équations propo-

sées devient ,

AMaz+-by--c)-» (@' 24-b'y4-c') =0 ;
et Von voit de nouveau, par la, que chacune d’elles est comportée
par lautre; de manitre qu’on peut supprimer indifféremment l'une
ou lautre.

5. Dans ce qui précede , nous avons tacitement supposé qu’ aucune
des deux équations proposées n’était dépourvue de son dernier terme
mais , lorsqu’au contraire on a ¢=¢/=o, c’est-a-dire, lorsque les équa-
tions du probléme sont ,

az~t+by=o , a'z++by=o ,
il y a alors a distinguer les deux cas que voici :
1.2 Il peut se faire que les quantités connues @ , &, o/, 3/, ne
soient pas assujéties a la relation ,
' ab/—ba’'=o0 ;
alors la question est déterminée ; et elle est résolue par les seules va~
Ieurs

r=o , y=o
car les valeurs générales des inconnues sont dans ce cas
— o - o
 abl—bat ’ Y= =pa ?

équivalentes & celles qui précedent.
2.° Il peut se faire, au contraire, que les quantitds connues soient

hY

assu)éues 4 la relation
ab/—a’b=o ;
alors la question est indéterminée ; et elle est résolue non-seulement

par les valeurs
‘ x=0 , y=o ;
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mais encore par une infinité d’autres , représentées par les symbofes

(] o
Xr= ~ pesdit Y .
o ? y o *

ce dernier cas se rapporte toujours, au surplus, au cas unique exa-
miné (art. 2 ) ; il est clair, en effet, qu'on a alors :

b (ax—-by)—b (o x+Vy)=0 (*).
6. Soient maintenant , entre les trois inconnues z, ¥, z, les trois
équations completes du premier degré

a 2+b y+c z+4d =o
. o 2+ y-‘;-c/ z4d =o ,
. a”x—‘i-b”y—i-c’/z—l—d”zo 3

on sait qu’elles dornent, étant résolues ,

b/ cll—dc'b"cd/b—bd! c!! J-bc! Al mmch! A

A== ablc/c! bl ca b —ba! b ¥l
_ adit—ad d'-cad'—da'c'-dclal'—cdla
y== ab'c!! — ac'bl-f-ca'b/—ba'c!! 4 be'all—cblal

abld//.._.a,d/b//+da/b//__ba/d//+bd/a//—db/a”
Z= o

b
ablc! — ag'b4ca'b!! — bal'cl'-4-be'a!t —cb'a

et ce que nous nous proposons ici est de savoir dans quels eas le pro-
bleme qui aura conduit i ces équations demeurera indéterminé.

7. Or, il est clair que , pour cela, il faut que les trois équations
n’expriment pas trois conditions distinctes ; c’est-a-dire , quil faat
qu’elles n’équivalent qu’a deux , ou i une seulement; ce qui fait deux
cas quil importe extrémement de ne pas confondre.

Les trois équations peuvent se réduire & deux de deux manidres,
savoir : 1.° si I'une d’entre elles ne différe de 'une des deux autres

( Ces deux cas répondent également, en géométrie , A celui ol deux droites tra-
cées sur un méme plan passent Pune et Pautre par P'origine des coordonnées ; avee

cette dilférence que, dans le premier elles ne se confondent pas, et que dans le
second elles se confondent.
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que par un certain multiplicateur ; en sorte qu’en désignant ‘ce multi-
plicateur par m , on ait a/a~-b/y~+c/'z+d' = m(ax—+by—+-cz+d)=o ;
et encore faut-il alors, pour que le probléme soit indéterminé , que -
la troisiéme équation ne soit contradictoire avec aucune des deux pre-
miiéres ; puisque, il en éiait ainsi, le probléme, loin d’admettre une
infinité de solutions , n’en admettrait aucune.

2. Les trois équations se réduiront encore i deux, si I'une d’elles
est la somme des produits d&s deux autres par certains multiplica-
teurs ; en sorte qu’en désignant ces multiplicateurs par 7 et m/, on ait
a'x4-by ¢/ z-d" = m(ax~-by~-cz-d)+m/ (@ x4-b'y -/ z-d')
et encore faut-il alors , pour que le probléme soit indéterminé , que
deax des trois équations ne soient pas contradictoires ; puisque , s’il
en était ainsi, le probleme, loin d’admettre une infinité de solutions
n’en admettrait au contraire aucune.

Quant 2 la réduction des trois équations i une seule, elle ne peut
avoir lieu que d’une maniére unique ; et c’est lorsque l'une d’entre
elles est a la fois égale & chacune des deux autres , multipliéeﬂpar
une certaine quantité ; en sorte qu’en des;gnant par m et m’ les deux
multiplicateurs, on a, en méme temps ,

a’ w-b"y-¢ z4-d/ = m(ax--by--ca-d) = m! (@ a-by o' z-d').
Dans ce cas , le probléme est toujours possible et il est plus qu'indé-
terminé , c’est-d-dire, qu’il faut deux conditions nouvelles et distinc-
tes pour en lever I'indétermination , tandis’’ qu ‘une seule suﬂit dans
le premier cas (*). : . . - ‘

8. Soit en premier lieu : -~
& x4-by+c' z-d' = m(az-+by-teztd)=o ;

on aura les équations de condition , A

(*) En pgéométrie , le premier cas répond &-celui oli, cherclianit le point com-
mun 2 trois plans, il arrive ou que deux de ces plans se confondent, ou que le”
troisiéme passe par la commune section des deux premiers. Quant au second ‘cas ,
il vépond A celui olt, cherchint le point commun A trois plans » il arrive que ces
twois plans se confondent.
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. — : \_) ~ .
ma=a’ , mb="¥/, o me=¢ md=d' ;

desquelles éliminant 7 , on aura :-
ad'—da’=o , bd'—db/ =o , cd!'—dc’=o

Et teiles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
a,b,c,d,d, b ,c,d,pour que les deux premictres des trois
équations proposées ne soient pas essegticllement différentes 'une de
Vautre , et par conséquent n’é¢quivalent qu’a une seule; ce qui réduit
les trois équations proposées a deux , savoir: la troisitme et l'une
quelconque des deux premiéres, et rend ainsi le probleme indéterminé.

De ces relations on deduit aisément les {trois suivantes :

ab/—ba'=o , be'—cb/=o0 , ca'—ac!=o ,

dont chacune peut remplacer une quelconque des trois premiéres; et,
comme les valeurs génerales dJas inconnues ¥ , ¥, z, peuvent étre
mlses sous cette forme :

(bc"—-cb’ )(Z”+(cd’ —dc/ )b"+(db’—M’)c"

=== (bc’—cb’)a”+@ca/f-qc ;6 4 (abl—bal)c!t ?

: - (dc’—'—cd")a”+(ca’——ac')d”-}—(ad’—da‘)c”
j’—-""' (bel—ebal! - (cal=—ac)b''~}~(ab’ —ba')c! *
’ = (id/—db’)a”+(da’—aj"b”-[-(ab’—ba’) an .
v e’ -—cb')a”+(ca’ —ac)b" ~-(abl—ba') ¢ -

on voit quelles deviennent, dans ce cas ,
e (o]
e v YPIZ - ZT5 v
o ? . y o ’ o *

9. Bémproquement , Sl l’on a Ies trms relatxons

. edl—dd=o0 ,  bdl—dbl=o0 , cd—dc'=o0 ;

lesquilles, comme nous ‘venons de le voir, emportent les trois sui-
“vantes , .i ’

ab!’ —&a’ =0, be'—ch'=o0 ca'—ac’'=o ;
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. . 0 . v
et réduisent conséquemment 3 — les valeurs des inconnues; il arrivera
o

~

que l'une des deux premiéres équations sera le produit de l'autre par
d/

un cettain multiplicateur , qu'on pourra suppposér—; pour la pre~

miére et ~ pour la seconde ; si, en effet, l'on dcrit Péquation :

d -
o' w40y z-d/ = :Z-,- (ax-by—czt-a) ,
elle deviendra, en chassant le’ dénominateur et transposant ,
(ad'—da ) x4-(bd'—db )y +(cd'—dc )z =0 ;

équation qui , d’aprés les relations ci-dessus , se reduit 3 o=o.

10. Si l'on fait m=~— —, les équations de condition prendront cette

forme symétrique :
ra+ra!=o , Ab+rb'=o , 7\€+7s/6/=0 , ad-Nd'=o ;
et alors A et »’ pourront tous deux étre supposes entiers ; on pourra

faire , par e}semple )
a=—td , _+J
En adoptant cette notatlon la relation entre les fdeux premléres
équations devient : s i
Max—-by—+cz4-d)-+» (' a0 y+c'z~4-d) =0
et 'on voit de nouveau , par \Ja , que chacune d’elles est comportée
par lautre; de maniére qu ’on Peut supprlmer indifféremment ['une.

ou l'autre.
11. Soit ensuite : - . |

- &l qpp-bily +cl'z+d”=:=m(ax+-by+oz+a?)=-km'(a’x+&yﬂve’z+éf)__o :

on. aura les équations de condition :'

¢==ma-f-ma’ , Yi=mbtmll ,  el=me~dpml¢ , | dt=md-}m'd’;
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desquelles éliminant d’abord m’, il viendra ¢
(ed/—daYm4-(a/d'—d'ay=o0 ,
(d'—dbym—-(b'd''—d'b Y=o ,
y (cd!—dcYm~-(c/d/'—d/c")=o0 ;
éliminant ensuite 7, entre ces derniéres , on aura :
(ad'—da!)(c! @' —d/c!Ny—(cd/—dc!) @/ d//—d/a!) =0
(bd'—db') (c/d/—d!c!) e (cdl—d ") (b d/'—d/ b ) =0 3

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
a,b,c,d,a,b,c,d,a b, ", d , pour que chacune des
équations proposées soit comportée par les deux aatres ; cest-a-dire,
pour que chacune d’elles soit la somme des produits des deux autres
par certains multiplicateurs ; ce qui, en permettant d’en supprimer
une quelconque , réduit & deux le nombre des équations essentielle-
ment différentes , et rend conséquemment le probleme indéterminé.

De ces relations on déduit facilement , en transposant , maltipliant

E3
et supprimant les facteurs communs aux deux membres de I'équa~
tion-produit ,

(ad'~da! )Y d'—d/b/y—bd/—db') (o d!~dla)=0 ;
relation nouvelle , qui peat remplacer une quelconque des deux pre-
mitres ; en les développant toutes trois, elles deviennent, apres les
réductions , :

(ad'—da’)c""4~(dc'—cd Yo' 4~(ca' —ac)d =0 ,

(ed/—dc" )b 4-(db/'—bd )¢ A-(be!—cb!)d! =0
(bd'—db)\a!'~~(da/—ad! b/ A-(ab/—ba'\d =0 |

(1)
(2)
&)

multipliant respectivement ces équations par 4, @, ¢, et prenant la
somme des produits , il viendra, en réduisant et divisant par 4.,

(bc!—cb/)a/!4-(ca' —ac )b/ {-(ab!—ba’)c"' =0 5 (4)-

relation
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relation qu’on pourrait, au surplus, écrire sous cette forme
(ac'—ca’)(b/c"—b"c"y—(bc! —cb') (a/c!'—a''c)) =0 ,
et qui peut, comme léquation (3) , remplacer une quelconque des
deux premiéres. -

Or, en vertu.des équations (1), (2) , (3), (4), on voit (art. 6)

que les valeurs générales des inconnues deviennent

o [+] [V}
x=— , =, = —,
o ‘y o o

12. Réciproquement, si I'on a les deux relations
(ad/—da’)(c'd"—d/c")—(cd'—dc') (@’ d/'—d/a) =0 ,
(bd'—db')(¢'dl'—d! ¢! y—(cd'—dc") (b'd/'—d'b" )= o

lesquelles , comme nous venons de le voir , emportent I'existence des
équations (1), (2), (3), (4), et réduisent conséquemment a g— les

valeurs des inconnues ; il arrivera que I'une quelconque des trois équa-
tions proposées sera la somme des produits des deux autres par cer-

tains multiplicateurs ; ainsi, par exemple, on pourra admettre que la
cldN—dlc!

“troisitme est la somme des produits de la premitre par e et
(/om—ng
del'—cdi* . e 1, .
de la seconde par o3 siyen effet , l'on écrit I'équation
Vgl
(@"x4- by Y z4-d") = (ax+by+cz+d)+ (a'x+b lyt-ctzd-d’y,

elle deviendra, en chassant les dénominateurs, transposant et réduisant,
{@fd”.-d/a")a-i-(dc”—cd”)ar+(cd/—dcr)a”;x+g (e @N—d'e Yo" e A )b (cdl—deN!} =0

équation qui, en vertu des relations (1) et (2), se réduit 3 o=o.
. . 2 A
13. Silon fait m=—— , m/=——, les équations de condition
pY I
prendront cette forme symétirique :
Aap-Nalp-Nall==0 , No4=-Nb'~4-Nb"=0 , rcp-Mc-Nel=0 , Ad-Nd'--N!d"=0 ;
et alors o, &/, A, pourront, tous trois, éire supposés entiers; on
pourra faire, par exemple ,

Tom. 1. 29
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a=c/dl!—c'd! N=dc!!—cd' , M =cd/—dc!.
En adoptant cette notation , la relation entre les trois équations devient
Aax-bydcedd)-4-N (@' xd-bly ¢! z-dD N (@l xf-bly el z-d! N ==0 ;

et Uon voit de nouveau, par la, que chacune d’elles est comportée

‘par les deux autres ; de maniére qu’on peut indifléremment en sup-
primer une quelconque. '

14. Soit enfin

alx-by ot z-d!=m (@ x4-by~4-cz4-dy=m' (@' x~-by -t/ z4-d)7==0 ;
on aura les équations de condition

a’=ma , b/'=mb , '=mc , d'=md ;
d'=mla! , W'=mb , !=mlc , d'=m'd

desquelles éliminant 7 et m/, il viendra

ad'—da'=o0 , bd'—db/=o0, cd'—dc'=o0;
— — =0
add!—dla’ =0 , bd'—d'bV/=o0 , d'—dc"=o0;

Et telles sont les relations nécessaires , entre les quantités connues
a,b,c,d,a, b ,c,d,a’, b, ¢, d’, pour que chacune
des trois équations pr‘oposées résulte indifféremment de la multiplica-
tion de 'une ou de l'autre des deux restantes par une certaine quan-
tité ; c’est-a-dire , pour que chaque équation se trouve, 4 la fois, com-
portée par chacune des autres, prise isolément ; ce qui, en permettant

" d’en supprimer deux Que}conques , réduit le nombre des équations a
‘une -seule , et rend conséquemmient le probléme plus qu’indéterminé,
De ces relations on déduit facilement celles-ci _
abl—ba’=o0, bce'—cb’=o0, ca’—ac’=o ;
abl—bla'=0 , bcl'—bl=0 , ca''—a'"=0 ;
ce qui donne encore :
ad'—da’=o , bd'—db/=0 , cd—di’=o0 ;

ab/—ba'=o0 , bc'—ch'=o0 , cal—ac'=o ;

. . /
et Uon voit qu'en vertu de ces derniéres ((art. 8 ), les valeurs généra-
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Ies des inconnues deviennent
[} o o
T==, y== z= =
15, Héc?proquement , si les relations

ed!—da"’"=o0 , bd'—dbl/=0, cd'/—dc’'=o0;

dd—dlal =0 , bd'—d'b'=0 , dI—d/c"=0 ;
existent, ce qui emportera aussi l'existence des autres, et réduira con-

i 1 o N - . .

séquemment 3 — les valeurs des inconnues ; il arrivera que chacane des

trois équations proposée pourra s’obtenir, en multipliant I'une quel~
conque des deux autres par un multiplicateur convenable ; ainsi, par

exemple , on pourra admettre que la troisitme est le produit de la
. dr . an . i
premiére par - et celui de la seconde par =5 sty en eflet, on éerit

les équations

& x~-b e z—-d/ == ? (@z+-bytcz+d) ,

d
a’x4-b"y-c/ z4-d/! = ;l—:, (e/z4-b'y+c'z+d') ,

elles deviendront, en chassant les dénominateurs , transposant et rédui=
sant,

(a d'"—gd a"yx4-(b d"—d ¥y 4-(c d'—d c!yz==0 ,

(@' dl—dla!y x4 (b d—dIb! Yy (e d—dlc"yz=0 ;

dquation qui, en vertu des relations ei-dessus, se réduisent & o=o.
’

. . A A . .
16. Si lon fait m=— — et m/=— — , les équations de condition
Al A
prendront cette forme symétrique
rAad-Na'=o0 , Ab-}NMb'=0 , Are$Ncl=0 , ard-Ndi=o,
Nal-Nlal=o , NYAlblI=0 ,  Ne'4Alcl=0 , ANd4-d'=o0 ,
et alors a, A/, 2, pourront , tous trois , étre supposés entiers ; om
pourra faire, par exemple ,
a=-ddr ,  N=-tdid, =Tpdd.
En adoptant cette notation , les relations entre les trois équations
deviennent
A (@ x4-b yd-c zd-d Y4-N' (@ x4-bly el zcy=0
N(@ xfp byl 2 A )N (@ by et 2 ed =m0 5
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et 'on voit de nouveau , par la, que chacune de ces équations se trouve
comportée par chacune des autres, ce qui permet d’en supprimer in-
différemment deux quelcenques.
M d e . 1 2

17. Dans ce qu pxecede, nous avons tacitement suppose quaucune
des trois équations proposées n’était dépourvue de son dernier terme;
mais lorsqu’au contraire on a d=d'=d" =0, c’est-a-dire, lorsque les
équations du probléme sont

aztby—~cz=o , axtbytcz=o , a’z}b'y4-cz=0 ;
il y a alors & distinguer les deux cas que voici :

1.° Il peut se faire que les quantités connues 2,8, ¢, o/, ¥, ¢/,
a’, b, ¢, ne solent pas assujetities i la relation

ab/c!!—ac'b~-ca’b!—ba’c''+-be'a!!—cba! =0 ;
alors la question est déterminée, et elle est résolue par les seules valeurs
z=o , y=o , zZ=o0 ;

ce qui est évident ( art. 6 ).

2.° 1l peut se faire, au contraire, que les quantités connues soient

assujetties a la relation ‘
ab/c"!'—ac' b A-ca’b'!'—balc'be' o’ —cb o' =0
alors la question est indéterminée , et elle est résolue , non seulement
par les valeurs B *
r=o0, y=o, 2z=o,

mais encore par une infinité d’autres représentées par les symboles

o o o
r= — , = - ’ R e
o y (] o

18. 11 est facile de voir (art. 8, 11, 14) 1.° que, si cette rela~
tion résulte de ce que
ab/—ba’ =0 , be'—cb’=o , ca'—ac'=o ;
ce sera une preuve que les deux premieres équations ne sont pas es-
sentiellement différentes ; et qu’on peut, en conséquence, supprimer
l'une d’elles. Ce serait au contraire la premiére et la troisitme qui se=
raient équivalentes , si l'on avait

abl'—bg" =0 , be''—cb’=0 , ca'’—~ac’=o0 ;
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enfin les deux dernitres seulement seraient équivalentes, si on avait

uniquement
a/é//___&/a//:o ) 6/0//._0/&//:0 ’ g/a//__.a/c//:o.

2.° Si, au contraire , cette relation existe sans qu’on ait
abl—ba' =0, bc’ —cb! =0, ca’ —ac =o ;

ni abl—ba’=o0, be/—cb/=o0, ca’—ac’=o ;

g e

ni conséquemment @’b/—b'a" =0 , b'c/'—c'b" =0, ca’—a’c=0

on devra en conclure que chacune des équations proposées est com-
portée par les deux autres , et qu’ainsi on peut indifféremment en
supprimer une quelconque des trois.

3.2 8i, enfin, cette relation subsiste avec les six relations parti~
culi¢res qui viennent d’étre indiquées , ce sera une preuve que toutes
ces équations rentrent les unes dans les autres, et que conséquem-
ment il suffit d’en conserver une quelconque.

On voit par la que, lorsque les équations tombent dans le cas du
2.° de larticle 17, elles se rapportent toujours & I'un des cas exa-
minés (art. 8, 11, 14 ).

19. Nous venons de faire connaitre les relations nécessaires et suf-
fisantes entre les coefficiens des équations du premier degré a trois
inconnaes pour les différens cas d’indétermination dans lesquels ces
équations peuvent se trouver ; et nous avons fait voir que, dans tous,

* . = 0
les valeurs des inconnues se prdsentaient également sous la forme — ;
o
il est aussi facile qu'important de s’assurer que , réciproquement, lorsque
ces trois valeurs se présentent sous cette forme, les équations tom-
bent nécessairement dans 'un des cas d’'indétermination que nous avons

discutés,
En effet, pour que les valeurs de #, y, 2z, se présentent toutes

. 0 . . -
trois sous la forme —, il est nécessaire que les quatre fonctions des
(o]

coefficiens desquelles elles se composent, soient également zéro , et nous
savons (art. 11 ) qu'il suffit pour cela qu'on ait
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(ad'—da'yc!4-(dc'—cd) a4 (ca'—ac)d!'—o ,

b (cd/—dec!Yb!!~4(dbl~—bd!) cl'f( be!mchydl==0 ;

relutions qu'on peut encore écrire ainst
(de'—adlyc'4-(cd'—dc' ol (ac=—cayd'==0 ,
(Al —ecd!D) bl Fm( bt —db! ) (b=l yd /=0 ;

vu de cetle autre maniere
(a/d!"—dla!lycdm(d/c!'=—c' AN a4 (¢! @/ ==a'c! ) d==0 ,

(@ —dicy bt (A BB A7) c4- (b " — ' yd==0 ;

or, nous savons aussi ( art. 11 ) qu’alors les équations proposées tom-
bent au moins dans le cas d’'indétermination ou clles n’équivalent qu’a
deux seulement ; et, si l'on n'a uniquement que ces relations, cha-
cune d’elles sera comportée par les deux autres ; mais si l'on a.

ed'—da'=0 , bd'—dbl=0 , ed'—dc'=o0 ,
ce qui emportera aussi

ab'—ba'=o0 , bel—cbl==0 , cal—ac'=0 ;
ou s1 Pon a

ad!'—da'—=o0 , bdlte—dbll=0 , edll==dcl==0

e

¢e qui emportera aussi
ab'—bal'==0 , btlemcbli==0 ,
ou, enfin, si 'on a

cal—agcl'—0 H

ddl—dla’=0 ,  Pd'—dh=0 , o drmmdlcll==0 3
ce qui emportera aussi

a'bl—plqll—0 s Y M th =0 ’ c/all_,:_alcllz H

il arrivera que deux équations seulement seront équivalentes , savoir:
la premitre et la seconde, dans le premier cas; la premiére et la troi-
sitme , dans le second ; et la seconde et la troisitme dans le dernier.
Enfin, si on a,a la fois,

ad! —da'=o , bd! — db'—o , cd' —de'=o0 ,

edl'==da!'—o0 , bd!l—dbli—=o , cd—dcl'==0 ;
€e qui emportera aussi

al'dll—dlgll==0 3 bl dltedibll==0 > ! @Nemedllm0 2



DES PROBLEMES DU PREMIER DEGRE. 219

et , par suite ,

ab —ba'=0 4 bc'e—ch/=o0, ca'—ac =0,
ab'—bal'=—0 , b cl'—cbl'—=o , ¢ all—qc=—=0 ,
/b —plalt=0 , blel'—clbit=o , callm—gle!'==0 ;

alors les trois équations n’équivaudront qu’a une seulement, et con-
sé¢quemment le probléme scra plus qu’indéterminé,

20. Nous n’¢tendrons pas ces recherches & quatre équations du pre-
mier degré renfermant quatre inconnues, ni & un plus grand nom-
bre d’équations du premier degré entre un parcil nombre d'inconnues.
Ce que nous venons de dire pour deux et pour trois équations de ce
genre, doit mettre sur la voie pour continuer, ou du moins doit faire
sentir comment on pourrait .continuer. Le principal fruit qu’on peut
retirer des recherches de cette nature est de se procurer des ca-
ractéres pour reconnaitre, dans les problémes qui, bien que le nom-
bre des équations y soit égal au nombre des inconnues, se présen-
iont néanmoins sous une forme indéterminde ; combien il y a d’équations
superflues , et quelles sont celles qu’il faut supprimer.

21. Lorsque les équations, toutes dépourvues de dernier terme ,
tombent dans le cas de simple indétermination , c’est-a-dire , dans
le cas ou il n’y en a qu'une seule de”superflue ; on en peut déduire,
si non les valeurs des inconnues , du moins les valeurs de leurs rap-
- ports.

Qu'on ait en effet les deux équations

az—+by=o , dx+4-by=o0 ,
avec la relation .

ab/—ba'=o

elles n'équivaundront qua une seule (‘art. 5 ), et on en tirera

Y

valeurs égales, en vertu de la relation ci-dessus.
22, Pareillement , si Pon a les trois équations

ex~tby4cz==o ,  a'x4-bly~c'z=o0 , a"x by 4c"z==0
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avec la relation
ablch—ac'b!!calbll==ba!c!'=pbc'allm=cblal==0 ;
ces équations n’équivaudront qu'd deux au plus (art. 17 ); divisant

donc par z, on pourra déterminer — et L , et conséquemment auss:
z z

x 3 . . z s r M
; »4 l'aide de I'un des trois systémes d’équations

X
a4t Lpo=o, \oZqr Lo, (@2 4oL po=o,

x y '(x y x y
— P s : At — e — : = A =0
a z+blz+s’_.o, a z+b’ z+c/.._o, a z+b z+c_o,

desquels on tirera :

x cbl—be! g acr—-ca’ [ x ‘b —bc?
T cae— > — T e ’ — p ; ’
z ab—ba' z abl—ba! y ac'—ca
x b bl ole! —clah i x B —blch
-_m——— = e ,) etparsuite (— =——,
z abll—blah ¥z a'bll—blal! y  ald—dla!
x b —=bc! y acl'—cal x et —bch?
— 3 — - -— -
— — 5 — —— = -——’—-——-/; H
z ab'—ba!! z abl—bal \ Y ac'—ca

valeurs équivalentes , en vertu de la relation ci-dessus. Ces valeurs
seront toutes déterminées , si chaque équation est comportée par les deux
autres ; mais si, au contraire, deux des équations seulement revien-
‘ment V’une i Pautre , c’est-a~dire , si Von se trouve dans le cas du 1.°
de l'art. 18, on trouvera pour un des systemes

v

s —

z

.

w8

o o X (e ]
" rE
Des circonstances analogues se présenteraient, si Fon avait un plus grand
nombre d’équations entre un pareil nombre d’inconnues.

22, Lorsqu’on a 3 résoudre un probleme da premier degré qui,
bien que son énoncé fournisse autant d’équations que d’inconnues, est
néanmoins indéterminé , & raison des relations qui existent entre ses

données ; si, pour déterminer les valeurs des inconnues, on a immé-

diatemeng
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diatement recours aux formules générales, on trouvera pour chacune

, .o . o .. .

d’elles , ainsi que nous venons de le voir —; mais si, au contraire,
o

dans la vue d’obtenir une équation finale ne renfermant plus qu’une
seule inconnue, on procede & l'élimination, on arrivera a l'équation
finale o=o.

En effet, puisque des deux équations

ax+-by-+4-c=o , a'z+4+by-¢'=o0 ,
on déduit
cb! —=ber i

able=ba! ’

=

il s’ensuit que Iéquation finale # , résultant de I’dlimination de y entre
ces deux équations , est
(ab/—ba")x=4-(cb/—bc)=0 ;
équation qui devient o=o, lorsqu'on a
ab/—ba’=o , c/'—bc'=o ;
¢’est-a~dire , lorsque le probléme est indéterminé. -
Pareillement , puisque des trois équations
ax4-bycz4-d=o , o' x-blyc'zd-d'=0 , &/ x=by el g dl==0
on déduit
TP 7y TR S, [ TS ) [ W R sV [

o e -

>
able! —aclb-ca'bll——ba/c!'4-bclal—cblal!

il sensuit que 'dquation finale en x, résultant de I'élimination de y
et z entre ces trois équations, est

(@b/c!=—ac'b dcalbl'w—ba’c'~p-belallm—cl/ o) s (A B ol b /Y —b d 'l Al bl ) ==0. ;
équation qui devient aussi ‘o*_-:o, lorsqu’on a , a la fois,
al/c’'—ac'b/-ca’ b/ —ba'c"+-bc o' —cbla’ =0
Y /! —de b S-cd/ b/ —bd/ ¢/ S-bc'd/—cb/d! =o
cest-a-dire, lorsque le probléme est indéterminé.

I en serait de méme pour un plus grand nombre d’équations du
dom 1. 30
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premier degré, entre un nombre égal d’'inconnues, et on pourrait prou-
ver que le méme caractére d’indétermination se manifeste aussi, dans
les problémes des degrés supérieurs au premier.

23. Nous allons maintenant appliquer les principes qui viennent
d’étre développés aux trois équations

r=bztecy , y=cataz, zz=ay+bx;

2
En les éerivant ainsi :

r—cy—bz=o , —cx-ty—az=o , —bx—ay+z=o0 ;

b
et les comparant & celles de Vart. 6, on aura

a= 1, b =—c , c =—b ,
& =—c , V= 1, ¢=—a,

L
a//:_._b 3 5//:__..‘2 5 c//: | G

en conséquence , la fonction

ab/c!—ac'b/!-ca’b!'—ba'c''-be' o' —cb'al!
deviendra

12220 b0

suivant donc que cette fonction sera ou ne sera pas zéro, le pro=
bléme sera ou ne sera pas indéterminé.

Si cetie fonction n’est zéro qu’a cause des relations particuliéres
at-bc=o , b+t-ac=o , 1—*=0 ;
les deux premitres équations seront équivalentes. Ce sera la premitre
et la troisitme qui le seront, si 'on a
c+ab=o , at+bc=o , 1—0*=o0
et ce sera la seconde et la troisiéme, si 'on a
bt-ac=o , c+ab=o , 1—2>==0 3
Si ces relations ont toutes lieu a la fois, les trois équations n’é-

quivaudront qu’a une seulement ; et si aucune d’elles n’a lieu , et que
cependant on ait

e

1@l P20l =0
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chaque équation sera comportée par les deux autres, et deux quel-

conques pourront remplacer les trois.

. . x Y
24. Dans ce dernier cas, on pourra assigner les valeurs de — , =
Y

. z . -
et, par suite, celle de —. En faisant les substitutions convenables
X

dans les formules de l’art. 21, on trouvera :
x b4-ac Yy _ a--be z 1—c2
;=a+bc’ PR ;u—‘m;
x 1—a2 y _ c+ab z __ btac
;,: c—-ab ? :_— btac ’ P Ieqz
x c4-ob ¥ 1—52 z _ atbe
Y i’ = atbe’ x  ttab

De ces expressions on déduira encore les sulvantes:

2 \Vi—a? y _ \i1—b? z I—c2
Y Ni—b 2 Vi—e % \i—a

valeurs qui peuvent étre exprimdes rationnellement, au moyen des
formules précédentes.
24. Soient A, B, G, trois angles ; et, en supposant le rayon égal &
Punité , faisons -
a=Cos.A , 5=Cos.B , c=Cos.C 3
les équations du probléeme seront

#=yCos.C+-2Cos.B ,
(T) y=42Cos.A+42Cos.C ,
z2=zCos.B4yCos.A ;

et on aura, d’aprés les dernitres formules,
x Sin.A ¥ Sin.B z Sin.C

— —

y  SinB’ z  SngC’ x  SinA’
on pourra donc admetire que # , ¥ , z, sont les trois c6tés d’un trian=
gle rectiligne , et A, B, C, les angles qui leur sont respectivement
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opposés, et alors les dquations ('T') seront des équations de relation entre
les uns et les autres.

25. Mais il ne faut pas perdre de vue, art. 22, que tout cela est
subordonné & la condition,

s

1—@*—b*—(*—20bc=0 ,

laquelle devient, dans le cas actuel ,

1-+—Cos.2 A—Cos.*B~-Cos.>C—2Cos.A Cos.BCos.C=0 ;

il importe donc de sassurer que cette condition se vérifie pour le trian-
gle rectiligne ; et il faut bien quelle se vérific en effet , puisqu'au-
tremerit les équations (T') donneraient uniquement #=o0, y=o0, 2=0;
ce qui reviendrait & dire que, dans tout triangle, les trois cotés sont
nécessairement nuls.

Or, cette condition peut étre mise successivement sous les diverses
formes que voici :

(1—Cos.?A)(1—Cos.*B) = (Cos.C~+-Cos.A Cos.B)* ,

_ F-8in.A Sin.B= Cos.C+-Cos.A Cos.B

»~(Cos.A Cos.B+8in.ASin.B) = Cos.C , .
Cos.C=—Cos.(AB). ,

Cette dernidre équation ne peut étre prise avec le signe supérieur ;

car, en supposant B=A, elle deviendrait Cos.C=—Cos.o=—1 3 d'ou

Pon tire en général C=(2k—4-1)180°, 2k--1 étant un nombre im-

pair positif quelconque ; mais on a C<180°, on devrait donc avoir

2k+41<1, tandis qu’il n’y a point de nombre impair positif plus petit
que’ l’umté ; on doit donc avoir simplement

Cos.C=-—Cos.(A-B).

De cette derniére équaiion on tjre, en général

C=(2k+1)180°—(A+B) ,

on

A4-B4C=(2k41)180°

?
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2k~t1 étant toujours un nombre impair positif; mais, & cause de
A<180%, B<180®, C<180°, on a A4B+C<3.180°%, et consé~
guemment 24--1<3, dot k=o et, par suite,

A-+-B4+C=180° ; N
il serait donc démontré par la , si déja on ne le savait , que ,
dans tout triangle rectiligne , la somme des trois angle‘s vaut deux
angles droits , et est par conséquent une quantité constant_e ; et c’est
4 cela, comme on le voit, que tient 'impossibilité de déterminer les
cotés d’un tel triangle , par la seule connaissance des trois angles.
26. Si, comme il parait plus naturel de le faire, on suppose an-
rérieurement connu le théoréme qui vient d’étre démeontré, on pourra ,
en le combinant avec léquation de relation, en déduire une autre
proposition beaucoup moins élémentaire. De I'équation
A-+B4C=180° ,
on tire , en cffet,
C=180—(A-4B)  dou Cos,C==~Cos.(A+B) ;
mais on a g art. 25)
Cos,C=~—(Cos.A Cos.B+Sin.ASin.B) ;
donc :
Cos.(A~+B) =Cos.A Cos.B+Sin.A Sin.B ;
or , on ne peut avoir ' .
Cos.(A~-B) = Cos.A Cos.B-+Sin.A Sin.B ,
puisqu’en faisant A=go® , et supposant B<go®, il viendrait
Cos.(go°+4B)=8in.B ,
équation qui ne peut -étre admise , puisque Cos.(qo°4B) doit étre
négatif , et que Sin.B ne l'est pas; on a donc uniquement
Cos.(A+4-B) =Cos.A Cos.B~—Sin.A Sin.E.
De 1h on conclura facilement

Cos.(A—B)=Cos.A Cos.B~+Sin,ASin.B ;
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et , par suite ,
Sin.(A1B)=Sin.A Cos.B=+Cos.A Sin.B.

27. En dtendant la remarque qui termine lart. 25, il est aisé de
sentir qu'en général, toutes les fois que la solution d’un prcbléme
dépend d’un nombre déterminé de donndes indépendantes les unes
des autres, si Pon choisit des données telles qu’il y ait entre elles une
ou plusieurs relations necessaires , le probléme demeurera indéterminé,
puisquon sera dans le méme cas que si I'en avait mcins de don-
nées que ne le comporte la nature du probléme.

Ainsi, parce que la somme des trois angles de tout triangle rec~
tiligne est une quar\ltité connue et constante , lorsqu’on donne ces
trois angles, on n’en donne réellement que deux, et le triangle de-
meure indéterminé. Au contraire , cette somme étant variable , dans
le triangle sphérique , ses trois angles lorsqu’ils sont connus , sont
trois donndes indépendantes qui.rendent ce triangle absolument dé~
terminé,

28. En conservant les mémes notations que ei-dessus, on a, pour
le triangle sphérique, ainsi que je l'ai démontré, dans ma Trigono~
métrie sphérique analitique

1-=~C05.2A==C05.2B—Cos.2C—2Cos.A Cos.B Cos.C=Sin>z Sin.?A Sin 2B (%)
et, comme on a évidemment

Sin2z Sin.2A Sin. B> o ;

*
on aura, semblablement ,

1—Cos.2A—Cos.*B—Cos.2C—2Cos.A Cos.B Cos.C> o

) On a en effety, ( Voyez page 103 de ce yolume ) ,
1—Cos.225-~~Cos.2y==Cos.2z-}-2Cos.x Cos.y Cos.z==5in,>C Sin.2x Sin.2y

ce qui, en passant aun triangle polaire ou supplémentaire, donne I'é

quation ci=
dessus. A
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ce qui, en procédant comme en lart. 26, donnera, en premier licu,

A-4-B4C>180°;

on aura ensuite , comme dans le triangle rectiligne , A4-B+4-C < 3,180°.
Ce qui prouve, comme nous l'avons annoncé, que, dans le triangle
sphérique , la scmme des trois angles n’est pas une quantité constante,
comme dans le triangle rectiligne.

29. Lorsqu’un probléme est indéterminé ou plus qu’indéterminé,
il est évident qu’on en peut lever l'indétermination, en se donnant,
a volonté , une ou plusieurs inconnues.

Mais , en méme temps , il faut avoir soin de prendre, pour les
connues , des quantiiés qui satisfassent aux relatlons qu’on sait de-
voir alors subsister entre elles. -

3o0. Appliquons ces principes A la re'solution des équations ci-dessus

x=bz4cy , y=cx~taz , z=ay-4t-bz.
En supposant le probléme indéterminé , il faut qu’on ajt, comme nous
Pavons dit ( art. 23 )
1@ b —20bc=0 ;
équation qui, en supposant @ et & quelconque, donne
c=—abt/ (1—a*)(1—0?) ;
d’ott 'on voit que, @ et & étant donnés, ¢ ne peut plus étre pris ar<
bitrairement.

Ces deux valeurs de ¢ peuvent étre également admises en général;
mais si I'on suppose que @, b, ¢, soient les cosinus des trois angles

d’un triangle rectiligne , comme nous l'avons fait jusqu’ici , le signe
inférieur du radical devra é&ire rejeté , puisqu’il donnerait Cos.C=—
Cos.(A—B), au lieu de CosC=-—Cos.(A-+B) que I'on doit avoir; nous

ne prendrons donc simplement que

c=—ab4/ (1—a*)(1—0b%).
31. Puisque ¢ est donné par une fonction irrationnelle de « et 7,
supposés quelconques, on peut simposer la loi de ne prendre pour
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¢ que des quantités rationnelles; alors @ et & devront étre déterminés

en conséquence de cette nouvelle condition , ensorte qu’ils ne pourront
plus étre quelconques.

Pour rendre rationnelle y/(1—a*,(x—¢?) il faut rendre séparément

rationnels |/ 1—a* et /1—4*; on y parvient en faisant

ety m ———— p . -
ViTE= 24, Tl
on obtient ainsi
N2 ¥ 92—p2
" nema ) T gppr?

et, par suite ,
(p2emm®) (g2mmp®)—bmnpq
(m*4m*)(g>+p*)

formules dans lesquelles il suffit de p1mdre pourm, m, P, §, Ges
nombres entiers quelconques.

Supposant donc que z est donné, on trouvera ( art. 23 ),

c-i—aﬁ _ctab
= a--be Zs V4 ~b+aaz’
ee qui donnera, en substituant
mn(g>~4-p2)z _ pg(n>4m»z .
—_pq(nz—-mZ)—i-mn(qZ—pZ) ? Y —_pq(nzo—mz)-{‘mn(qz—}?’) ’

au surplus , pour éviter les fractions, on pourra faire

'x=mn(qz-¥-p2) R y=pq@n>~m2) , z=mn(g2—p>)~}-pgn2—m?) ;
telles sont donc les formules générales qu’il faut employer pour ob-
tenir des triangles dont les trois cotés soient des nombres rationnels
et entiers, et dont les angles se trouvent avoir , tant pour leurs sinus
que pour leurs cosinus, des nombres rationncls.

Si, par exemple., on suppose, n=2, m=1, g=3,p=

dra

2, il vien=

2=26 , y=30 , z=28 ;
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et ensuite .
3 . 4
Cos A= — ) [ Sin A= — =0,8¢0 0000 , -
5 7 5
5 d, \l R - 12 - -
Cos.B= = y dou | SinB= - =0,923 0715,
" Cos.C= 2 Sin.C= —= =0,861 538
0s.C= o \ m.C= == =0,061 4 5

ce qui, en consultant les tables, donne
A=53° =7/ 487,
B=67° 22/ 467 , somme=179° 59/ 587 ;
C=59° 2¢/ 247 ;
c’est-h-dire, & 2/ prés , A<-B-4-C =1 80°. Cette 1égtre différence tient,

comme l'on sait , & ce que les valeurs des angles, déduites de leurs
sinus , ne sont , en général , qu'approchées,

32. On pourrait , relativement aux’ problémes des degrés supérieurs
au premier , se livrer & des recherches analogues & celles qui viennent
de nous occuper ; mais l’étendue de ce mémoire , déja peut-étre trop
long , nous force de terminer ici

Tom. I 31



