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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Recherche de Uaire d'un polygone , en fonction des coor-
données de ses sommels ;

e omainsr e}
. —amw——

Par M. pE StainviLLe (*), répétiteur a Técole impériale
polytechnique.
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SOIENT.C, ¢/, C7,C" e, les cotds successifs d’un polygone ;
w, B, ol , B, ) B, W, B eees , les coordonnées de ses som-
mets. Si d’un point pris dans Uintéricur du polygone, et dont les coor-
donnédes sont 2/ et y/, on abaisse des perpendiculaires sur les direc-
{ions de ses cotés, leurs expressions seront respectivement: 1
yl—ax!—b yl—alx!—b! yl—allu! !
a,d,a’, a”, ..., désignant respectivement les tangentes trige-
nométriques des angles que font les cétds ¢, ¢/, ¢/, ¢/, cevuus, avec
Vaxe des abscisses, et &, &/, 677, b/, ..cesv., les ordonnées de ces

€6tés qui répondent & lorigine (**). Sil’on multiplie la premiére par

(*) M. de Stainville a adressé aux rédacteurs une solution du probléme 1.6* de la
page 17 de ce volume , semblable en tout a celle qui a ¢t donnée par M. Encontre,
Ils regrettent de ne l'avoir pas regue assez 16t pour la mentionner en son lieu. Ils
croient devoir indiquer , parmi les ouvrages oli se trouve résolu le probléme auquel
celui-1a se réduit , celui qui a pour titre : Recueil de problémes résolus par des
eonsidérations purement géoméiriques ; i Paris, chez Courcier.

( Note des éditeurs. )

(**) Soient x/ et y’ les coordonndes du poirt M ( fig. 14 ) ; si de ce point on abaisse
deux perpendiculaires MP et MQ, Pune ala d.oite BP, dont I'équation est y==ax-}b,
et Pautre & 'axe BX des abscisses, on aura un tr'angle MOP, rectangle en P, qui
donnera MP=MO Sin. MOP=MO Cos. y; or MO est égal & 'ordonnée dupoint M,
diminuée de Pordonnée de la dreite BP qui correspond A Pabscisse AQ==x’; ainsi, celte
erdonnée =max’-fb ; done MO==y/~—ax/'—b ; si donc on désigne par p la perpendiculaire
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¢, la setonde par ¢/, la troisiéme par ¢/, et ainsi de suit¢, on aura
évidemment le double de I'aire du polygone ; de sorte qu'en désignant
ee polygone par P ,il viendra :

g 3! ——b e o o ! Y. Y
2P=c. "L—:‘"‘-—‘f_x__.— c’.y l_l.‘f_ ¢, 3;-‘1";"6._:::" -I-....::A_yl—-Bx’-—C;
Vitaer Vitar Viats

mais , l'aire du polygone est indépendante des coordonnées 7/ et y/ H
ainsi, A=o, B=o et 2P=—C ; cest-a-dire :
be ble! bltett
ZP::'—— - — -_ el ¥ R R I
Vida:  \ita2 il
p—f _ ap—pu

or : b=p e, — - =
A oo/ o—a
¢ 4
et: =cCos.y = /2 ;
Vi4a2
\ be
done : ——— T ap g
\/1+a2

et par conséquent :
2P = wpf e /! Bl Al 1 e A s avs

formule ¢légante et 4 laquelle on peut arriver facilement, par la gdo-
métric ordinaire. En effet un polygone , .dont toutes les parties sont
situées dans l'un des angles que forment les axes auxquels on rap-
porte les coordonnées des sommets , peut étre considéré comme étant
la différence de deux polygones qui auraient pour base commune la
partie de Paxe des abscisses cdmprise entre celles des perpendiculaires
abaissées des sommets sur cet axe, qui sont les plus distantes, et pour
cotés adjacens ces mémes perpendiculaires; or , si on évalue les tra-
pézes dans lesquels se décomposent les polygones , lorsque de chacun
de leurs angles on abaisse des perpendiculaires sur la base, il est
évident que Vexcts du double du polygone convexe sur le double
du polygone concave, c’est-a-dire , le double du polygone dont il
sagit , aura pour expression :

1 1

I
(e 0 e 05 ¥ 3 08— — = e
WP, on awa p==(y'—ax'—b) Cos. 7 ; or Cos.y=cm VitLlangry \/idqa ’

Ny -

y14a?

donc enfin p=
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2P= (,,,__“/) (,3+ ‘6/)_*_.(“/__“//) (,3/+ ﬁ//)—l"(ﬁ”-— “///X ﬁ”‘l"ﬁ/”)"l’ cesesed

or, le dernier terme de chaque produit est détruit par le premier
terme du produit suivant, a exception de celui du dernier produit
qui est détruit par le premicr terme du premier produit, il ne reste
donc de chaque produit que les termes dans lesquels les deux fac-
teurs n'ont pas les mémes accens; on a donc , comme précédemment :
2P = g/ pal o § el | 1 — lE el A e

C’est encore ce quon peut obtenir autrement , en remarquant que
le double de P'aire du polygone peut étre mis également sous ces
deux formes : :

2P = (ammo!) (48" ) -/ e ) (B/4-p") = v vne

2P = (e—a/) (e ) (! — &/ (6 — 8" ) = e v ens
ce qui donne, en prenant la demi-somme des deux expressions, le
méme résultat que ci-dessus.

On peut remarquer, en passant, que la quantité A=o ayant pour

expression :
c c

c”
“Vi4-az + Vi4-a'? + Vid-a>

Ii,l en résulte que la somme des produits des edtés d'un polygene, soit

dvveeee

par les sinus, soit par les cosinus des angles qu’ils font respective—
ment avec une droite tracée d’une maniére queleonque sur un plan,
est égale a zéro 5 ce qu'on peut d’ailleurs démontrer directement d’une
mani¢re fort simple (*),

On pourrait aussi trouver , pour les polyédres, des formules analo-
gues aux précédentes et démontrer, par des considérations pareilles &
celles dont nous venons de faire usage, que la somme des produits
des aires des faces d’un polyédre par les sinus ou cosinus des angles
qu’elles font respectivement avec un plan quelconque est zéro ; et qu’il
en est de méme de la somme des produits des cétés d’un polygone
rectiligne, plan ou gauche , par les sinus ou cosinus des angles qu’ils
forment avec une droite située d’une maniére quelconque dans I'espace,

(*) Voyez l'ouvrage déja cilé.
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