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13 FORMULES

ANALISE INDETERMINEE.

HRecherche systématique des formules les plus propres
a calculer les logarithmes ;

Par M, TrHomAs LAVERNEDE.

(a2 Y Vi Vlg Vig Vo Vg Vo ¥}

i. ON sait que, # et Z représentant deux nombres quelconques, et &
¢lant plus grand que #, on a

u—t Ut
Log. 2M g +t u+t (u+t u+t> +etc (A)
formule toujours convergente , et dans laquelle J/ représente le
module. {*)

2. Si, dans cette formule , on met & la place de # et # des poly-
némes en x du degré m qui, ne différant entre cux que par leur
dernier terme, soient décomposables en facteurs rationnels du premier
degré, ayant tous  pour premier terme; c'est-a-dire, silon fait

u=a"+Pa™ ... +Re+-S=(z+4a)a+b)....(a+1]) ,
et

t= a2 -Pam . A ReFE=(ae) (0) Lo ()
on aur‘a

H—if=8§—%5 ,

" Voyez le complément dalgébre de M. Lacroix.
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utt=2a"42Pas™ - . A2 Ra-+S5+2

u—t 3 (§—3) T
udt & Pxm i, AxpiOFs)

et la formule (A) deviendra

(xf-a) (x4-D) (xd=C) o o (4-D)
O0g.
8 (@) (BB (X-7) e v oo (X2

=2 MU[TH: P41 T T4-etc. |,

ou
Log.(z-4~a)+Log.(xz~+5)4Log.(x4c).. .. 4+TLog.(a=471) ...
—Log.(#-+«)—Log.(x+4g)—Log.(x4>)....—Log.(a+2)
=2 M[ T4 T2 T54-2 T 4-cte. ] (B)

or, il est clair que, lorsque les valeurs particuliéres des lettres
@¢,b,c, etc., «, B,v,ectc., seront données, on pourra, par cette
derniére formule, calculer le logarithme de 'un quelconque des nom-
bres 2~4a , 2-+b, x+tc, etc., 24« , 248, 3+, elc.,si on con-
nait les logarithmes des autres. 1l importe donc 1.° de faire voir comment
une équation telle que (B) peut servir & trouver les logarithmes
de tous les nombres; 2.° de déterminer les conditions qui donnent &
la série du second membre le plus de convergence , et par consé~
quent & la valeur cherchée l'approximation la plus rapide.

3. 1.2 1l est évident que , quelle que soit la valeur de z, les
polynémes u et # ne changent point; donc x est variable. Il n’en est pas
ainsi des lettres @, 4, ¢, ete. , «, 8,5, etc. Les coefliciens P, Q....
R étant les mémes dans les deux polynémes, les valeurs de ces lettres
a,b,c,ctc.; a, g, y, etc., doivent étre telles que les fonctions des
unes représentées par ces coefficiens dans le premier polynéme,
soient respectivement égales aux fonctions semblables des autres
représentées par ces mémes coefliciens dans le second, Il suit de [a

-
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que , quoique les lettres @, b,c,etc.;a, p, 4, ete., solent toutes
susceptibles d’admettre plusicurs valeurs , puisqu’elles ne sont lides
que par un nembre de conditions moindre que celui de ses lettres ,
il y a cependant , entre leurs valeurs simultanées ou corrélatives , une
dépendance mutuelle qui fait qu'on ne peut changer les unes,
sans que les autres ou au moins quelques-unes des autres ne chan-
gent également. Ces valeurs corrélatives des lettres ¢, 4, ¢, etc. ;
«, B,v, etc., forment donc ce quon peut appeler an systéme de valeurs ;
ct, bien que le nombre de ces systémes soit inlini, si, par une raison
quelconque , on est déterminé & en adopter un, ce choix une fois
fait, les quantités @, b, ¢, ctc; «, £, ,elc., pourront étre consi-
dérées comme constantes. Dans cette hypothése, les nombres z-}-a,
a+b , a4c ,ete. ; 2+« , a+e , 2ty , etc., ne renfermant
qu’une seule variable 2 , croitront ou décroitront en méme temps
qu’elle : ils pourrent donc parcourir tous les degrés de grandeur et
représenter successivement tous les nombres possibles. Donc une
équation de la forme (B) pourra servir & trouver les logarithmes
de tous les nombres. On pecut, contre cette assertion , faire I'ob-
jection suivante , savoir : que les quantités x~-a , a~+5b, o, etc.;
x4, 246, 24y, etc., étant au nombre de 2m , il faut, pour
pouvoir commencer & calculer des logarithmes par des formules du
genre de celle dont nous parlons , connaitre 2m—1 logarithmes.
Nous reviendrons dans la suite sur cette difficulté , et nous ferons
voir comment, par le secours des formules elles-mémes , on peut
se procurer ces 2/m—1 premiéres domnées. )
20 La série T4 T°~; 15 T74ete., est d’autant plus con-
vergente que la quantité 7" ou la fraction

1 (5—%)
xMPam= 1, o B2 (S542) °

est plus petite. Or , le numérateur de cette fraction , qui doit étre
constant, dépend de la différence §—2 des derniers termes des poly-
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némes u et ¢ Mais ces derniers termes étant respectivement les pro-
duits des quantités @, b, ¢, etc.,et«, g, y, etc., dépendent cux~
mémes des valeurs qu’on donne a ces lettres ; donc, pour rendre
la série T4 2 T°+4; T°+ > T'--etc. , aussi convergente qu’il est
possible , il faut choisir pour les lettres @, 4, ¢, etc., «, 6, v,
etc. le systtme de valeurs qui rend la différence S—= aussi petite
qu’elle peut I'étre, sans nuire & la forme des polynémes z et 2.

Quant an dénominatcur qui est variable , on voit qu’il sera d’autaunt
plus grand que le degré des polyndmes z et £ sera plus élevé, et en
méme temps que le nombre # , et par conséquent aussi les nombres
z4a , x4b , x+tc , etc. ; a~4a, 244, x4y, etc., seront plus
grands. Donc, la convergence de la série dépend encore du degré de
la formule et de la grandeur du nombre dont on veut avoir le
logarithme.

Il cst aisé de voir que les polynémes z et # ne sont autre chose
que les premiers membres de deux (quations qui ne différent entre
elles que par leur dernier terme, et qui ont en outre leurs racines
commensurables. C’est donc de la recherche de semblables équations,
que nous devons d’abord nous occuper; nous parlerons ensuite dos
formules qui s'en déduisent, et de la manitre de les employer.

PREMIERE PARTIE

Des équations qui , ayant leurs racines commensurables , ne différent
enire elles que par leur dernier terme.

4. Deux équations , qui n’ont de différence que dans leur dernier
terme , péuvent étre telles que ce dernier terme soit zéro dans Pune,
et une quantité effective dans l'autre, ou telles que le dernier terme
soit dans 'une et dans V'autre une quantité effective. Dans le premier
cas, X™ représentant unc fonction de z qui devient nulle en méme
temps que x, si I'une des équation est XA™4~Ah==0 , l'autre sera
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X" =0 ; cctte dernidre est celle que jappellerai Ja résultante | velative-
ment & la premidre 4 laquelle je donnerai le nom d'éguation prin-
cipale.

5. Toutes Ies équations du sccond degré qui ont des racines com-
mensurables ont pour résultantes des équations dont les racines sont
également commensurables, En effet toutes ces dquations sont com-
prises dans la formule générale x*~-(a-+4-b)z-tab=o0 qui, en sup-
primant son dernier terme, devient 22(u~-b)ar=0 ou a[a+a-tb]=o0.

6. Dans le troisicme degré les racines des résultantes sont souvent
incommensurables , quoique celles des équations principales soient
rationnelles ; mais on peut facilement trouver, parmi ces derniéres ,
celles qui jouissent de la propriété qui nous occupe. Prenons pour cela
I’équation

B Apr*~+ga-tr=o,
dont la résultante
2 parrd-qr=o0 ,
étant divisée par x, devient
*+prtg=o,

et donne

—'l"{‘\/_—_; et x— F"‘\/;:T

nommons de plus —d et —e ces deux racines, et supposons que —a,
—0b et —c sont celles de I'équation principale, nous aurons

p=a-+b+4rc ct q=a5+ac—{—éc.

Cela posé, pour que les valeurs de d et de e soient rationnelles, il
faut qu’on ait
pr—hg=un quarre ;

or, cetie égalité, en mettant pour p et ¢ leur valeur, peut s'écrire

—
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comme il suit
(a+b—f)’———4a£= un carré.
On satisfait & cette condition en faisant
(ab==c)2— fab=(aFb=—c4-22)*=(a~+b=0) - (a-bmmc) 242
ce qui donne

G ac .
==

de plus, les valeurs de & et de ¢ deviennent, par cette supposition ,

b
d:ia—i——b%::*f— et e=a-b+»x ;

I'équation principale se change en

. ab+z(a_:b)x+m:| s
[(“+b>’*+aflta+b+m ot ab(a+2)(lz+>») =0
ou
el e+ | e+ o
et sa résultante est 0

x [ ot (i’:—'t-’f] [aatb+2]=0 .

7. Le résultat auquel nous venons de parvenir renferme, pour le
troisiéme degré , une infinité d'équations qui ont, ainsi que leur résul-
tante , des racines commensurables ; mais , dorsqu’en passant de cette
forme générale aux équations numériques , on veut avoir des nombres
entiers pour racines de ces dernieres, on est obligé de choisir les
valeurs particuliéres & donner aux indéterminées a, b et », de maniére

3 ce que les dénominateurs disparaissent. On évite cet inconvénient
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en observant qu'en général les résultats des questions indétermindes
n’exprimant point des valeurs absolues, mais simplement des rapports ,
on peut les multiplier ou diviser par telle quantité que l'on veut,
sans qu’ils cessent de répondre & la question qui y a donné lieu. D’aprés
cette remarque , dont nous ferons souvent usage dans la suite, il est
visible que , pour avoir les expressions des racines sous la forme d’en-
tiers, il suffit, dans tous les cas, de multiplier les valeurs trouvées
pour ces sacines, par le plus petit dividende commun aux dénomi-
nateurs de ces mémes valeurs, Par ce moyen, les équations (C) deviennent

2+[ad4-2(a4-0)r-4-r* ]2
[(a4-b)rtab][a+-b+r]a-t-abar(ad-2) (b))

=0,

ou
[#-+ar][aba][a-(a2)(0+2)] =0,
et D)
z[a4(a+b)r4-ab] [z~ (a4 2 ]=0 .
8. On peut avoir, & la place des équations (D), d’autres équations
d'une forme un peu différente , soit en considérant I'égalité
p—i4q=carré ,
sous un antre aspect, soit en substituant dans les équations (D), au
licu de l'indéterminée a, une nouvelle indéterminée augmentée ou
diminuée d"une fonction de @ et & ; mais ces diffvrentes transformations
ne pouvant nous étre d’aucune utilité , nous n’entrerons point dans les
détails qu’elles exigent. Nous nous bornerons seulement ici a faire
voir qu’on peut encore soumettre les équations (D} & remplir quelque
nouvelle condition , outre celles auxquelles elles satisfont déja.
9. Supposons d’abord qu'on-veuille que les deux racines de la
résultante soient égales, on fera d=¢ ou
(ab)r+ab=(a+b42)a ;
ce qui donnera
= 2 .
=—

substituant
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substituant & 2 cette valeur dans les équations (D), et multipliant

. . a . .
ensuite toutes les racines par -;:,‘ on aura pour ]’équatxon prmcxpa_le

x3+2(A’+az+a’)x’+(A”+a7\+a‘)’x+a’>ﬁ(a—{-—;\)’:-—-o ,
ou i
(#-+a?) (@) [e-Ha+2)]=0
et pour la résultante (E)
z[z~r*~art-a*]*=o .
10. Si lon veut que le second terme manque dans I'équation
principale, on fera d+4-e=o ,
ou -
(@+0)rFabd-(a-1-o+4+2a=0 ;
ce qui donnera '

A(Ad-20)
2A--a

b=

.
®

faisant ensuite la substitution, et multipliant toutes les racines par
2A+-a
+ +

, les équations (D) deviendront

23 —(nHar+-a?) s an a2 —a®)(2at-a) (r28) =0 ,
ot
[ra(arta)|[aTrirtea)][e i —a)] =0 ,
et (F)
a[z4r4arta*][z—(r*+ar+2*) =0 .
1r. Enfin, si c’est le troisitme terme qu'on veut faire disparaitre,
on pourra faire =0 ou e=o0, c'est-a-dire,
, ‘ (a+b)r+tab=0 ou (a+b+4a)r=o.
La seconde hypothdse donne »==~—(a~+2) et conduit immédiatement
dLom. 1. 4
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a ces deux équations

xs—-(a’+a5+52)x’+a’52(a+5>2 =0,

ou &
[z—a(a+0)][&—b(a+0b)][a~+al] =0 , h

et (G)

2 [r—(a*+ab+b*)]=o0 ;

‘ b

par la premiére hypothésc, qui donne A:—-—;%_-g, on parvient au
méme résultat en mul,tipli:mt: ,. aprés- la substitution , les racines des
d dquati (a-0)2
gux_équations, par—-—.

12. On voit , par ce qui précdde , avec quelle facilité on peut
fagonner , pour ainsi dire , une équation du troisitme degré , de
maniére a ce qu'elle ait, ainsi que sa résultante, des racines commen-
surables. 1l n’en est pas de méme des équations des degrés supérienrs.
Dans le quatriéme, par exemple, lorsque I'équation n’est pas privée
de son pénultiéme terme , sa.résultante , qui- devient alors du troisieme
degré, devant avoir des racines commensurables , tombe essentielle~
ment dans le cas irréductible. De plus, outre les difficultés que palzai't
devoir amener cette circonstance , l’éqgation‘ principale elle-méme don~
nerait probablement lieu 4 des expressions qu'on ne saurait réndre
rationnelles, Ce n’est, je crois, que dans des cas particuliers qu’on
peut trouver , pour les équations des degrés supérieurs au troisi¢me,
des formules de composition gui satisfassent aux conditions prescrites ,
et quelquefois méme ces formules deviennent trés-compliquées. Parmi
les résultats auxquels m’ont conduit les diverses tentatives que j’ai
faites , je ne donnerai , dans ce qui va suivre, que les plus simples
ou ceux qui pourront fournir une application avantageuse.

13. Le premier membre d’une équation du quatri¢me degré pouvant
toujours étre considéré comme le produit de deux facteurs du second ,
prenons pour équation principale

(@ tmatn)z*tprtg)=o ,
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ou
Z-(m=p)a*(nt-mp—+q)a*A-(npmg)a—tng=o ;
et , pour faxre disparaitre le quatuéme terme, supposons

np—[—mq o ou q———ﬂ,—

m ?

la résultante sera alors divisible par #*, et ses deux racines effectives

seront
O A=

Si, pour rendre rationnelles ces expressions , on fait

(m—p)*  n(m=—p [Tm—p nd7T]2_ (m—p)?  andm—p) nzd
T e e e e g
il viendra
m{m=—p)(d=—1)
:_--———-———32 R
. . e 1
_ p(’m—,-p)(‘:";l}i‘
9= i g
et .
m—p  né
X = — =]
. - m —
dod o )
. : o nJ‘ Ap+m(3—-:z) .
x——*’p_ m é\ L
et :
ng m—-p(d—1)-
=—m =

on aura, par conséquent, pour la résultante

[ +p+m<a‘ n][ +m+p<a‘—-x7 _0"_'

et pour l’équanon prmcnpale

) 3 __ Py (0=
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ou, en multipliant toutes les racines par §
@ [a-Fp4-m(y—1)][#+m-+p(s—1)]=o0 ,
[a*+myz-+-(m—p)o—1)][#*~+psz—p(m—p)(3—1)] =0 .

{
\

/ . ) L)
14. Avant de parler d’une maniére générale de la décomposition
du premier membre de I'équation principale en facteurs linéaires ,

nous ferons observer ici dcux cas dans lesquels cette décomposition
s'effectue avec beaucoup de facilité,

1.° Lorsque p==0, les équations (H) deviennent
2*[2*—(m—p)*]=o0 ,
et [2*—m(m—p)][=*+p(m—p)]=o0 ;

ou, en divisant les racines par {/m—p ,

wla—(m—pil=o . «
et [v*—m][z*+p]=0 ;

dans cet état, pour que les racines de I’équation principale soient

I
commensurables, il suffit de faire m=5* et p=—¢*; mais alors la
rationalité des racines de la résultante exige que 4°~-c* soit un carré.

On satisfait -3 cette condition en faisant

e =(a+cy=a+2ac+tc ,

ce qui donne

b2emmpy3 2 B2
= @ et 52+52= (i.__*.-_)_ H
2a 4a2 .

valeurs qui changent I'équation résultante_ et la prmc:pale aprés qu'on
a multiplié leurs racines par 22, en

2*[#*~—(a’+b*)]=o0 ,
et [#*—4a*b*][2*—(a*>—b")]=0 , ) (D)
ou PR x;_(az+bz)zxz+4azﬁz(az__bz)z.__0 .
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On voit par 13 que, dans ce cas, les racines de I'équation principale
ne sont autre chose que les valeurs des cotés de l'angle droit d’un
triangle rectangle , prises en plus et en moins, et que les deux racines
effectives de la résultante sont la valeur de I'hypoténuse du méme
triangle, prise également en plus et en moins.
2.° Lorsque y==2, les équations (H) deviennent

z*[z-+m—+-p]*=0 ,
et

[#*+2mx~+-m(m—p)][x*~+2p2-t-p(p—m)]=0 ;
ou :
[a-+m—y/ mp][x-+tm—y/ mp | [2+p—/ mp][a-tp+y/ mp] =0 ,
équations qui, en faisant m=a* et p=5", se- changent en

z*[z~4a*+b*]*=o0 ,
et

[o4a(a—b)][ 2-+-a(a~+-0) ] [#—b(a—b)][2+b(a+B)] =0 , } (K)
ou
xb+2(a2+5:)x3+(az+bz) 242 _azéz(az__bz)z =o.
15. Revenons maintenant 3 la question générale, L’équation prin-

eipale (H) fournit les deux suivantes

a*4-myx +m(m—p)(y—1)=o ,
et
x*~+psa-tplp—m)(s—1)=0 ;

la premiére de celle-ci donne

__ —md=\/m2(d—=z)>~4-4mp(d—1)
= ’

2

et, en faisant

ma(S—2)3~-4mp (3=—=1)==[m (3==2)~f-2pA]r==m>(d—2 ) -4mpA(d=m2)-4p222
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on a
- M (A1) (Sommz)
—_— e P
et
== d otz [m d—am~}-2pX]
— > ;
d’ou
m(d=1)(A—1)
x=-—m+4v7‘=_ x >
et
M(A—-0=—1)
r=—m(§—1)—pr=— = ;

la seconde donne pareillement

== TPIENp2(@—2)imp(3—1) ;

2

et, en faisant

P (3—2)*-4mp(d=1)=[p(§—2)4-2mp)2==p*(§=2)*}-bmpu(d—2)F-4mp2 ,

on a

e
4 P= ==
et
_ —Pik[pd—zpd-2mp)
— - 2 ;
d’ol
“Mmpe(S==1) (pemm1)
T == 72 f o e e
perme (F=1)=p(d=2)
et

— e

C—D— (=2 ’

par la I'équation principale (H), apras qu’un a divisé toutes ses racines
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par m , ou , ce qui revient au méme , aprés qu'on a fait m==1, devient

5- — ———
[x-l—( r)AO» n] [x_i_ws 1] 9
A
[x+ #(3—1)(e—1) + #(ped-d—1) _ L
(O—1)=pe(==2) l_ (d=1)—pu(d—2 ]—-O.....( )

et' les deux valeurs de p fournissent de plus I’équation de condition

(F=D=2(d=2) @ _ P—A(p—1) g

= ou = «.(M
Az (F—1)=—pt (d=—2) A2 Qe po (@1 ( )

en faisant y3—T1=p. Clest 2 la résolution de cette dernidre équation
qu’est présentement réduite toute la difficulté.
16. En tirant de Iéquation (M) la valeur de g, il viendra

i (o (1)

V (A—:)3¢4-;2(7x—1 )(2)\.—-‘1)¢3—-(4A3—-Io}12+67\—-1 )¢=+2A=—2A+x),¢:|-m} H
et cette expression devant étre rationnelle , 1.° si on suppose la quantité |
soumise au radical égale [—(A—1)¢*~-k¢+2]* on aura

(A1 )2 Qb2 (A1) (2 A ) PIomm (2 3 T O A 2B A 1) 9222 (2D 20z A 1) AR
T 1) P 2(A=—1)kpd= N e 2lnpfiar

+ kg2 ;
égalant ensuite les coefficiens de ¢, on trouvera A==2a%--2r-1, et
A(A-1)

A—I

Péquation ci-dessus donnera ¢= . Enfin , cette valeur étant mise

A1, , . o
dans celle de x, on aura g=» ou v chacune 'de ce$ der-

nidres valeurs donnera , au lieu de I’équation (L.), celle-ci

2

4
[‘z‘x'_—'(}‘-‘—l)z] [ ’_-Q*""f)ﬁ =0,
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gui , en multipliant toutes ses racines par a—r1 , devient
[ (=1 —i] =0,
et a pour rdsultante
e —Go)]=0 ;
ces deux équations ne sont autre chose que les équations I du n.° 14,

. . a -y .
et les reproduisent en faisant a= 7 et multipliant ensuite toutes les

racines par b.
2.° Si Pon fait la quaatité qui est sous le radical égale & (Zo*+Aheta)
on aura

(A1) 2 Qb2 (Ao 1 Y (2t 1 ) Qomm (4 A 3 1 OA 2 - B A= 1) @22 (2 A20mm2 A} 1) @-f-22

=hgig 2Bkt (ahaHe)e akng4a ;

égalant ensuite d’une part les coefficiens de ¢ , et d’autre part ceux
de ¢2, il viendra k=2a’—2a-1 et f=— (2a*—1)(A—1). L’équation

. ) 3
et les valeurs de g deviendront p=— Y

22
ci-dessus donnera o= "

=1

22X

et w= T I’une ou l'autre de ces va'eurs étant substituée dans
: ¢

Péquation (L)) du n.° précédent, on aura I’équation principale

2 2 T A2f-1 A2l
[x-{— A+r] Lx+ M__I] [x—- A(A+x)=] =o,

qui, en multipliant toutes ces racines par a(aA—1)(ax=1)*, devient

[at2a(w—n) ] Loaiadn) 2 1)][a—a—1)(1)] =0 ,

et a pour résultante

&[4 (A= 1)(3a% mm 284-1) J [~ 2(a—1 )(A*-224-3) =0
17,
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17. Si, aulieu de tirer de I'équation M la valeur de (, on prend
celle de ¢, on aura:

2Appm— e =\ AT 2N pe— (AT 7 1) 7 (A1 ) g
- 2(A—1) (g—1)

et, en égalant la quantité soumise au radical & (r—/Fp-7p*)* ou
M—2kap (2l k) p 2l St

les coefficiens de x et de x*, supposés égaux de part et d’autre, don-

neront =1 et A=—>2a(a—1). On trouvera ensuite fort aisément

(—1) F (r—1)
2(A=—1)

I . .
p=—ct o= ou ¢=o0 et ¢=1. Enfin, en substi-

. 1 , . T
tuant respectivement — et 1 4 la place de u et ¢ dans Péquation” L ;

on parviendra a I'¢ quat;on principale :

[+ 2] - F] 2]

ui, en multipliant toutes ses racines par »>, devient:
’ P P

- Gm1)][ar (1) [— ()] [0 ] =0

et a pour résultante :

a4 1T =0
Ces deux équations ne sont autre chose que les équations K du n.® 14,

. . a . g .
et les reproduisent cn faisant A == et multipliant ensuite toutes les
racines par 5.

18. On pourrait maintenant, A l’aide des valeurs obtenues dans les
deux derniers n.°® pour les indétecrminées ¢ et g, avoir d’autres va-
leurs qui satisferaient également 2 la question. Pour en donner un
exemple,, supposons qu’ayant trouvé dacs le n.° précédent que la

Tom. I. 5
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I . . . )
valeur = —A—rend la quantité qui est sous le radical égale & un carrd;

., 1 .
on substitue dans cette quanhte-;»——{— r & la place de ¢ ; elle deviendra,

par cette substitution ,
’5:‘{(7""1)4—27‘(7\‘—1)’(4?x—l)r7—?\’(4>m’-—16?\’+12}\+ 1P e fA (A—)r )

ct, en égalant son second facteur au carré [(r—=r1)*~£r]* ou

(A =—1)% e 27 (A1) =22

. At X A1
on trouvera k — —1 o e el c e eerenenn
=), r -1 ¥ T A
A e oA = (307 o 22b-1 A ad1 A1
? = ( +)ou¢:(+)et¢=— . La se~
4(A=—1) A1 2(A=1)

conde valeur de ¢ conduira 3 ’équation principale:

Mg A om0 N T
el e
[ (A+I)(7ﬁ+1)][ (A+I)(A’—2A—l)]
x — X —
2A(A—1) 4

qui, en multipliant toutes ses racines par 4a (3=—1), devient :

i
o

[x = 20(A = 1)(A* = 1)][® = 22 (A == 22 == T1)] ¥
[x —2(h e 1) o 1] = (3 = 1) (4* = 22 —1)]

cquatlon dont la résultante a aussi des racines commensurables. Par
la premitre valeur de ¢ onreviendra aux ¢équations déja trouvées ( n.°

16, 1.%)

19. Lorsqu'on a, pour un degré quelconque , une équation prin-
cipale et sa résultante dont les racines sont des nombres rationnels,
on peut, par leur meyen , trouver deux autres équations qui, ayant
également des racines commensurables , ne différent entre elles que

par leur dernier terme, soit que. ce dernier terme doive étre dans
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I'une et dans l'autre une quantité effective,, soit qu'on veuille qu’une
de ces nouvelles équations devienne résultante de l'autre. Ces trans—
formations présentant d’ailleurs quelques conséquences utiles , nous
allons les examiner d’une manitre générale.

20. Prenons 1'équation principale :
2P pami - oL e +rx--s=o \

ou (+a)z+8) ... ... @+ (xt+E)=0
ayant pour résultante : ’ ‘ \N
amfprm L oL Frr=o0

ou @t+)@+e) . ... . (@t+)=0 )

et mettons dans l'une et dans Pavtre z-}-4 4 la place de .

1.° Sid n'est égal & aucune des racines — @, =— 5, etc., =«;
—8, etc., les deux transformées auront tous leurs termes respecti-
vement égaux , & I'exception du dernier qui scra d™ —-pd™ 4~ ......
~-rd s dans la premiére , et d*~-pd™ '+ ........ 4 rd dans la

seconde, et par conséquent une quantité effective dans I'une et dans

Pautre. .
21. 2.° Si & est égal & une des racines de 'une quelconque des

équations N, la transformée de I’équation & laquelle appartient cette
racinc, aura une racine égale 3 zéro; son premier membre sera di-
visible par x, et elle sera la résultante de l'autre tranformée , qui
aura essentiellement ses dernier et avant-dernier termes.

22. 3.° Si l'une quelconque des équations N a deux racines égales;
en prenant & ¢égal a ces racines, la transformée de I'équation a la-
quelle elles appartiennent, aura deux racines égales a zéro, son pre-
mier membre scra divisible par 22, et elle sera la résultante de 'autre
transformée qui n’aura point de pénultiéme terme.

23. 4.° Sil'une quelconque des équations N p‘ouvait avolr trois ra-
cines égales, en prenant d égal & ces racines, la transformée de I'équa-
tion a laquellc elles appartiendraient, aurait trois racines égales & zéro;
son premier membre serait divisible par 27, et elle serait la résultante
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de Tautre' transforméde qui manquerait de ses pénultieme et antépé-
nultiéme termes, Mais une équation quelconque, dont les racines sont
réelles, ne peut étre privée de deux termes consécutifs. Donc, en
général , il est impossible que deux équations qui ne différent entre
elles que par leur dernier terme, et qui ont des racines réelles , et &
plus forteraison des racines commensurables, puissent, l'une ou l'au.
ire , avoir trois ow un plus grand nombre de racines égales.

On voit , par ce théoréme que, 2 étant un nombre entier positif plus
grand que 2, le premier membre de I'une quelconque de nos équations
ne peut avoir un facteur de la forme (2-4)", mais rien ne soppose
3 ce quil en ait plusieurs de la forme (x--a)*, cest-a-dire, &
ce que l'équation ait plusieurs couples de racines égales.

24. On peut encore demontrer trés-aisément que deux équations
du genre de celle que nous considérons , ne peuvent avoir une racine
commune ; car, en nommant ¢ cette racine, les premiers membres de
ces équations seraient exactement divisibles par #—a; mais, par Uhy-
pothéese , les dividendes ne différant entre eux que par leur dernier
terme , les quotiens ne pourraient non plus avoir de différence que
dans le terme non affecté de & ; donc les équations primitives , abais-
sées d’un degré par la division, donneraient encore deux équations
qui ne différeraient entre elles que par leur dernier terme. Maintenant ,
ces derniéres , étant multipliées par x—a , devraient reproduire les
équations primitives : or c’est ce qui est impossible. En effet, 1.° les
produits partiels des premiers membres par #, différeraient entre eux
par leur terme affecié de la premiere puissance de o3 2.° les produits paz-
tiels de ces mémes premiers membres par— & différeraient entre eux par
leur terme non aflecté de 2 ; par conséquent les produits totaux diffé-
reraient entre eux par leurs deux derniers termes, et ne reproduiraient
pas les équations primitives. Donc deux équations qui n’ont entre
elles de différence que dans leur dernier terme, ne peuvent avoir
une racine commune. )

25. Nous avons vu, n.° 20, que, lorsque & n’est égal‘é aucune
des racines des équations N, les transformées ne différent entre elles
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que par leur dernier terme qui est @@ ~-pd™ . .. . F-rd-}-s dans
Pune, et d®~4pd™ '+ ...-rd dans l'autre. Si 'on veut que ces
derniers termes soient des grandeurs égales , mais de signe contraire,
il faudra faire :

d™ 4pd™ A oo rd A 5= e @ e pd S e | 1d

ou

d=t-pd™=14- ... 4rd-+ .:. =0

On peut de cette équation conclure la régle suivante :

Pour transformer une équation principale et sa résultante en deux
autres équations qui ne différent entre elles que par le signe de leur
dernier terme, il faut, dans Iéquation principale , diminuer le der-
nier terme seulement de moitié, ce qui fournira une nouvelle équation
qui dura ox n’aura pas de racines commensurables. Si cette équation
@ une racine commensurable, cette racine sera la valeur de d ou de

la quantité dont il faut augmenter les racines , tant de I'équation prin-

cipale que de sa résultante, pour avoir les deuz transformées cher-

chées ; st elle n’en a point , on en conclura que les transformées de-
mandées sont impossibles.

Soit, par exemple, I'équation :
24627+ gxr 4+ 4=0 ou (1) (@+4)=0

quon obtient en faisant a=)=A=1 dans une des équations princi~

pales D et E des n.°® 7 et g. En divisant son dernier terme par 2,
on a léquation auxiliaire :

2’ 462> 49z 42=0.

Cette dernitre, ayant =2 pour racine, fait voif qu’il faut, tant dans
la proposée que dans sa résultante,

24622+ gr =0 on z(z—+3)* =o

substituer #—2 4 la place de 2, pour avoir deux transformdées qni
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ne différent entre elles que par le signe de leur dernier terme. Ces

deux transformées sont:

2} —3r+2=0 ou (z—1)*(242)=0

et

a3 —3r—2=0 ou (1) (xr—2)=o0.

26. Avant d’aller plus loin , nous ferons observer ici que (X™
représentant une fonction de # du degré 7, qui devient zéro en méme
temps que cette variable ), lorsque la résultante commune de deux
équations X" 4-S8S=0, et X™—8=0, qui ne different entre elles
‘que par le signe de leur dernier terme, a comme elles des racines
commensurables, on obtient, en les multipliant 'une par l'autre,
I'équation X2m_§=¢p du degré 2m qui a pareillement, ainsi que sa
résultante, des nombres rationnels .pour racines. Cette propriété tient
3 une plus générale que voici. Lorsque deux équations X™+4S=o0
et X™--T=o0, qui ont des racines commensurables et ne‘diﬂ‘érent
entre elles que par leur dernier terme , sont telles qu’en les ajou-
tant membre 3 membre , et divisant énsuite par 2, 'équation-demi-
somme Xm-{—s—?: o a aussi des racines commensurables; si,
d’un coté, on éléve au carré cette derniére, et que d’un autre , on mul-
tiplie membre membre les deux premiéres, les équations qui en
proviendront , savoir : X*™ = (ST Xm—l—(S‘:T)! =0 et X*™ -
(S§+4T) X™+8T=o0, jouiront encore de la propriété de ne différer
entre elles que par leur dernier terme, et d’avoir, comme les équa-
tions primitives, des racines commensurables. En cffet , dans le pre-
mier cas, la résultante commune n’est autre chose que 1l'équation-

demi-somme dont nous venons de parler,
27. Prenons pour second exemple de la régle du n.® 25, I'équation

littérale ;

G+c)x+bc=0o ou (x4 (x-c)=0
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dont la résultante est :
x(x—+b - c)=o
I'équation auxiliaire
bc
2= (0-c) 4 - =o
donne :

_ =G =N 4

3
et en faisant:

b +c*=(a4c) =06+ 20b+c?

on trouve :
@’ —~b* (a* J-04¢
C = m— 2 o —
et 4 e
d'olt on déduit ; » :
o' —20b —b* A= (0’ -3 ’
x = -
4a Co
Les valeurs de 4, dans le cas présent, seront donc:
a—1b be~-0)
2 ) 2a

En prenant la premiere valeur, et substituant, dans'la proposée afisi
a—2b .
que dans/ sa résultante, x-—l—-—-———- a la-place de #, on aura deux

transformdes qui, en multipliant toutes leurs racines par 24, de-
viendront : -

- (e*4-b*)x—ab(a*—~b*)=0 ou ‘[x,—l—-a(a—}-[z)] [;1—5(4—5)] =o0
x4 (a* 45 x—!—ab(a*——é*) = ou [ata(e—d)][z+b(a+b)]=0

Ces'deux équations, ne différant entre elles'que par les mgne de leur
dernier terme , et ayant une résultante commune dont les racings sont
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commensurables, on pourra , d’aprés la remarque du n.° précddent ;

les muliiplier I'une par l'autre, et on retrouvera les équations K du
n.° 14.

La seconde valeur de J conduirait aux mémes équations, en chan-
geant les signes de toutes les racines.

28. Soient maintenant les équations du troisiéme degré :

[#4p—a—c][z+d][z+c]=0

et
[-+p—b—d][a-+B][w+d] =0
ou
2 4-pax*+ (ap4-cp—a* —ac—c*) x4 acp — a*cm—mac* =0
et ‘ ‘

24 px* 4 (bp+dp —b* == bd =—d*) x+-bdp — b*d—bd* =0

Pour que le troisitme terme de la premiére soit égal au troisi¢me
terme de la seconde, il faut qu'on ait:

apt-cp—ar—ac—c*=bp-+dp—b*—bd—ad*
ce qui donne :
o' Y acd-c* —bt—bd—d*
a+tc—b—d

Cette valeur étant substitude dans les équations primitives, on a:

p:

@ Fact-ct —br —bd—d

3 2
i = a4-c—b—a ¥ +
@ acdct) (b+d)-=(b‘+lzd+d’)(a+c)x _I_ac[(b+d)(a-|-c-—b-—d)-—ac-|-bd1 =0
gfec—b—d 1 et6c—b—d

et

2 ll_a’ - ac d-ct — 8t -—bd-—-d'xg_‘_
g cm—b—d .
(e tacdect) (Od-d)—(b*}-bd+4-d*) (ad-c)
' ¢dt—b-—4d

+bd[(a+c)(a+c—b—d)-—ac+bd] =0
* adc—b—d

ou
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[Hotat T ot | [+ =
et o

[x+a+c+a _id b”: d] [x+b][x+d] =0

Si on veut encore que ces équations ne différent que Par le signe

ou

de leur dernier terme, il faudra faire :
ac(b4d)(atc—b—d)—a*c*= —bd (a-c)a—+c— b—d) — bd*
équation qui, étant résolue par rapport 2 ¢, donnera ( en faisant

pour abréger a-t+-b=~ et a—b=k):

I
£ = m{bd‘—bkd—- k(l&:’_‘,

VEa&* = 2hld 4 k(i'k — 6hab — 4kabyd® + 2k-abth 4 2a)d 4 k'a'b}

Ces valeurs devant étre rationnelles, il faudra que la quantité qui est
sous le radical devienne un carré. Supposant done que la racine de
ce carré soit == 2d* -+ ad—-+kab, on aura:

hidt— 2hk*d? =k (h*k— 6hab — 4kab) d* 4= 2k*ab (h -+ 28) d + kra*d? =
= h*d*=2hrd' 4 (=Z=2hkab 4 21)d* + akrabd - krab”

Egalant ensuite les doefficiens de &, 1.° il viendra a=#k (/4-20),
2.° Péquation sera réduite 2

—2hk*d 4 k(b= 6hab — fkab) === 2hk(h - 20)d == 2hkab - k* (h 4 26))
et donnera :

— 3hab == hab — 2kab — 2hka — 2ka”
h(k==h == 20)

d=

Cette double valeur de & conduisant 3 deux résultats également re-
marquables, nous I'emploirons successivement, 1.° avec les signes su-
périeurs , 2.° avec les signes inférieurs.

Tom. 1. 6
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29. En prenant les signes supérieurs, on a:

o 4hab —2ka(a b~ h) _ —4hab—47zak_ b
d = h(k—+h =4 20) - tha —TO=—i=—a.

Cette valeur étant mise pour £ dans Vexpression des valeurs de ¢,
qui, par I'hypothése, devient:

;= hd* — hkd — kab == (hd* — hkd < 2kad <~ kab)
- 2(hd — ka)

on trouve:

_ ha-hk—=kb=t= (ha — hk— 2ka +- kb

& =
— La

d' ol

2ha ==2ka
et

hk Kk —2kb
c = }2._._:*1_2_. :_—_,_.(a_.&)
— a

Substituant ensuite 'une ou Vautre de ces valeurs de ¢, ainsi que

la valeur de 4 dans les équations O du numéro précédent, ces équations
deviennent :

2} — (@* == ab - b*)x - ab(a—0) =0

et
2w (0% = 0b) - 0?) 5 — ab(@==b)=0
ou P
[#em(a=b)[2 ][z =~ b]=0
et

[0+ (@mm )] [z = a][2 48] =0

Dans cet état , leur résultante commune a pour ses deux racines ef-
fectives :

= ==/ g% e b - b*
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valeurs qu’on rend rationnelles, en faisant :

a‘—-ab—l—&’:(&—->~)“:b=..257\+?»=
ce qui donne :

Q' =)t

b= —

2A=-——a

A Taide de cette dernitre expression , on parvient ajsément aux
équations :

2% (@2 —an F 22)2 % = ap (@2 = A7) (20 =) (22==a) =0

et
= (@ —ar~42?)* 24 ar(@® = 2*) (2a =) (22 —02) =0
ou
| emaGa— et aCr— e+ @ =)=
e

[o+(20 — ][z — a(er—a)][z — (@ — 2] =0

dont la résultante est :

[zt (a*—ar—+2>) ][z — (e —ar+2*)]=0
Enfin, ces équations , étant multipliées Vune par I'autre, d’aprds la
remarque du n.° 26, donnent I'équation du sixieme degré :

2 (@ a2 ) atd (@ o A Y e A (@) (20D ) (22 ) =0
ou

Q

[x? == A2 (2@ ==A)"][2? == @* (2 A === @) ] [X7 e (@ >~ M%) "] =0

qui a pour résultante :
2[4 (@2 =—ar+ 1) [ — (@ —ar+a*)]* =0

30. Nous ferons observer ici, 1.° que les équations du troisiéme
degré , qui nous ont donné V'équation Q, sont les mémes que les
équations F dun.® 10; car il suffit, pour établir une parfaite identité
entre elles, de changer 4-a en —a, ce qui est permis, » étant une
quantité indéterminde ; 2.° quon peut encore obtenir I'équation Q par
le moyen des équatiogs E du n.° g, en changeant d’abord les signes
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de toutes les racines pour les rendre positives, faisant ensuite la quantité
@*~-ax—-»* égale & un carré, et mettant enfin 2> A la place de .

31. Prenons 4 présent les signes inférieurs dans la valeur de
(n.° 28), nous aurons :

J= —2hab—2kab—2hka—2ka* _etkta>
- (ke — h— 2a) Tk

quantité qui, étant mise 4 la place de & dans I'expression :

__ hd* —hkd — kab == (— hd* + hkd - 2kad - kab)

2(hd — ka)
Honnera :
_ kik 4+ a) _ (@a—Db)(2a—1Db)
- r T a4 b
et
k=B ba—32b)
T TR T T Taxe

L’une ou 'autre de ces valeurs de ¢, ainsi que la valeur de 4, qui
a(za —b)

n’est autre chose que , étant substituées i ces lettres dans

les équations O du n.° 28, on aura (aprés avoir multiplié toutes
les racines par @+ &) les deux équations suivantes :

x'f-3(a* =—ab 4-b)a* - 2(a* —ab 4 b*): x —ab(a* — b*)(2a —b)(a=—2b)=0
et

) -3(a* —ab 4 0")x* 4-2(a* —ab 4~ b*)'x - ab(a* —b*) (22 —b)(a—2b) =0
ou

[x—b(e — 20)][x 4= (¢ — b)(2a — D)) [x 4-a(e <+ B)]==0
et

[x}a(za — B[ x - (@ ~b)(e —2D0)][x 4 b(a 4-B)1==0
dont la résultante commune est :
alo+ (@ —abo+ 3)] [z + 2(a* —ab4-3)] = o

et qui, multiplides 'une par l'autre, donnent I'équation du sixime
degré ;
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x‘+6(a’;—ab+b’)x7+l3(a’—ab+b’)’x*+12(a’—-ab+b’)’x’—}-

] \
=0
4la*—ab4-b") ar—ab (@"—b") (2a—b)’ (a—20)* S
ou Y R
[ — b(a— 28)][x + a(2a =— B)][x -} (@ —D)(@ — 2b)] % §
=0
[x+(a——b)(za-—-b)][ac+b(a+b)][x+a(a+b)] /

qui a pour résultante :
&[5+ (@ — abA-B)] [0+ 20 = ab -+ 5)] =0

32, Le nombre o*—ab-5* ou a*—ar—+2*, qui entre dans la
composition des équations Q et R, est remarquable en ce qu’il est
la somme d'un carré et du triple d’'un autre carré. En effet, les
lettres @ et & peuvent toujours représenter , I'une la somme , et autre
la différence de deux nombres. On peut donc faire a =« —+ g etd
ou A = = 8. Ces valeurs substituées dans @2 — ad 52 et a* —ar-->*,
changent ces expressions en «*—~3g*, quantité qui conserve sa forme;
tant qu'on n’a pas «=o0 ou g=o, cest-d-dire, b==—z ou b=a.

33. Si, A la place de a*—aar-»?*, et de a*==ab-54*, on met
«* = 38> dans les équations Q et R, on aura;

pour les premiéres ,

a8 — 22 F 387 xt J (2 - 367) w7 wem 16077 (47 == £7)?(a* == Q7Y =0
on
[x7 = (&= B): (2 — 38)*][x* = 164°8°][47 = (2 — B)* (2 3R] =0

et
xz[xz — (“z + 3#2)2]2 —)
el pour les secondes ,
a® == 6(e* - 33925 4 13(wt - 387)72* - 12(s° - 32°) 0 - %
=0
4’ 4= 3p7)4x" = 16477 (2F = B7)* (&’ = 98°)"
ou

[ 4 (@ = B) (e == 3B (% } (2 + B) (= 4 3DI[x + 28(« + 38)] X } -
(% == 24(a 4 B)][x — 28(x — 3B)] [x < 24(x — B)] -
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et

Lo+ 3 [ota(e 4 3] = 0

En examinant avec attention ces équations, on apercoit aisément que
les secondes sont des transformées des premieéres, transformées qu'on
obtient en mettant dans celles-ci z~-«*~}-35* & la place de .

34. On peut aisément se procurer , pour le quatritme degré, deux

dquations complétes qui ne different entre elles que par leur dernier
terme. Pour cela, prenons les équations :

[~ mx+a(m —a)]|[2* 4 nx-4tb(n—b)]=o0

et
[=*+mz—t-c(m—c)][2* +nrx—4-dn—d)]=o0
ou
a4 (m—=4-n)2* 4 (mn+ma-+-nb—a*— b*) 2> - -
(rnna 4 mnb—na* —mb*)x +ab(m—a)(n—>5)
et

244~ (m + n)2* 4 (mn—t-me - nd—c* —ad*)z* 4 _
(mnc+mnd—nc* —md*)z = cd(m—c)(n—d) ' =0

qui ont leurs racines commensurables , et dont les seconds termes ont

le méme coefficient. Les conditions 2 remplic nous fourniront les
équations suivantes :

ma-tnb—a*—b* =mc—+nd—c* w=d?
et
NG = TN D e NLG* v B* = MNC = MNA = 11C? e
qui, en faisant :

at-c=8, @=c=7, b+d =20, bemd=:
deviennent :

yM~f i = By = Je==0
et

YMN = NN = BN == Ny = 0
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La premiére donne : :

m= By =} s mmen
v
et, en substituant cette valeur dans la seconde, on trouve I'équation:
(v =+ 9n* = By - yd= 2d0n 4 By 4 ») =0
de laquelle on tire :
= By v3 4 20¢ = (By — 23)
- 2(r 49

on aura donc :

- I L. BN 2 1
R T v

ou
n=9 et m=2¢p

Le second systéme ne peut convenir & 'objet que nous nous pro-
posons ; quant au premier, dans lequel 7 et ~ ont la méme valeur,
il conduit, en multipliant toutes les racines par 2(¥-}-¢), aux deux

équations suivantes :
(x4 B4 N+ 1lx 428 4=y — e — 7> = »e] ¥ )
(@ (A4 ) =+ 01[x 4 28y 4 & — & —ys —¢'] } -

et ) S
[ =4 (8= (¥ [z 4 20 = By = s 2* 4 78] X §

=o0

[x 4 (=) (v 4 D1[x 4 287 4 de— 30 4= s 4= ¢7) )

Ces équations renferment , dans leur généralité, les équations I ct

K du n.° 14. On en déduit les premiéres, en faisant d’abord. ....
BA . 1. . .
=5 multipliant ensuite toutes les racines par

et fai-

o—p
sant enfin ¥ = g. Pour aveir les secondes , il suffit de faire ¢ =
et ¥ = 8.

35. Si, d’aprés ce que nousavons dit (n.° 26), on voulait passer
3 des équations du huitiéme degré , i l'aide des précédentes , il fau-
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drait, 1.° que celles-ci ne différassent entre elles que par le signe

de leur dernier terme , ce qui exigerait quon satisfit & I'équation :
(B @020 By — fe — o' — ye) (2fy =} Fe — 30— g5 — ¢*) =

— (B (@ )20 = By — Bef " - 6)(2By - S — 8 - yo - &)
2.° que leur résultante commune etit ,‘ comme elles, des racines com-
mensurables. Ces conditions paraissent bien difficiles & remplir.

36. Pour avoir maintenant deux équations du cinquiéme degré ,
qui ne différent entre elles que par le signe de leur dernier terme,
il suffit de se rappeler qu’en changeant les signes des termes de rang
pair d'une équation quelconque , on ne fait autre chose que changer
les signes des racines: d’ou il suit que, si une équation de degré
impair est privée de tous ses termes de rang pair , & I'exception du
dernier , en changeant le signe de ce dernier terme, on changera
les signes de toutes les racines qui, par conséquent, resteront com-
mensurables dans le second cas, si elles étaient commensurables dans
le premier. On voit de plus , par le n.° 24, qu'une pareille équation
ne peut avoir 3 la fois 4+ @ et — & pour racines. D’aprés ces re~
marques ( qui peuvent d’ailleurs servir & trouver avec facilité les
équations P du n.° 29), soit I'équation du cinquitme degré :

(z4a)(z+b)(z+o)(z+d) (r—a—b—c—d) =0
qui n’a point de second terme. Il suffira, pour qu’elle n’ait de ses
termes de rang pair que le dernier, de faire en sorte qu'elle soit
également privée de son quatriéme terme. Or, aprés le développe-
ment , le coefficient de #* ou du quatrieme terme, est:
abe+abdt-acd+-bed—(a+-b~+c-d ) (ab4-ac+ad—+-be+-bd--cd).
Egalant donc cette quantité & zéro, et ordonnant par rapport A &,
on aura l'équation : A
Getd)ar - tc-b-d) ad-(b*c4-b* d4-be*~4-2bcd4-bd ¢ dt-cd* =0
qui donne :
g ==t dyoe N et dy bt d) breA-b d-bo"abod-bd -0 d-od)
204c+4d)

n
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Il faut, par conséquent, que la quantitd :

(be4d) o (btet-d) (BB dd-bo*-2bedA-bd o2 dcd?)

ou

bt 2(c - d)*b* e fid(c )b+ (c> —d2)*
qui est sous le radical, soit égale & un carré. On la rend telle, en
supposant d'abord :

b=c+d

ce qui la réduit 3 :
—86&7:0—{—07)3
et Taisant cnsuite : )

| c=124> et d= m=p?
car alors elle devient :

164262 (24° == p%)?

On trouve, d’aprés cela :

— 420" — @) = fap(oa’ — )

a = e 242 for 4 | z
l(an— B4 =2t Eaptp

et

e (F e b v € e (] = e 20° D wp - 7
enfin I'équation primitive se change en

[x— (224 B) (& =—=R)][x = (20 == R) (¢ + A)] [ - 22° — B][xX 24" [X =] =0
ou

2 (B tmmDt? B2=2.84) 274 (1 6 2P —28 20 ' -2 2 0% Bt 0” B0 B7 ) omm g I
=0
2437 (0 = B7) (42’ ~— ) (24 — )

et on a pour seconde équation :

[ (2 8) (] [ (20mef) (arfe)] [’ -7 [ T8 = 0 ) T

ou

a3 (ButBa’ 7262 (168" 2806 2204 g7 -6 T %
20’ B (& — B (fo’ — F7) (2" = )

/s

La résultante commune de ces deux équations n’a point de racines
Tom. I. .
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commensurables , et il serait difficile de I'y amener, si toutefois la
chose est possible.

37. Aprés avoir exposé, dans ce qui préceéde , les divers résultats
auxquels je suis parvenu, je crois devoir faire observer qu’on pour-
rait arriver a quelques-uns par des moyens plus simples; mais jai
préféré d’employer des méthodes générales, et de varier autant qu’il
m’a été possible les solutions que j'ai- données.

La question principale, c’est-a-dire, celle de trouver deux équa-
tions du degté 2, qui ne different que par leur dernier terme, et
alent des nombres rationnels pour racines, peut étre envisagée sous
différens points de vue.

1.° 1l est évident, par le théoréme de Newton sur les sommes
des puissances des racines d’'une équation, qu’elle peut s'énoncer ainsi :
Trouver 27 nombres, tels que les sommes des 1.7¢%, 2,™es, 3,m€8

e

m—1."¢% puissances des 72 premiers, soient respectivement égales aux

sommes des 1.7¢%, 2.0¢5, 35 .. me=1,"¢5 puissances des 7

derniers.

2.° On voit, d’aprés la composition générale des équations, que;
si on a .2z équations du degré m, qui ne différent entre elles que
par leur dernier terme, et soient telles que les sommes des produits
1a21,2a22,343,......... n—1 & n—1 des derniers termes
des n premiéres, solent respectivement égales aux sommes des pro-
duits 131, 2 22, 343, ......... n==1 2 n=—1 des derniers
termes des # derni¢res, en multipliant entre elles les » premitres
d’une part, et les ~ dernitres d’autre part, on aura deux équations
du degré mn, qui ne différeront entre elles que par leur dernier

terme. La remarque du n.° 26 rentre, comme cas particulier , dans

ce que je viens de dire,
3.° Lorsqu'on a deux équations complétes en & du degré 72, con~

ditionnées comme nous le demandons, on peut, aprés avoir rendu
toutes les racines positives, chercher & les transformer en carrés :
alors, en mettant dans ces équations z* a la place de # , on a deux
équations du degré 27z, décomposables en facteurs de la forme 22ema?,
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et qui satisfont aux conditions prescrites. Jai, dans le n.° 3o, indiqué
ce moyen comme pouvant servir pour parvenir aux équations P du
sixieme degré , par le moyen d’équations du troisiéme.

4.° Enfin, pour avoir deux équations de degré impair, qui jouissent
de la propriété demandée, il est aisé de se convaincre que, si on
peut se procurer deux équations du degré 7, qui, ne différant entre
elles que par leur avant-dernier terme, soient telles que leurs résultantes
aient, comme elles, des racines commensurables, en multipliant la
premiére par la résultante de la seconde divisée par &, et la seconde
par la résultante de la premiére pareillement divisée par x, on aura
deux équations du degré 2m—1, qui n’auront de différence que dans
leur dernier terme. On peut aisément, par cette voie, obtenir des équa=~
tions du troisitme degré, i l'aide de cclles du second.

Ces diverses considérations pourront étre utiles & ceux qui voudront
pousser plus avant les recherches qui font Pobjet de ce mémoire. Je
dois convenir ici que les tentatives que j'ai faites pour cela ne m’ont
pas réussi ; mais je suis loin de croire qu'on ne puisse trouver, pour
les degrés supérieurs au sixiéme , des équations qui satisfassent aux
conditions prescrites ; je suis persuadé, au contraire, que, si des
personnes versées dans l'analise indéterminée s'occupaient de cette
théorie, elles pourraient y faire des découvertes intéressantes.

( La seconde pariie & un prochain numéro. )




