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TRICONOMETRIE ANALITIQUT 129

TRIGONOMETRIE.

Analise compléte dun probléme de (rigonomeélrie
rectiligne.

Solution d’'une difficullé qui a éte proposée sur la theéorie
des triangles semblables ;

Par M. Suremain-pE-MissERY , ci-devant officier dartillerie,
membre de plusicurs sociétés savantes.

[o Via Voo Wi Vo VI, W W T

1. ON démontre alsément que deux iriangles gqui ont deux cdtés
respectivement proportionnels , et langle opposé & l'un de ces cdtés
égal , de part et d'autre, sont semblables , si l'angle opposé @ ['autre
coté est de méme espéce dans chacun.

Car, soient @ , 5, ¢, les cétés d'un triangle, et A, B, C,les angles
opposes 5 @/, b/, ¢/, les eotés d’un autre triangle, et A/, B/, C/, les
angles opposés ; el supposons qu'on ait, & la fois, @:b::a/: &/, A=A/
ct B de méme espéce que B, Ces deux triangles donnent respectivement :

a:b ::SinA :SinB
a’: b :: Sin.A7 : SinB
donc, puisque @¢:a’::4:24/, on aura:
Sin.A : Sim.B:: Sin.A’: Sin.B/;
et puisquon a A=A’, dot Sin.A=Sin.A’, on pourra en conclure :
Sin,B=Sin.B’;
et de 1a:
Tom 1. 8
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=B ou B=180°~B/;

mais, si B et B/ sont de méme espece , sans étre égaux, on ne peut
avoir B=180°—B/; on a donc exclusivement B=B/ et, par consé-
quent, les triangles proposés sont semblables comme équiangles.

Cette proposition donne naturellement lieu au probléme suivant:

2. Connaissant les angles A, B, C, et les cotés a,b,c, dun
griangle , déterminer les angles A, B/, G/, et les cotés o' , b/, ¢,
d'un autre triangle qui soit tel quon ait: A=A et g‘:g’:m , M
étant un nombre donné ?

Ce probléme présentant quelques circonstances remarquables qui
n’ont jamais été discutées, nous allons le résoudre avec tout le détail
fue sa nature comporte,

On connait o/=ma , ¥/=mb,A/’=A, et on demande ¢/, B/, C’;
or, si 'on connaissait ¢/, on trouverait aussitot B/ et C/; tout se réduit
donc A déterminer ¢/ en fonction des données, ce quon fera ainst
quil suit:

Les deux triangles donnent respectivement :

6*=b>*4c*—2bc¢Cos.A ,
o=l -c/*—2b/¢/Cas. A/

. al o .
d'ol on tire, en sc rappelant que—-= —ect que A’=A,

> o 2¢
—}]::;7—2' — ] +—b'COS-A,
2 a2

= 1 —l—-——-Cos.A

Betranchant ces deux équations I'une de lautre, il vient:

C»’Z
___“.__,_2.9__ 2Cos. A (——-——“

Bia
) ( »-——-—-..Qo&A) =

équauon qui rev;ent 3
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A4 . !
Egalant donc successivement chacun de ces facteurs & zéro, on a,

¢! c o c br—a?
b’ — b Ct '—b—/- — — ;+2COS~1&—~". bc ( )9
d’olt on tire:
b b br—ar
&= —¢ et = = ——
b c

telles sont les deux racines qui doivent résoudre la question proposée,

3. La premiére est toujours positive. ..

La seconde peut étre positive , négative ou nulle, suivant que & est
>a, < a ou =a; ou, cc qui revient au méme, suivant que B
est > A, < A ou=A,

Suar quoi nous remarquons que, si A est aigu, B peut étre > A,
< A ou = A; mais que, si A estdroit ou obtus, B doit étre né-
éessairement < A ; donc, si A est aigu, & peut étre > 2, < a ou
= a; tandis que, si A est droit ou obtus, & doit étre nécessairement
< @. On raisonnerait de méme pour B.

Supposons successivement & > a, b<a, b= a

1.° Si b est >a,onaB > A; donc B peut étre aigu, obtus
ou droit, et A est nécessairement aigu.

Dans la figure 1, on a b > a et B obtus.

Dans la figure 2, on a4 > a et B aigu.

Dans la figare 3, on a & > @ et B droit. '

2.° 8i b est <a@,onaB < Aj; donc A peut étre aigu, obtus
ou droit, et B est ndcessairement aigu.

Dans la figure 4, on a & < a et A obtus.

Dans la figure 5, on a b < a et A aigu.

Dans la figure 6, on a & < a et A droit.

3.8i 6=2a, on a aussi B= A ; donc B ou son égal A est né-
eessairement aigu.

Dans la figare 7, on a 4 = a et B ou A aigu.

bﬁ+r2-—-a2

4

.

(*) A cause de 2 Cos.A=
( Notz des Fditeurs. )
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Quant & langle C, il peut &tre aigu, obtus ou droit, soit qu’oh
aitd > a, b < aou b = a; mais celane nous intéresse point, comme
on le sentira, en construisant les valeurs de ¢/, ce que nous ferons
ci-aprés. Seulement, si cet angle est droit ou obtus, les deux autres
A et B sc trouveront par la nicessités a étre aigus.

, . ) 1% B br—a2
Revenons présentement & nos racines, ¢/= 5 cet o=

pa—

bt ¢

4 .. .
4. La valeur ¢/ =—¢, fnujours positive,, répond a un triangle @/b/¢/,

semblable & abe, et qui remplit les conditions du probléme, Je dis

Blable . /_ ¥ s ,;/“5/*a/ ;
wemblable 3 abcs car on a ¢/=—c¢= —¢, dou —=— =—, ce qui
? b ’ € b a

entraine la similitude,

bt . . . .
5. Cette valeur ¢/= 5 € est facile & construire; si, en effet, (fig

5

1,2,3,4,5,6,7), sur la direction de la droite CA=0, et 2
partic du point C, on porte une longueur CA/=mb=4/; que, sur
la direction de la droite CB==g, et i partir du méme "point, on porte

une longueur CB/=ma=a’; en menant A’B/, cette dernitre droite
b

A TTecE T e ! R/ s 1

aura pour expression > ¢ et, par conséquent, A/BC sera le triangle

cherché , semblable au triangle ABC,

b D2y 2
6. La valeur ¢/ =

. . ' 3
—, posilive si b est > a, répond & un

wlangle a/b/¢/, en général dissemblable & @bec, mais qui remplit,
ecomme le premicer, les conditions du probléme. Je dis, en général
dissemblable & abc; car ce dernier triangle donne 4*=g*4-¢*—

2

2a¢Cos. B, d'ol

=¢—2aCcs.B; ainsi, suivant que B sera aigu,

(4

. o brema? .
ebtus ou droit (fig. 1, 2, 3), =—— scra respectivement < ¢, > ¢
[

, Vb
ou =¢ ct, par conscquent, ¢/ = T

b ! .
SCeTa — — O T e g2
;s 2y PR

or , dans les deux premiers cas, le triangle a’4/¢/ ne sera pas seun-
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blable au triangle abc, et, dans le troisiéme cas, il lui sera semblable;

donc, ce dernier cas n’étant que la limite commune des deux autres,

14 /-
i} est vrai de dire que le triangle @/4’¢/ , dans lequel ¢/=-- + ==,
b ¢

est en général dissemblable & abe.
14 b2

7. Cette valeur c’:«;— - b étant toujours supposé > @,

est facile & construire; si, en effet (fig. 1 et 2), on abaisse du
point C une perpendiculaire CO sur le ¢6té ¢, prolongé sl est né-
cessaire ; que Yon porte ensuite le segment OB en sens contraire ; et
qu’enfin , parle nouveau point B, on méne une nouvelle droite CB=2;
on aura une nouvelle droite AB, qui sera la différence (fig. 2) ou
la somme (fig. 1) des segmens , suivant que la perpendiculaire tembera
en dedans ou en dehors du triangle donné abc. On aura donc, en
(b4-2)(b—a) _ b>—a2
[

[

nommant ¢ cette nouvelle droite AB, ¢/=

, et

o . . .
partant ¢/ = — ¢/, Or si, sur la direction de la droite CA=DB, 3

partiv du point C, on prend une longueur CA’=mb=124/; que, sar
la direction de la nouvelle droite CB=¢«, et 4 partir du méme point

? P P >
on porte une longucur CB/=mae=a’; qu'enfin on mene A’B/, on

. . bt b [/ — ,
aura cette derni¢re droite = —;c’/ == et, par conséquent,
A’B/C scra le triangle cherch¢, dissemblable & ABC.
14 h2e—p2

8. La valeur ¢/= 7 , négative si b est < @, répond } uh

triangle #/4/¢/ qui remplit, non les conditions méme du probléme,
mais d'autres conditions un pen différentes, et telles que A/, au lieu
détre = A, serait = 180%—A. En cffet, dans cette nouvelle hypo-
these, il faudra prendre, non plus Cos.A/=Cos. A, mais Cos.A’=

ez
—Cos, A3 et par conséquent, mon plas — o --3--—1+ " Cos. A

. ©Y 0 ad L1 . . . .
WA 8t e —r Cos. A ee qui revient 3 changer simplement

72 i‘,i
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le sighe de ¢/; exdcutant donc ce changement , dans les racines déj3
obtenues , clles deviendront, pour le probleme dont il s’agit ici:

, 14 , b ar—b2
c 7--"—"‘6"6 ct ¢ = T . -—:——;

€est-i-dire qu’elles ne différeront que par le signe , de celles qui rés
pondent au premier probléme.

14 /2 -
. La valeur ¢/= — .
9 )

, relative au premier probléme, ot

Pon a fait A/=A, négative si & est < a, doit donc, étant prise
avec un signe contraire, résoudre le second probleme, ot Ten a fait
A’=180°—A. Cette valeur répond & un triangle &//¢c/ , en général
dissemblable 4 @d¢, et qui remplit les conditions du premier probléeme,
excepté que A/ est = 180°—A, au lieu d’étre = A. Je dis en général
dissemblable & abec; car ce dernier triangle donne @*=4>~fc*—

. z__bz
2bcCos. A, d'ot =

=¢—2bCos. A ; ainsi, suivant quc A scra

a2e—b2

aigu, obtus ou droit (fig. 4, 5, 6),

sera <c, >C ou =c,
c

bt a2—h2 bt b
J / m——, sera —_ —¢ — — ou
et par conséquent ¢ - p < 5Co > 5 ¢

14 . .
=—y £ 0r, dans les deux premiers cas, le triangle @/d/¢/ n’est
pas semblable au triangle abe, et, dans le troisitme, qui n'est autre
chose que la limite commune de ces deux-la, il lui est semblable
donc il est vrai de dire qu’en général il lui est dissemblable.

1% bz._.az
10. Cette valeur ¢/ = -

, b dtant < a, est facile & cons-

{ruire ; si, en effet, on opére (fig. 4 et 5), comme il a éw dit
(fig. 1 et 2), on aura une nouvelle droite AB, eten faisant cette
droite =— ¢/, parce qu'elle tombe & 'opposé de ¢, on aura —¢”/=
(@3-b)Yra—H _ Q2m=—h2
c - c
dans les figures 1 et 2, on aura semblablement une droite A’B/, cor-

)

respondante 4 la nouvelle droite AB, et dont Vexpression sera

o .
, et partant ¢/= 5 ¢’ 5 or, si Pon continue,, comme
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Y c”:i bo—an

> 7 ; dod il suit que A/B/C sera le triangle cherché,
dissemblable & ABC.

14 D2y
11. La valeur ¢/= T

, nulle si =&, ne répond & aucun

triangle a’b/c’, dissemblable & abc, ou, si l'on veut, répond & un
triangle dissemblable évanouissant : cela est évident ( fig. 7.)

12, Résumons ;

Pour le probléme ol, connaissant les cotés 2, &, ¢, et les angles
A, B, C, d’'un triangle, il sagit de déterminer les cotés &/, &/, ¢/, et les
angles A/, B/, €/, d’un autre triangle, qui soit tel qu'on ait: A/=A et
@l b . . . by
— = — =m, m étant un nombre donné; voici, relativement i la
a b
détermination de ¢/, les seules valeurs qui salisfassent a la question,
telle quelle a été proposée :

1.° Si best > a et B obtus (fig. 1), 0n a,

; V4 , b’ B2yt
== o =" .
c P 4 u 7 p

2.° 8i b est >a et B aigu (fig. 2), on a encore,

o b hremp?
C/ —— ou c/ = ——
b b c

3.0 Si 5 est >4 et B droit (fig. 3), ona,

B , b //
/= e Z= e e
e=rc ou =<
40 Si b oest < @ et A obtus (fig.4), on a seulement ,
bi
/ T ——
¢/ =0

b oest < @ et A aigu (fige D), on a encore,
y

6/:;5""[0

poity

52 &
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6. 81 b est < 2 et A droit (6g.6),0na,

‘o 1

f=-—c ou ¢ = ——
5 5 ¢

=0 Si, enfin, =a (fig. 7 ), on a seulement,

Et, pour le probléme analogue oi, connaissant les cotés a, b, c,
et les angles A, B, C, d'un triangle, il s’agit de déterminer les
cotds a’y b/, ¢/, et les angles A/, B/, ¢/, d'un autre triangle qui

. . ol b/
soit tel qu'on ait: A/=180°—A et — =--=m,m étant un nombre
donné; voici, relativement 4 la détermination de ¢/, les seules valeurs
qui satisfassent a la question, telle qu’elle a été proposée :

1.° 81 b est <a et A obtus (fig. 4), on a seulement,

b a?—phz
= —y e———

c

20 Si b est < @ et A aigu (fig. 5), on a encore,

-

b Q2eb2
¢ =—

b " c

.

3.°8i b est < @ et A droit (fig.6), on a,

/ b / ¥
c-——l;c ou c_-—-})-c;

et, dans chacun des quatre autres cas (fig. 1, 2, 3, 7), on'n'a
aucune valeur de ¢/ qui satisfasse a la question.

13. On voit que les déux problémes ont les mémes racines,
I 14 .
¢ = 5 ¢ et ¢ =— lorsque A est droit, ct partant 4 < 2; parce

)Y

gqualors on a, tout A la fois, A/=A et A/=180°—A.

. . b br—p2
On yoit encore que la racine ¢/ = T T du premier probléme,

racine
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racine négative lorsque 5 est < @, ne satisfait point aux conditions

précises de ce probleme, excepté cependant dans le cas ot Iangle A
. . . b IR
est droit ; puisqu’alors elle devient ¢/ =— valeur qui satisfait au

probléme ( fig. 6).

On voit, enfin, que la racine ¢/= -

b 2m=bh2 :
———, du second probléme,
racine négative si & est > a, ne satisfait point aux conditions précises

de ce probléme, méme dans le cas ou langle B est droit; puisqualors

. v . I
elle devient ¢/ =— 0 valear qui ne satisfait point & ce probleme

( fig. 3).

14. D’Alembert et les autres géométres qui Pont suivi, enseignent
que, lorsqu’une équation a deux racines, l'une positive et 'autre né-
gative, la premiére résout la question dans le sens le plus direct et
le plus immédiat que son énoncé puisse présenter, tandis que la se-
conde ne la résout qu’en modifiant cet énoncé, de maniére’d rendre
additif ce qui était soustractif, ez vice persd. Cependant , l'on voit
ici deux racines, l'une positive et lautre négative qui, l'une ct
l'autre , résolvent deux questions dans le sens le plus direct et le
plus immédiat que lear énoncé présente , savoir : les racines

& &
c’:—b- et c’:-—-—b-c,

qui toutes deux résolvent également le premier et le second probléme
dorsqu’on suppose #<a et A droit, et les résolvent sans quil soit né-
cessaire de rien changer & leur énoncé. On voit donc que le principe
posé par d’Alembert souflre des exceptions, et qu’ainsi la théorie des
quantités négatives , relativement aux racines des équations, n’est pas
encore suffisamment établie , comme ’avaient déji soupgonné de trés-

bons analistes (*).

(*) Les géométres dont parle ici lauteur ont aussi posé en principe que, lors—
que les racines d’'un probléme du second degré sont toutes deux positives , elles le

Tom 1. 19
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15, Aprés avoir déterminé le coté ¢/, venons 4 la détermination des
angles B/ et C/,

Pour le premier probleme ; on voit, par les constructions qui
donnent les valears de ¢/,

1.2 Que, si le triangle cherché est semblable au triangle donné

(fige1,2,3,4,5,6,7), ona,
B=B e C'=C;

2.% Que, si le triangle cherché est disscmblable au triangle donné
(figetet2),ona,

B'=180°—B;
dol, 3 cause de A’=A et A/4-B/4-C/'=180°, on déduit,
C/’=B—A.

Pour le second probléme ; on voit, par les constructions qui don~
nent les valeurs de ¢/,

1.° Que, si le triangle cherché est semblable au triangle donné

(6g.6), on a,

résolvent, Tune et Pautre , dans le sens le plus direct et le plus immédiat, et
cela est vrai quelquefois; mais il arrive souvent aussi qu'une seule de ces racines
convient & la question : c’est, par exemple, ce qui arrive lorsqu’on se propose de
déterminer quelle doit étre la fléche d'un segment sphérique, appartenant & une
sphére donnée, pour que le volume de ce segment soit moitié de celui du secteur
dont il fait partic. Le probléme L de VArithmétique universelle en oftve encore
un autre exemple , lorsque du moins, ainsi que le fait Newlon , on prend pour inconnue
la profondeur du puits.

Peut-étre ne serait-il pas impossible de rencontrer un probleme du second degré
gue ses racines, toules deux négatives, résoudraient dans un sens direct] ou un
probléme que ses racines , hien que posilives Pune et Pautre, ne résoudraient
g'autant quon en modilicrait Pénoncé 3 on enfin un probléme qui serait résolu
dans un sens direct, par sa vacine ncgative 5 ct, dans un sens inverse , par sa
vacine positive ?

( Note des rédacteurs.)
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B/'=B et C/=C;
2.° Que, si le triangle cherché est dissemblable au triangle donné
(fig- 4et5), ona,
B'=B,

dod, & cause de A/=180°—A et AFB/-C/=180°, on déduit,
C/=A“'_’Bo

16. Observons que, si, au lieu de porter en sens contraire le segment
OB, comme on l'a fait (fig. 1, 2, 4,5, 7), on portait en sens
contrairc 'autre segment OAj; ¢ et ¢/ dewcndraxent négatifs en méme
temps, soit dans les racines,

4 b pre—p?

/*” iy /—_- -
c——b‘ et 6—&. 0,

de Péquation du premicr probleme , soit dans les racines,

b/ b/ a:l.._bﬁ
£ e e (¢ et O = o —
b c

de Idquation du second ; en sorte que ces racines resteraient toujours
les mémes , comme il était aisé de le prévoir.

Par conséquent, dans cette nouvelle construction , on frouverait aussi
les mémes valeurs poar les angles B/ et C/, ainsi que cela doit étre.

17. Apres avoir résclu le probléeme proposé, art. z, ainsi que l'autre
probléme qui se trouve lié i celui-la, il est temps d’en venir & l'ex-
posé et & la solution de la difficulté annoncée dans le titre de ce
mémoire ; voici en quoi elle consiste':

On a prétendu pouvo;r infirmer la démonstration donnée & Vart, )
par le raisonnement qui suit :

Si deux triangles, abc et a/b/c/, sont tels qu'on ait & la fois:
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o b

L= A=A’ et B de méme esptce que B/, on aura, comme on
a

Va iait voir, art. 2,
clz e2
R 2Cos. A < -———)
[+

divisant les deux membres de cette équation par -Z-I--u 7 il viendra:

¢! ¢
-+ 7 =2Co0s,A;
d’ol Ton conclura:
C’ bZ_...a?

W = - -—+2COS.A——--——?- «

. . , .oe
Or, pour que les triangles soient semblables, il faut qu'on ait ==

b b ¢
~, il suffira de faire — = —

a
= == donc, puisquon a déja == v o

b2.-a)

be

¢ t “ . C
=50 et alors la derniere formule deviendra 5= ;et par=

b=a*c*;

ce qui donne B=B/=0° 1l semblerait donc résulter de 14 que, pour
que les deux triangles. soient semblables, il faut que les angles B et
B/ soient tous deux droits,

18. Mais les détails dans lesquels nous sommes entrds jusqu'ici,

mettent dans le plus grand jour tout ce qu’an pareil raisonnement
présente de défectueux ; on voit, en effet, qu'en divisant l'équation

c’z [
..
&/«....z_;: oCos.A( -7 ) , Ou SON equwaiente .

of e/ ¢ ¢ Y
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; 4 ¢ . . o
par le facteur == » qui, égalé & zéro, donne la racine ¢/ =—c,
on élimine cette racine, laquelle répond & un triangle @/0/¢/, sem-

. \ c c
blable au triangle ab¢ ; et on ne conserve que le facteur v +-b-—-

. . 14 b2y 2
2Cos,A qui, égalé & zéro, donne la racine ¢/= T

,laquelle ré-

pond & un autre triangle @’4/¢/, en général dissemblable & ade. Ce-
pendant , on suppose ensuite semblables ces triangles qui, en général,
ne le sont pas; lors donc que la supposition de cette similitude est
introduite dans le calcul, Palgebre doit redresser cette fausse hypo-
these , en indiquant le cas unique ol elle peut devenir vraie.

19. Or, ce cas est celui ou l'un des angles A et B est droit

(art. 12, n.° 3 et 6).
¢ ¢ o Dreep2
En faisant —=—, dans "équation —= ——
b q v e
b*=a*c*, d'ot nous avons conclu B=g0° ; mais c’est qu’alors nous

o

avons tacitement supposé 4>« , et partant m positif.

, nous avons trouvé

. . ; A TP
Si nous avions supposé & < 2, et partant - négatif, il elt fally

e ¢! c )
faire , dans le cas correspondant, == et alors nous eussiong,

trouvé @*=5*-+¢*, d'ou A=qo°
20. En général, le triangle semblable & 25¢ est indiqué par la racine

14 c . . \ , . ¢ b2emmq?
S =eet le triangle dissemblable & ab¢ V'est par ia racine 7=

qui est positive ou négative , suivant que & est > @ ou < . Faire
</ c .

= i—i)— , suivant que & est > g ou < @, c’est donc demander & ’al-
gthre dans quels cas deux triengles, en général dissemblables, pour-
raient néanmoins devenir semblables ; et elle nous apprend que ce sera

dans cclui ot l'un des angles A et B sera droit.

. . cf c ., L. .
Mais la racine 7= indique que les triangles abc, a’l/¢’, entre
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lesquels on a @: 4 :: a/: b/ et A/=A, peuvent étre semblables. K
puisqu’alors on a toujours B/’=B ou B/=180°—B, il est clair que
ces triangles seront en effet semblables, si B et B/ sont de méme es-
pce, et non pas seulement si B et B/ sont droits.
Ainsi se trouve expliqué le paradoxe de Vart. 17, de maniére b

conserver 2 lanalise Pexactitude et la lamicre qui la caractérisent émi-
nemment (*). ‘

(*) La difficulté que résout iei M. de Missery , west pas plus particuliére a la
question quil s'est proposée qua toute autre ‘:jelle se reproduira loutes les fois
quon se permettra d'opérer de la maniére indiquée art. 17.

On dit communément quon peut, sans iroubler 'égalité, multiplier ou diviser
les deux membres d’'une équation par une mime quantité ; et cela est trés-vrai, sile
multiplicateur ou le diviseur est entiérement connu et différent de zéro; mais on
ne saurait, dans le cas contra're, user de cetle faculté, sans s'exposer aux plus graves
erreurs ; d’autant quil peut souvent arriver que ['équation n’ait lien qu'en vertu du
facteur introduit ou supprimé. On peut méme affirmer qu'a Paide d’un tel procédé, il
n'est aucune proposition absurde dont on ne puisse donner une démonstration ap=
parente , ni aucune proposition évidente dont , & l'inverse, on ne parvienne aussi 5 du
moins en apparence , a démontrer la faussetd, De quelle négligence ne sont
donc pas coupables ceux qui, écrivant des él{mens, gardent un silence absolu_sur
ce point capilal, ou méme ne s’y arrétent, pour ainsi dire, quen passant, et sans
y insister fortement ?

Les mémes considérations prouvent que, passé le premier degré, on ne saurait
user avec trop de circonspection de certains modes particuliers d’élimination , séduisans
par leur briéveté, mais qui ont souvent le double inconvénient de faire évanouir
des racines utiles & la question qu’on traite, et de les remplacer par d’autres qui
lui sont absolument étrangéres. ’

( Note des rédacteurs. )



