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ROTATION DES CORPS. 101

DYNAMIQUE.

De la rotation des corps autour de (rois axes non
rectangulaires.

Par M. Knamp , professeur, doyen de la faculté des sciences
de l'académie de Strasbourg.

[ ¥ Vo W W0 N N e V)

ON connait la maniére de décomposer une rotation , faite autour
d’'un axe donné, en trois autres rotations faites autour de trois axes
perpendiculaires entre eux. Dans ce mémoire , nous nous proposons
d’enseigner comment une rotation , autour d’'un axe donné, peut étre
décomposée en trois autres rotations faites autour de trois axes for-
mant, deux a deux, des angles quelconques.

Probléme 1.

1. Etant donné les coordonnées rectangulaires des deuz extrémitds
d'un arc de grand cercle appartenant & une sphére qui a son centre
& lorigine , et dont le rayon est l'unité , déterminer le cosinus
de cet arc?

Soient A et B les deux extrémités de l'arc dont il s'agit; soient
P> ¢, T,lescoordonnées de la premiére, etp’, ¢/, 1/, cellesde la
seconde , le cosinus demandé sera égal & I'unité moins la moitié du
quarré de la corde de AB (1). Ce dernjer quarré est

(p=—p" =9/ +r—r');

(1) En vertu de la formule connue: Cos, x==1=—2 Sin. 1 x?
( Note des éditeurs. )
Tom. 1. 14



103 ROTATION
et, 4 cause de ’

p”+¢7’+rz= I et P/2+7/z+r/’ =1,
il revient &

2(1—pp'—q9'—rr’);

on aura donc:

Cos. AB=pp'-\-qq'-rr'.

2. Si I'arc AB est un quart de circonférence, on aura:
pr'qq'~-rr'=o;

en outre, expression de Cos.AB renferme tout ce gui peut concer-
tier la relation entre deux systémes de coordonnées, dont un est rec-
tangulaire.

3. Le sinus de Tarc AB n’admet point de forme rationnelle. Toute~
fois , le quarré de ce sinus étant égal & cette somme de trois quarrés:

(pg'—qp/ P+ (gr'—rg/y+0p'—pr');

on voit que , si Pon considére p/, ¢/, 7/, comme représentant trois forces

tant pour leur intensit¢ que pour leurs application et direction, les
racines ‘

py'—aqp’ > gr'—r¢’,  Tpl—pr’,

exprimeront les différences des momens de rotation de ces trois forces
autour des trois axes rectangulaires p, ¢, 7.

Probléme 11,

4. Connaissant les trois cétés d'un triangle sphérique apparte-
nant & une sphére qui a son cenire @ [origine des coordonnées
rectangulaires , et son rayon égul a l'unité ; et étant donné les coor-
données des sommets de deux des angles de ce triangle , déiermi-
ner les coordonnées du sommet du troisiéme ?
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- Désignons par les grandes lettres A, B, C les angles du triangle;

par les petites @, &, ¢ les cotés qui leur sont respectivement op-

posés , et soit C l'angle du sommet duquel il sagit de trouver les

coordonnées.

Soient p, ¢, r, les coordonnées du point A ; soient p/, ¢/, 1/,

les coordonnées du point B ; soient #, ¥, z les coordonnées du point G;
soit enfin désignée par T* la fonction connue :

1—Cos.2a—Cos.2b—Cos.2c+2Cos. a. Cos. b. Cos. c.

Cette fonction joue un trés-grand réle dans le calcul des triangles
sphériques. Sil'on [ait la somme des trois c6tés a~-b~c=2s, on aura:.

T==4Sin.s. Sin.(s—a). Sin.(s—7). Sin.(s—c¢).

Elle apprend immédiatement & trouver les angles, moyennant les.
formules qui suivent:

T =Sin. @. Sin. 4. Sin. C.
T =S8in. &, Sin. ¢. Sin. A«
T =Sin. ¢. Sin. «. Sin. B.

Le radical T peut étre donné sous une forme entiérement ration—
nelle , en introduisant les coordonnées des trois sommets A, B, C,
" On obtient ainsi pour T les trois expressions parfaitement identiques =

T=(gr'—rg))a(p'—pr')y +(pg'—9p)%;
T=(g'z—ry)p=-(r'a—p'z)g +(p'y—g'2)r;
T=@y —ga)p'+(pz—ra)g'+(gz —py)r'

En vertu de ce qui précéde, on aura, pour la solution du pro-
bléme , les trois équations

pax—+qy—+rz =Cos. &.
p'a—+q'y=r'z= Cos. a.
s all e u- S
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La détermination des trois inconnues ne suppose ensuite que les
principes connus de Palgtbre. Il ne faut pas oublier que

pgHri=1,
Pigr =1,
pr'+q9’—rr'=Cos. c.

De ces trois équations, on déduira celles qui suivente
(pg'—gp’y = pr/—rp/)* =p*—2pp'Cos.c~4p’*;
(gr'—rq/y-(gp'—pg’) = g*—2q9'Cos.c+q" ;
(rp/'—pr’ *=(rg’'—qr’)* =r*—z2rr/Cos.c+r" ;

et ces réductions sont nécessaires pour donner aux trois inconnues
toute la simplicité que la nature du probléme permet.
Si, ensuite , pour abréger, I'on fait :

Cos.a—Cos.b.Cos.c=M ,
Cos.b— Cos.c.Cos.a=N ;

on trouvera , aprés les réductions :
aSin*c=pN~p/M~4-(9r/—rg/) T ;
¥Sin.*¢=¢gN+-¢'M~~(rp/—pr/) T ;
zSin e =rN—4-r’"M~(pg’—qp’) T ;
et le probléme sera résolu; il admet deux solutions, 3 cause de Pam=
biguité du radical T.
5. Corollaire I. Les deux solutions se confondent en une seule,

lorsque le point G se trouve sur 'arc AB, ou sur son prolonge-
ment, Le radical T doit donc disparaitre alors; ainsi, si I'on de-
mande Iéquation générale de condition, pour qu'un troisi¢ine point
C de la surface sphérique, dont les coordonnées sont &, ¥, 2, se
trouve sur larc de grand cercle dont la position est déterminée par
los deux points A et B, dont les coordonnées respectives sont p, ¢,
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r, p', g, r’; cette équation de condition sera: T=o0, oun
(gr'—rq )2==(rp'—pr))y-+(pg’ —qp’)z=o0.

6. Corollaire II. On peut , d’apres cela, se proposer de détermi-
ner un point C sur I'arc AB, ou un point C/ sur son prolongement

)

opposé 3 B, distant du point A d’une quantité 5 , mesurée sur
le grand cercle dont AB fait partie. S'il s'agit du point C, on aura
b=atc, dot a=b—c; ainsi:

M=S8in. 4. Sin.c; N=~S8in,¢. Sin.(s—<) ;
d'olt il résulte :
Sin.c=p’ Sin.b—p Sin.(b~—c).
ySin.c=¢’ Sin.b—q Sin.(b—c).
zSin.c=r’ Sin.b—r Sin.(b—c).

Si, au contraire, il est question du point C/, on aura b=a—¢;
dott @=p-}c; ainsi:

M=—3Sin.} Sin.c ; N=S8in.c. Sin.(¢~4¢) ;
d'ol il résulte:
aSin.c=p Sin.(§-4-¢)—p’ Sin.b.
¥Sin.c=¢ Sin.(b~4-c)—¢’ Sin.b.
zSin.c=r Sin.(b~4-c)—7/ Sin.b.

7. Corollaire III. Et si, dans cette méme hypoth¥se , arc AG
ou AC/ devait &tre égal 3 un quart de circonférence, on aurait, pour
déterminer la position des deux points C et C/, éloignés de A d'un
arc b= I = , les équations qui suivent:

Sin.c=p’—p Cos.c.

Pour C { ySin.c=g’—g Cos.c.

2Sinez=r/—r Coss.
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2Sinc=p Cos.cmmp’.
Pour C/ { ySinc=g Cos.c—g’.

zSin.c=r Cos.c—r".

8. Corollaire IV. L'arc AB=c¢ étant toujours supposé donné de
grandeur et de position ; si, en supposant que le troisitme point C
du triangle est le pdle du c6té opposé AB, on demande les coor-
données x, y, z, de ce pdle; on aura, dans ce cas, b=a= i=;
ainsi M=N=o0 et T=Sin.c; dou il résulte :

xSin.c=gqr'—rq’ ;
ySine=rp/'—pr’ ;
zSinc=pg’'—qp’.

9. Corollaire V. Et si, dans ce dernier cas, Parc AB=c¢ était lui-
méme un quart de circonlérence , on aurait, pour les coordonnées
du péle de cet arc, les valeurs qui suivent :

x=qr'—rgq’;
y=rp'—pr’;
2=pg'—qp’-

Probléme III.

ro. Un arc de grand cercle , oppartenant & une sphére dont le
centre est & Porigine des coordonnées rectangulaires , et dont le rayon
est lunité, fait autour de l'une de ses exirémités, el sans quilter
la sphére , un mouvement angulaire assez petit pour que le cosinus
de langle sphérique décrit puisse sensiblement se confondre avec
Punité, et son sinus avec cet angle lui-méme. On connait les coor-
données des deux extrémités de l'arc , dans sa situation primitive,
ainsi que la grandeur du moupement angulaire qui a eu licu | et
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P’on demande , pour la seconde situation du méme are , les coordon-
nées de celle de scs extrémités qui, dans le moupement , a changé
de situation ?

Soit ¢ la longueur de larc dont il sagit; soit A Textrémité de
cet arc autour de laquelle le mouvement a eu lieu, et soit désigné
par la méme lettre 'angle sphérique décrit; soit de plus B Tautre
extrémité du méme arc dans sa situation primitive, et C le point
ou elle parvient par suite du changement qui arrive dans sa posi-
tion ; soit enfin & I'arc de grand cercle qui joint les points B et C.

En conservant les mémes notations que ci-dessus , pour rendre
applicables au cas actuel les formules générales déja trouvées , il
faudra d’abord y faire /=c, ce qui donnera:

M=Cos. a—Cos.* ¢.
N=Cos. ¢ (1—Cos. a).
T=S8in. 5. Sin. c. Sin. A=Sin.* ¢. Sin. A\
11 faudra ensuite , & la place du cété 2 , introduire I'angle op-
posé A ; c’est & quoi l'on parviendra au moyen de la formule :

1—Cos.2=S8in? ¢ (1—Cos. A) (1); mais, comme on s'est permis
de supposer Sin, A=A et Cos.A=1, il en résultera 1— Cos.a=o0,
d’ou on conclura:

M=Sin2¢; N=o; T=A. Sin’¢;

ce qui donnera finalement : |
a=p'~+(qr'—rq’) A;
y=q+p'—pr)A;
z=r'-(pg'—qp’) A.

(1) Cette formule n'est aulre chose que ce que devient I'équation fondamentale:
Sin. &, Sin. ¢, Gos. A==Cos. a==Cos. &. Cos. ¢, dans le cas particulier ot b=c.

( Note des éditeurs.)
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Probléme 1V.

'11. On @ faoit tourner successivement un triangle sphérique appar=
tenant & une sphére qui a son centre & lorigine des coordonnées
rectangulaires , et son rayon égal & lunité , autour des sommets
de ses trois angles ; le mouvement angulaire autour de chacun est
supposé assez pelit pour que le sinus de Uangle décrit soit censé se
confondre avec cet angle méme , et son cosinus avec I'unité. On con-
nait la grandeur de chacun des mouvemens angulaires ; on connait,
de plus les coordonnées primitives des sommets des trois angles
du triangle sphérique ; on connait enfin les coordonnées primitives
d’un certain point de la surface de la sphére liée invariablement
avec ce triangle ; et on propose de déterminer gquelles seront les
coordonnées de ce méme point , lorsque les irois mouvemens auront,
éé effeciués?

Désignons par A, B, C, tant les sommets des trois angles du
triangle, que les mouvemens angulaires qui doivent avoir lieu autour,
de chacun d’eux ;-supposons que la premitre rotation ait lieu autour
de A, la seconde autour de B et la troisitme autour de C; soit T,
le point considéré sur la sphére, et supposons que la premiére rota-
tion le transporte en U, la seconde en V , et la troisitme en WV j
cest de ce dernier point qu’il s'agit d’avoir les coordonnées , en fonc~
tion de celles de A, B, C, T, etdes anglesA,B, G,

Pour y parvenir , soient:
m,n, o0 ,....les coordonnées de A ;
Pr9qd>T 5....les coordonnées de B ;
s, ¢, u ,....les coordonnées de C ;
@, B, ¥ ,.... les coordonnées de T ;
Z,%, 2 4....les coordonnées de U ;
4/, 9/, z/ ,.... les coordonndes de V ;

2/, ¢/, 2/, ....les coordonnées de VV ;

Ia
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la simple application des formules du probléme précédent nous fera
voir que,

Pour la premitre rotation autour de A,
2= a-(y—08) A ;
y=pt(0a—my) A;
z:y+(m[3—nu) A H
Pour la rotation autour de B,
2/=x-4(gz—ry) B ;
y'=y+@Fa—pz) B ;
Z=z+4(py—g) B ;
Pour la rotation autour de C,
! = a'4-(tz’—uy”’) C ;
v/ =y/(ua'—sz’) C;
2/ =z/4(sy’—tz’) C (1) :

[

ce qui donne, moyennant deux simples substitutions successives; et
en supprimant les quarrés de A, B, C, les formules finales qui
suivent :

e u—-l—(ny—-oﬁ) A——l—(qy-r;a) B+(ly——u,6) C;

! = p4-(0a—my) A=-(ra—py) B4-(ua—sy) C ;

z//=ey+<m[s-—-nw) A+(pﬁ——-qu) B+(sﬁ—-—-z‘x) C;

et le probléme sera résolu.

(1) A la rigueur, il n’y a que la premiére rotation qui s'exécute réellement de Iz
maniére qu'on le suppose ici : attendu que le point B éprouve un déplacement, et
le point C deux, avant que la rotation ait lieu autour de I'un et de lautre ; mais
la petitesse supposée des mouvemens angulaires permet de ne point faire entrer ces
déplacemens en considération ; et , en négligeant &’y avoir égard, les calculs se sim~
plifient eonsidérablement, sans que les conclusions auxquelles auteur se propose
de parvenir soient affectées de la moindre erreur, ainsi quil serait ais¢ de s'en
convaincre , en comparant son procédé a un auire plus rigoureux,

{ Note des éditeurs. y
Tom. I. 15
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12. Pour ramener cette solution générale au cas ordinaire , ol le
triangle ABC étant tri-rectangle , les sommets de ses angles sont sur

les axes des coordonnées, il faudra considérer que , dans ce dernjer
eas , on a:

p=o; g=1; r=o;
$=0; ¢=o0; u=1:
ce qui donne :
2/ = a4 B—4C ;
" =p4+C—rA ;
2/ =gyt-pA—eB :

ce sont les formules connues du mouvement de rotation composé (1).
Probléme V.

13. Un triangle sphérique appartenant & une sphére qui a son
centre & lorigine des coordonnées rectangulaires , et son rayon égal
@& lunité , a éprouvé successivement trois rotations autour des som-
mets de ses angles. Les mouvemens angulaires sont supposés assez
petits , pour que les sinus des angles décrits puissent sensiblement
éire pris pour ces angles eux-mémes , et leurs cosinus pour Punité.
On connait la grandeur des mouvemens angulaires qui ont eu liew,
et les coordonnées primitives des sommels des trois angles du
triangle , et on demande de déterminer ce que deviennent ces mémes
coordonnées , par Ueffet des trois rotations ?

Désignons par A, B, C, tant les sommets des trois angles du
triangle, dans sa situation primitive, que les moavemens angulaires

(1) Voyez la Méchgnique analitique , numéros 5 et suivans.
( Note des éditeurss )
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qui ont lieu autour de chacun d’eux ; supposons que la premitre
rotation ait lieu autour de A, la seconde autour de B, et la troisiéme
autour de C; soient enfin A/, B/, G/, les positions que prennent les
points A, B, C, par l'effet des trois rotations , il s'agit de détermi-
ner les coordonnées des trois points A/, B/, C/, en fonction de celles
des trois points A, B, C, et des quantités angulaires A, B, €.

Or, le probléme précédent renferme entitrement la solution de
celui-ci. Il suffit en effet de supposer, dans celui-la , que le point T
se trouve successivementen A ; B ,C, etle point W, en A/, B/, C/.

Ainsi , pour trouver les coordonnées #, 5, z, du point A/, il fau-
dra remplacer, dans les formules précédentes , les lettres «, ¢, »,
par m , n,0; ce qui donnera:

x=m—-(og=nr)B-} (0t —nu) C ;
y=n ~(mr—op)B-4-(mu—os) C;
z2=0 ~}~(np——mg)B—4-(ns—m:) C.

Pour trouver les coordonnées « , y , z, du point B/, il faudra rem-
placer , dans les mémes formules, les lettres « , 8, v, parp, g, r; ce

qui donnera :
& =p+(ur—o0g A~ (tr—ug) C;
y=g-Hlop—mr)A-H(zp—57) C;
s=r-H(mg—np)A-+(sg—1p) C.
Pour trouver , enfin, les coordonnées «, y , z, du point C/, il fau-

dra remplacer, dans ces mémes formules, les lettres «, £, v, par s,
Z,u; ce qui donnera:

z=s+(nu—ot) A+ (qu—r?) B;
y =1+ (05=—mu) A--(ns—pu) B;
z2=uA-(mt=—ns) A+ (pt~—qs) B :

et le probléme sera résolu.
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14. En vertu de ces trois rotations , le point A aura déerit lare
AA’; le point B, arc BB/; et le point C, l'arc CC’. Par les sup-
positions du probléme, ces trois arcs pourront étre confondus avec
leurs sinus; et on trouve les quarrés de ces derniers par la simple

application de la formule donnée (3). En employant les réductions
ddja enseignées, on aura finalement :

(AA/) =BSin.>¢+2BC( Cos.a—Cos.5. Cos.c)-+4+C*Sin.2*5 ;
(BB/) = C*8in.*a~+2CA( Cos.b—Cos.c. Cos.a)+ASin. ¢ ;
(CC»=A>*Sin.*b~+2AB(Cos.c—Cos.a.Cos.b)+BSin.*a.

Probléme V1.

15. Les mémes choses étant supposées que dans le probléme pré-
cident , on demande de déterminer , dans Uintérieur du iriangle

la position du point qui , & la fin des trois rotations, seretrouvera
dans sa situation primitive ?

Désignant , comme dans le probléme IV, par «, £, v, les coor-

j

données de ce point, au commencement des trois rotations, et par

a’, ¥, z/7,les coordonnées du méme point; a la fin de ces rota«
tions, on aura : :

r=a , y’'=e, 2=y ;
égalant donc a zéro les trois différences
Al —a y'—p , 2=y ;
on obtiendra les trois équations qui suivent :
o=(ny—o0p ) A(gy—rg) B4(ty—up) C ;
o=(0a—my) At (ra—py) B4-(ua—sy) C ;
o=(mp—ne) Ad-(p—qe) B4-(sp—t) C.

Par la nature du probléme, chacune de ces trois équations doit
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étre une conséquence nécessaire des deux autres , ce dont on peut
en effet s'assurer facilement. Par leur moyen, on ne pourrait donc

déterminer que le rapport entre les trois inconnues «, £, y; mais,
en y ajoutant la quatrieme équation

@i =1,
le probléme devient entitrement déterminé. Si, pour abréger, on fait:
W2=A>4-B>4-C*~4-2BC Cos.a--2CA Cos.t-}2AB Cos.c ,
on aura finalement :
«W =mA-+}pB-4-sC ;
VW =nA-¢B+-1C ;

»yW = 0 A4+rB-+uC :
et le probleme sera résolu.

16. Si nous désignons par la lettre VV le point , dans I'intérieur du
triangle ABC ,dont on vient de déterminer la position , par rapport
aux trois axes primitifs, supposés perpendiculaires entre eux; on trou-
vera la position de ce méme point, par rapport aux sommets des trois
angles du triangle ABC, moyennant les formules connues (1), savoir :

Cos AW =matnp~toy
Cos.BW = pat-ge+t-ry ;
Cos.CW = sat-tp-tuy :
ce qui devient, aprés la substitution et les réductions :
WCos. AW = A-}-B Cos.c+C Cos.b
W Cos.BW =B--C Cos.a4-A Cos.c
W Co0s.GW = C~A Cos.b+ B Cos.a.

17. 81, en employant les formules et réductions déja enseignées ,
on calcule les cosinus des ares A/VW , B/’VW , C/VV , on trouvera
quils ne différent de ceux des arcs AVW , BW, CVW , que dans
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les secondes puissances et produits des quantitds angulaires A, B, C,
et qu'ainsi les uns peuvent étre censés égaux aux autres. On aura
donc :

AW=A"W ; BW=B"W ; CW=C'W.
18. Otant les quarrés des cosinus de I'unité , on obtiendra les quarrés
des sinus. Sil’on emploie les réductions déja enseignées, on trouvera:
W=Sin2AW==B:8in.2c-}-2BC ( Cos.a==Cos.5Cos.c )4-C2Sin.2b ;
‘W2Sin,2BW=C2Sin.2.a~-2CA ( Cos.b=~Cos.cCos.a )=A2Sin.2¢ ;
‘W2Sin,2CW=A2Sin.2b-4-2AB ( Cos.c—Cos.aCos.b )4-B2Sin.2a.
1g9. Les seconds membres de ces équations sont (14) les quarrés
méme des petits arcs AA/, BB/, CC/, décrits par les sommets des

angles du triangle , en vertu des trois rotations successives. Tirant
donc la racine quarrée de part et d’autre , il viendra:

WSin AW =AA’; WSinBW=BB; WSin.CW=CC".

20. Mais, en vertu des formules connues de la trigonométrie sphé-
rique , on a;

AA=AWA'SInAW ; BB=BWBShnBW ; CC=CWCSn.CW (*).

Multipliant ces équations par les précédentes , il viendra, en sup-
primant les facteurs communs , et renversant ,

AWA/=VW ; BWB/ =W ; CWC/'=W ;

de maniére que_ces trois angles sont égaux entre eux et a la quan-
tité radicale VV.

(® En vertu de la proportionnalité des sinus des angles au sinus des cdtés opposés ,
on a: SinAA'W.SinAA/=Sin AWA/Sin AW ; mais, & raison de la petitesse de
Fangle AWA/ , on peut supposer SinAA’W=1 , Sin.AA/==AA’ et SinAWA/=
AWA/; ce qui rend cette équation identique avec la premitre des trois ci-dessus:
il en serait de méme pour les deux autres.

( Note des édz‘teur}.)
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21. 11 résulte donc de cette analise, que le triangle sphérique ABC,

en éprouvant les trois rotations successives , la premiére égale & A,

la seconde égale 4 B, la troisitme égale 3 C , autour des trois axes

qui sont désignés par ces mémes letires , se sera effectivement tourné

autour d’'un point W, situé dans lintérieur du triangle, dont la po-
sition sera déterminée (16) par les trois formules :

A~-B Cos.c4-C Cos.b

Cos. AV =

\'"% !
B~4-C Cos.e<}-A Cos.
Cos.BYW = + + : ;
A%
C+-A Cos.b4-B Cos.a
Cos.CWV = + V‘j‘ ;

et qu'il aura décrit, autour de ce point, un angle égal & W, clest-
a-dire, 2

v A*~-B*~4-C*~-2BC Cos.a-}2CA Cos.b~+-2AB Cos.c

22. Réciproquement , s'il fallait décomposer la rotation donnée W,
en trois autres rotations A, B, C, faites autour de trois axes dont
la position serait donnée par rapport au point 'VV, il faudrait regarder
A, B, C, comme les quantités inconnues d'un probléme, dont les
quantités connues seraient : la retation donnée WV ; les arcs a=BC,
5=CA , ¢c=AB, qui seraient les cotés du triangle sphérique formé
par les trois axes; et les arcs AW , BW , CW , qui déterminent
la position du point VV ,par rapport & ces mémes axes. Dans la ré-
solution de ces trois équations, on rencontrera encore la fonction ,

T? = 1—Cos.?a—Cos.25—Cos.*c-}2Cos.a. Cos.b. Cos.c.
Si ensuite on fait, pour abréger :

Cos. AW =p , CosBW =g , Cos CW=r;

2

on trouvera :
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w. -
A :E{ pSin.*a—q(Cos.c—Cos.a. Cos.b)—r(Cos.b—Cos.c. Cos.a)}

~ w . .
B=7{¢Sin2b—r (Cos.a — Cos.b. Cos.c)—p(Cos.c—Cos.a. Cos.Bb)}

W
C= -,f;{rSin."c —p (Cos.b — Cos.c. Cos.z)—g(Cos.a==Cos.b. Cos.c)}

le probleme sera donc résolu ; et I'on voit qu'il sera possible dans
tous les cas.

Strasbourg , le 12 d’aodt 1810.




