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ANNALES

DE MATHÉMATIQUES

PURES ET APPLIQUÉES.

PROSPECTUS-

V^'EST une singularité assez digne de remarque que , tandis qu'il
existe une multitude de journaux relatifs à la Politique?à la Jurispru-
dence , à Y Agriculture , au Commerce , aux Sciences physiques et na-
turelles , aux Lettres et aux Arts ; les Sciences exactes, cultivées
aujourd'hui si universellement et avec tant de succès, ne comptent pas
encore un seul recueil périodique qui leur soit spécialement consacré (*) ?

un recueil qui permette aux Géomètres d'établir entre eux un commerça
ou, pour mieux dire , une sorte de communauté de vues et d'idées; un
recueil qui leur épargne les rechercbes dans lesquelles ils ne s'engagent
que trop souvent en pure perte , faute de savoir que déjà elles ont

(*) On ne saurait , en effet, considérer comme tels, le Journal de Vécole polytech-
nique , non plus que la Correspondance que rédige M. Hachette ; recueils très pré-»
cieux sans doute , mais qui, outre qu'ils ne paraissent qu'à des époques peu rapprochées ̂
sont consacrés presque uniquement aux travaux d'un seul établissement»

lom. I, n.° i 5 i.er juillet 1810, 1



ij PROSPECTUS.
été entreprises ; un recueil qui garantisse à chacun la priorité des
résultats nouveaux auxquels il parvient ; un recueil enfin qui assure
aux travaux de tous une publicité non moins Honorable pour eux
qu'utile au progrès de la science.

Frappés des nombreux avantages que pouvait présenter la publica-
tion d'un tel ouvrage ? les rédacteurs de ces Annales , long-temps
avant qu'ils songeassent à s'en occuper , en avaient conçu le plan et
désiré l'existence. Ils avaient même fait, auprès de quelques person-
nes plus à portée et mieux en état qu'eux de l'exécuter , des dé-
marches pressantes pour les solliciter à l'entreprendre ; et le non
succès de ces démarches a seul pu les enhardir à s'en charger eux-
mêmes. Ils osent croire que tous ceux qui aiment et cultivent les
sciences exactes applaudiront à leur zèle et s'empresseront de seconder
leurs efforts ; et que les savans même qui pourraient le mieux se
passer des secours qu'un ouvrage de la nature de celui-cî est sus-
ceptible d'offrir, ne dédaigneront pas néanmoins d'accorder leur en-
couragement honorable à une entreprise dont le succès ne peut que
contribuer encore à l'avancement de ces mêmes sciences qui , en échange
de tant de méthodes précieuses et de vérités importantes dont il les
ont enrichies , leur ont procuré un si haut degré d'illustration.

Les Rédacteurs des Annales sentent fort bien tout ce que îa dis-
tance où ils se trouvent du centre des lumières peut ajouter de dif-
ficultés à leur entreprise ; mais 9 plus jaloux de leur réputation et
de l'estime des savans que soigneux de leurs intérêts pécuniaires 5

ils sont résolus de faire tomber sur eux seuls tous les sacrifices aux-
quels la position peu commode où ils se trouvent doit inévitablement
les exposer ; et de n'épargner aucun soin , aucune dépense , pour que
leur recueil ne soit ni moins soigné ni plus coûteux qu'il pourrait
l'être, s'il partait du sein même de la capitale.

Ces Annales seront principalement consacrées aux Mathématiques
pures 9 et sur-tout aux recherches qui auront pour objet d'en per-
fectionner et d'en simplifier l'enseignement. Le titre de l'ouvrage annonce
assez d'ailleurs que , si l'on n'y doit rien rencontrer d'absolument
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étranger au Calcul, à la Géométrie et à la Mécanique rationnelle y

les rédacteurs sont néanmoins dans l'intention de n'en rien exclure
de ce qui pourra donner lieu à des applications de ces diverses bran-
ches des sciences exactes. Ainsi, sous ce rapport,, VArt de conjecturer,
l'Économie politique 9 VArt militaire , la Physique générale, /'Opti-
que, V Acoustique, l'Astronomie 9 la Géographie , la Chronologie, la
Chimie 9 la Minéralogie , la Météorologie 9 VArchitecture cinle 9 la
Fortification ? VArt nautique et les Arts mécaniques , enfin ? pour-
ront y trouver accès. On aura soin , au surplus ? de consulter, à cet
égard , le vœu du plus grand nombre des souscripteurs } et de s'y
conformer scrupuleusement.

Avec les matériaux qu'ils ont amassés depuis long temps, les Ré-
dacteurs des Annales pourraient aisément fournir seuls 9 durant
plusieurs années 5 à la composition de leur recueil ; mais ils comp-
tent beaucoup moins sur leurs propres ressources que sur les secours
que roudront bien leur fournir leurs abonnés et correspondans. Ils
se feront même une loi de n'occuper le public de leur travaux per-
sonnels , qu'autant que l'intérêt que ces travaux pourront offrir ? ou
l'insuffisance des autres matières , pourra leur servir d'excuse.

Chaque numéro des Annales offrira un ou plusieurs Théorèmes à
démontrer, un ou plusieurs Problèmes à résoudre. Les Rédacteurs,
dans le choix de ces théorèmes et problèmes, donneront la préférence
aux énoncés qui pourront leur être indiqués par leurs correspondans;
et ils consigneront, dans leur recueil, les démonstrations et solutions
qui leur seront parvenues ; ils espèrent ainsi provoquer chez les jeunes
géomètres une utile et louable émulation. Personne n'ignore d'ailleurs
combien ces sortes de défis ont ajouté de perfectionnement à Tanalise,
au commencement du dernier siècle ; et il n'est point déraisonnable
de penser qu'en les renouvelant ? on peut , peut-être , lui préparer
encore de nouveaux progrès.

Par les mêmes motifs, les Rédacteurs des Annales auront soin d*in-
sérer dans leur recueil les programmes des prix proposés par les di-
verses sociétés savantes de l'Europe : toutes les fois du moins que les
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concours ouverts auront pour objet des questions relatives aux sciences
exactes 9 ou aux diverses applications dont elles peuvent être sus-
ceptibles.

Enfin , un objet auquel on se propose de donner, dans ces Annales p

une attention toute particulière ? à raison de l'extrême utilité que le
public peut en retirer, c'est l'annonce et Tanalise des ouvrages nou-
veaux 9 tant nationaux qu'étrangers , relatifs aux sciences mathéma-
tiques et aux autres sciences qui en dépendent. Ici deux extrêmes sont
également à éviter ? savoir : une censure maligne et décourageante qui
ferait redouter aux auteurs de confier aux Rédacteurs dès Annales le
soin de faire connaître leurs productions ; et une condescendance non
moins coupable qui , en donnant le change sur le mérite réel de ces
productions ; tromperait l'attente du public , et manquerait ainsi tota-
lement le but. Heureusement , la nature même des ouyrages dont on
aura à rendre compte dans ce recueil, permet de tenir facilement ? entre
l'un et l'autre extrêmes , un milieu convenable : ces sortes d'ou-
vrages valent en effet 9 généralement parlant , beaucoup plus par le
fond des idées que par la manière dont elles sont présentées ; et si
l'indication pure et simple des matières dont se compose un ouvrage
de goût et d'imagination , et de la liaison qui règne entre elles 9 n'en
peut donner qu'une idée très-imparfaite, une pareille indication suffit,
le plus souvent 7 pour mettre les savans en mesure d'asseoir leur
opinion sur un traité de géométrie ou d'anallse. Les Rédacteurs des
Annales s'attacheront donc principalement à présenter , des ouvrages qui
leur seront adressés , un compte parfaitement exact, et d'une étendue
proportionnée à leur importance, en se rendant très-sobres, d'ailleurs 7

tant de louanges que de blâme ; et ils espèrent concilier ainsi ce qu'ils
doivent aux auteurs ? au public et à eux-mêmes? En un mot , les
Rédacteurs feront tous leurs efforts pour que ce recueil soit exacte-
ment tel qu'ils eussent pu désirer de le trouver , si d'autres qu'eux
en avaient entrepris la rédaction.
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STATIQUE.
Recherche directe des conditions de Véquilibre 9 entre des

forces dirigées d'une manière quelconque dans Tes-
pace 9 et appliquées à des points invariablement liés
entre eux ;

Par M. GERGOKNE»

JLJES conditions de l'équilibre entre des puissances appliquées à un
système solide libre 7 se déduisent fort aisément, comme Ton sait,
du principe des vitesses virtuelles) mais, dans les élémens de Statique;
où l'on ne fait pas usage de ce principe > on se trouve obligé de dé-
duire directement ces conditions du Principe de la composition des
forces. Il existe pour cela un grand nombre de méthodes diverses,
et chaque jour en voit éclore de nouvelles encore \ mais leur mul-
titude même semble prouver qu'aucune d'elles, jusqu'ici, n'a réuni
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cette simplicité , cette généralité „ cette rigueur et cette élégance qui
seules peuvent entraîner tous les suffrages.

Quelques géomètres 9 pour parvenir au but , ont eu recours à des
figures sur lesquelles ils ont exécuté des constructions; mais, outre
que cette manière de procéder rend les méthodes compliquées , embar-
rassantes à suivre et difficiles à retenir, les résultats auxquels elles
conduisent ne sauraient pleinement satisfaire l'esprit, parce qu'ils sem-
blent toujours dépendre de Fhypotlièse particulière de laquelle on les
a déduits.

Presque tous ont supposé que Ton connaissait déjà les conditions
de l'équilibre entre des puissances situées dans un même plan : con-
ditions qu'ils ont au reste5 pour la plupart P déterminées d'une manière
assez laborieuse. Mais , bien que la recherche de ces conditions
semble naturellement devoir précéder celle des conditions de l'équi-
libre entre des puissances dirigées d'une manière quelconque dans
l'espace, comme néanmoins les premières se trouvent implicitement ren-
fermées dans les dernières,il semble plus simple et plus élégant d'arriver
directement à celles-ci, sans supposer que les autres soient déjà connues.

On peut remarquer d'ailleurs que ; pour déduire les conditions de
l'équilibre dans l'espace de celles de l'équilibre sur un plan , on esl
obligé de s'appuyer du principe de ïindépendance des forces rec-
tangulaires : or > ce principe n'est pas exempt de difficultés , comme
M. Poinsot Fa fait voir dans sa Statique (*) ; et quand bien même
il n'en présenterait aucune , <il semblerait plutôt devoir être une consé-
quence des conditions d'équilibre qu'un moyen de parvenir à ces
conditions. On en doit dire autant du principe des momens, et de
cet autre principe , savoir : que deux puissances non situées dans un
même plan , ne sauraient avoir une résultante ; le premier, en effet,
ne doit plus être enyisagé désormais que comme un moyen commode
d'énoncer en langue vulgaire, des résultats fournis par l'analise; et ,
quant au dernier, loin qu'il puisse être considéré comme un axiome,

{*) Voyez pages no et n i .



D ' É Q U I L I B R E . 7
ce n'est peut-être que des équations même de l'équilibre qu'on peut
en déduire une démonstration satisfaisante.

Je dois ajouter enfin que , parmi les méthodes employées jusqu'ici
pour parvenir aux conditions de l'équilibre , plusieurs ne font que
masquer la difficulté qui naît de l'existence possible des puissances
égales et parallèles , agissant en sens contraire, sans être directement
opposées , et que d'autres se bornent presque uniquement à montrer
que les conditions auxquelles elles conduisent assurent l'équilibre 9 ou
sont une suite de son existence 9 sans faire voir nettement que ces
conditions sont à la fois nécessaires et suffisantes ; ce qui est pourtant le
point essentiel dans cette recherche.

On trouvera ici une solution du problème qui me paraît n'être
sujette a aucun de ces divers inconvéniens. Bien qu'elle soit assez
simple 5 elle ne suppose néanmoins que le principe de la composition
des forces qui concourent en un même point , et celui de la com-
position des forces parallèles 9 pour le cas seulement où ces forces
admettent une résultante effective. Elle ne repose d'ailleurs que sur
cet unique axiome de Statique 9 savoir ; que , pour qu'un système soit
en équilibre , il est nécessaire et suffisant qu'en y introduisant des
puissances arbitraires de nature à avoir à elles seules une résultante
effective , le système ainsi modifié ait aussi une résultante effective
qui soit identique avec celle des puissances arbitrairement introduites.

Je n'ignore pas, au surplus , que , par la belle et neuve théorie
des couples que nous devons à M. Polnsot, on parvient d'une manière
non moins élégante que rigoureuse aux conditions de l'équilibre
d'un système de forme invariable ; mais y quelque satisfaisante que
soit cette théorie , elle me semble plus propre à devenir le sujet d'un
traité à part , qu'à être introduite dans les livres élémentaires ; î!
paraît peu naturel, en effet, de baser la Statique , et eonséquemment
l'édifice entier de la mécanique ? sur un cas d'exception que présente
le problème de la composition de deux forces parallèles.

Soient P/
 ; P " , Ptn , , . . . • des puissances dirigées dans l'espace d'une
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manière quelconque, et appliquées à des points invariablement lies
entre eux. Soient %', y/ > z/ les coordonnées rectangulaires de l'un des
points de la direction de Pf

 9 considéré comme son point d'application ;
soient de plus X/ , Y', Z;, ses composantes parallèles aux axes, et soient
adoptées des notations analogues pour les autres puissances du système.

Soient augmentées les puissances X/, X" 9 X/u, des quantités
arbitraires A/, AN

5 A/N , . . . . ; les puissances Y/, Yn
 9 Yn/

 9.... des
quantités arbitraires Bf, BN , BfU,....; et enfin les puissances Zf , Zu',
Ztn , . . . . des quantités arbitraires CJ , C/f, Cm , les puissances
introduites dans le système auront , parallèlement aux axes , trois
résultantes partielles A-%{A;) , B=%[B') , C=2(C) (+) , lesquelles
pourront toujours , à raison de l'indétermination des composantes,
être supposées différentes de zéro : on pourra même admettre ;
en outre , que ces résultantes passent toutes trois par un même
point quelconque ; alors , en désignant par a, 4,* c, les coordonnées
de ce point, on aura , par le principe connu de la composition des
forces parallèles ,

B
tf=

ee qui emportera les conditions

lesquelles seront satisfaites d'elles-mêmes f lorsqu'il n'y aura dans le

(*) Le sjmboîe 2 ( ^ 0 est emplojé ici, suivant l'usage , comme une abréviation de
*. ; il en faut entendre autant des autres , ainsi que de toutes les

analogues auxquelles nous aurons recours dans ce <jui \a suivre.

système
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système que la seule puissance Pf > et qui pourront avoir lieu d'une
Infinité de manières dans tous les autres cas.

Si , au lieu de composer à part les puissances introduites , nous
les considérons comme formant un tout avec celles du système primitif 3

en posant P pour abréger ,

nous aurons, parallèlement aux axes, les trois résultantes partielles

X+A \ T+J5 , Z+C ;

et nous pourrons , à cause des puissances arbitraires ^ admettre qu'au-

cune de ces résultantes n'est nulle 9 et que de plus elles passent

toutes troîs par un même point quelconque ; désignant alors

e } f , les coordonnées de ce point, nous aurons

—

Z+C X+A

X+A Y+B

t;e qui emportera les trois nouvelles conditions

X ( Yfxf)+S (JB'acO S {Z'xf)+1, (Oxr)

(ii)

lesquelles 5 comme les équations (1) , seront satisfaites d'elles-mêmes^
Tom. 1. z
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lorsqu'il n'y aura qu'une puissance unique dans le système primitif,
et qui , conjointement ayec elles 7 pourront avoir lieu d'une infi-
nité de manières différentes, lorsque les puissances du système pri-
mitif seront au nombre de plus de deux. Il ne pourrait donc y
avoir de doute sur la possibilité de la coexistence de ces six con-
ditions , que dans le cas seulement où il n'y aurait que deux puis-
sances P; et P/V dans le système primitif; attendu qu'alors, le nom-
bre des conditions établies se trouvant précisément égal au nombre
des puissances A*, An' 9 B

1, BN
 9 O , C11

 9 introduites dans le système ,
on pourrait craindre,ou que quelques-unes de ces conditions ne fussent
contradictoires, ou qu'elles ne donnassent, pour les puissances A/, Af\
B/

 y B11, C/, GN ) des valeurs qui, contrairement à l'hypothèse que
nous avons établie, rendissent nulles quelques-unes des six quantités
A, B, C , X+A, T+B, Z+C.

Mais il est facile de dissiper ce soupçon : si en effet on déve-
loppe les équations (I) pour le cas particulier où le système pri-
mitif n'est composé que de deux puissances seulement , il arrive
qu'après avoir fait les réductions, chacune d'elles se trouve comportée
par les deux autres ; elles n'équivalent donc alors qu'à deux équa-
tions seulement : on n'a donc réellement 5 dans ce cas\ que cinq
équations entre les six forces À/ , Alf , B;, Bn, C/

 7 Cn ; elles
demeurent donc encore indéterminées • elles le sont donc dans tous
les cas,

D'après ce qui précède ? on voit que la résultante particulière des
forces introduites a pour équations

et que les équations de la résultante du système modifié sont

Présentement ; pour que le système primitif soit de lui-même en
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équilibre , il est nécessaire et il suffit que la résultante de ce système
modifié soit identique avec celle des puissances arbitrairement intro-
duites : or , cela exige, en premier lieu , que leurs composantes paral-
lèles aux axes soient égales , chacune à chacune ; ce qui donne
d'abord

X+A*=A ,

ou

X=o ,
ou enfin

2^)=o ,

Au moyen de ces conditions ? les équations (II) 9 les seules qui
renferment les puissances du système primitif, se simplifient; en leur
retranchant en outre les équations (I) et chassant des dénominateurs,
elles deviennent

(m)

Les équations des deux résultantes deviennent aussi , par suite des
mêmes conditions ,

C(x—a)—A(z—c) ;

C(y-b)=B{Z-c) , C(j-e)=B (*-/) ;

ces résultantes se trouvent donc déjà parallèles; il suffit donc ? pour
qu'elles coïncident , qu'un point de la direction de l'une satisfasse
aux équations de Tautre ; on exprimera donc que leur coïncidence
a lieu , et conséquemment on complétera les conditions d'équilibre,
en écrivant les deux équations

(IV)
C(d—a)=A(f—c) >

nous devons donc avoir > outre les trois conditions déjà trouvées f
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toutes celles que peuvent fournir les cinq équations (III et IV) ,
par l'élimination des arbitraires qu'elles renferment ; or , comme
*/— a f e—b ? jf— c se trouvent déterminées par ce qui précède , et

A B
comme d'ailleurs , en posant ~~ =M et — =iV 9 nous n'avons plus
que les deux arbitraires M et N, il en résulte que nos cinq équations
doivent nous fournir encore trois conditions.

Pour parvenir facilement à ces conditions , soit d'abord chassé A
et B des équations (III) au moyen des équations (IV) ; C en
disparaîtra aussi, et elles deviendront

2(XV) <?—a

m a i s , dans le cas présent où X9 Y, Z sont zéro 9 on tire aisément

des doubles valeurs àeavbvc^d?ePJv

substituant donc ^ il viendra

(V)

chacune de ces équations se trouvant comportée par les deux autres,
elles n'équivalent qu'à deux seulement ; mais A , B 9 C peuvent
aussi être éliminées entre les équations (III) ; il suffit pour cela
de les multiplier entre elles , et il vient ainsi , en renversant
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multipliant alors chacune des trois équations (V) par cette der-
nière , on obtiendra ? en réduisant > les trois équations distinctes

les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre du système
primitif sont donc renfermées dans ces six équations ;

Ces équations renferment, comme Ton sait, celles de l'équilibre
entre des puissances situées dans un même plan : on pourrait aussi
parvenir directement à ces dernières , en suivant une marche abso-
lument analogue à celle qui nous a conduit aux équations ci-dessus ;
mais 7 dans le cas où toutes les puissances du système sont situées
dans un même plan , il existe „ pour arriver aux conditions de leur
équilibre , une autre méthode qui est trop simple pour ne pas l'in-
diquer ici.

Soient en effet P1\ P 7 / , P;//,.... des puissances comprises dans un
même plan; soient # /

5 y / les coordonnées rectangulaires de l'un des
points de la direction de P/ considéré comme son point d'application ;
soient de plus X;, Yf les composantes de cette force parallèlement
aux axes, et soient adoptées des notations analogues à l'égard des autres
puissances du système.

Soît alors introduit 9 dans ce système , une puissance arbitraire t

ayant A et B pour ses composantes parallèles aux axes , et a et b pour
les coordonnées de l'un des points de sa direction ? considère comme
son point d'application.

Il est clair que le système ainsi modifié aura, parallèlement aux
axes , deux résultantes partielles
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lesquelles, à raison de l'indétermination de A et B, pourront toujours
être supposées différentes de zéro : elles se couperont en un certain point;
et 3 en désignant par d et e les coordonnées de ce point, on aura

valeurs qui, par l'hypothèse , ne seront ni Tune ni Pautre infinies :
l'équation de la puissance introduite sera

et celle de la résultante du système modifié sera

Maintenant 5 pour que le système primitif soit de lui-même en
équilibre, il est nécessaire et suffisant que la résultante du système
modifié soit identique avec la puissance arbitrairement introduite-
Or, cela exige, en premier lieu, qu'elles aient Tune et l'autre les
mêmes composantes parallèles aux axes.., ce qui donne

d'où

au moyen de ces équations , on tire des valeurs de d et e

(K) B(d-a)=Z{Y>*<) , A(e-b:=%{X'y<) ;

et les équations > tant de la puissance introduite que Ja résultante
du système modifié sont alors

ces deux forces sont donc alors parallèles ; il suffit donc , pour
leur coïncidence 5 qu'un des points de la direction de Tune satisfasse
à l'équation de: Tautre ; on complétera donc les conditions de i équilibre
du système primitif ; en écrivant

.. . A{e—h)-B{d—a) ;
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ce qui donnera, en substituant les valeurs fournies par les équations (K),

les conditions nécessaires et suffisantes pour l'équilibre du système
primitif sont donc renfermées dans les trois équations

J'ai dit que les équations de l'équilibre 9 entre des forces non com-
prises dans un même plan v pouvaient conduire à la démonstration
de cette proposition : Deus puissances non comprises dans un
même plan ne sauraient avoir une résultante* Voici par quel
procédé cette conséquence peut être déduite de ces équations.

On sait que la seule condition nécessaire et suffisante , pour qu'un
système puisse admettre une résultante unique ; est exprimée par
l'équation

si Ton développe cette équation , pour le cas de deux forces
seulement, elle devient 7 après les réductions,

(N) (Z'F'— WZ") (xf

(*) Je saisirai cçtte occasion pour faire remarquer que c'est par une pure inàd^
vertance que M. Pronj, à la page 112 de sa Mécanique philosophique , a exprimé
cette condition par trois équations. Le système a en efïet une résultante unique ,
lorsque ces trois équations ont lieu ; mais c'est seulement parce1 qu'elles vérifient
l'équation (M) ; en sorte que la résultante peut être unique ? sans qu'aucune de
ces trois équations soit vérifiée.

Je crois cet avertissement d'autant plus utile que l'ouvrage de M. Prony est
un de ceux que les jeunes géomètres peuvent consulter avec le plus de fruit , et
<jue l'autorité d'un savant aussi recommandable pourrait facilement les induire en



i6 CONDITIONS D'EQUILIBRE.
les équations des deux puissances sont d'ailleurs

Si Ton veut exprimer que ces deux puissances sont dans un même
plan ayant pour équation

il faudra écrire

JÇZ'x'—X'z')+B(Z'y'—r'z') =

A(Z"x»~X"z//)-\~B(Z//y"—Y»z//)=

eî , sî Pon veut de plus que ce plan soit quelconque, il faudra ,
entre ces quatre équations, éliminer les trois arbitraires À? B, Cy
o.r r on retombe ainsi sur l'équation (N) , et par conséquent sur
Féquation (M) ; la condition nécessaire et suffisante , pour que deux
forces puissent avoir une résultante unique, est donc la même que
celle qui exprime que ces deux forces sont comprises dans un même
plan : si donc les deux forces ne sont pas dans un même plan ,
ni Tune ni l'autre de ces deux conditions ne sera remplie, et par
conséquent les deux forces ne pourront avoir une résultante*

QUESTIONS
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QUESTIONS PROPOSÉES.

Problèmes de Géométrie.

I.

U N cercle étant donné, et trois points étant donnas de position par
rapport à ce cercle , et dans un même plan avec lui ; circonscrire un
triangle au cercle donné , de manière que le sommet de chacun de ses
angles soit en ligue droite avec deux des points donnés ? (*)

II .

Les propriétés caractéristiques du cercle sont, i.° que toutes celles
de ses cordes qui passent par un certain point déterminé de son plan*
sont égales ; 2.0 qu'elles ont toutes leur milieu en ce point.

Mais il existe une infinité de courbes qui ? sans jouir de la dernière
de ces propriétés, jouissent néanmoins de la première.

On propose de déterminer l'équation la plus générale des courbes
de cette nature ?

(*) Ce problème revient h celui où Ton exigerait que les sommets des angles
âa triangle cherché fussent sur des droites données ; on peut aussi le généraliser
en demandant de circonscrire au cercle donné un polygone de m côtés , <jui ait
les sommets de ses angles sur m droites indéfinies, données de position par rapport
l ce cercle ?

Tom. L 3
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ANALISE INDÉTERMINÉE.

Recherche systématique des formules les plus propres
à calculer les logarithmes ;

Par M. THOMAS LAVERNÈDE.

Ï . V J N sait que , u et / représentant deux nombres quelconques, et u
étant plus grand que / , on a

formule toujours convergente , et dans laquelle M représente le
module. (*)

2. Si 9 dans cette formule 5 on met à la place de u et î des poly-
nômes en oc du degré m qui , ne différant entre eux que par leur
dernier terme , soient decomposables en facteurs rationnels du premier
degré , ayant tous x pour premier ternie ; c'est-à-dire P si Ton fait

et

on aura
u—f-S—2 ,

C) Yojez le complément d'algèbre de M, Lacroix,
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et la formule (A) deviendra

ou

—Log.(.aH-«)—Log.(#+/î)—Log.(^+y) —Log.(a;-t->.)

tc.3 ; '(B)

or ? il est claîr que, lorsque les valeurs particulières des lettres # ,
û , b , £, etc. , # , /s, y ? etc,, seront données , on pourra ; par cette
dernière formule, calculer le logarithme de l'un quelconque des nom-
bres x-ha 9 %-\~h , 3c~\~c , etc., # + * ? # + £ , ^r+y , etc., si Ton con-
naît les logarithmes des autres. Il importe donc i.° de faire voir comment
une équation telle que (B) peut servir à trouver les logarithmes
de tous les nombres ; 2,° de déterminer les conditions qui donnent à
la série du second membre le plus de convergence y et par consé-
quent à la valeur cherchée l'approximation la plus rapide.

3, i.° Il est évident que , quelle que soit la valeur de x , les
polynômes u et / ne changent point; donc x est variable. Il n'en est pas
ainsi des lettres a7 h , c, etc. , <& , /3 , y , etc. Les coefficiens P9 Ç. . .•
R étant les mêmes dans les deux polynômes , les valeurs de ces lettres
a* y h , c , etc. ; a 5 £ 5 y , etc. , doivent être telles que les fonctions des
unes représentées par ces coeffieiens dans le premier polynôme f

soient respectivement égales aux fonctions semblables des autres
représentées par ces mêmes coefficiens dans le second. Il suit de Jà
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que , quoique les lettres a , b , c ? etc. ; * ? /s, y , e tc t , soient toutes
susceptibles d'admettre plusieurs valeurs 9 puisqu'elles ne sont liées
que par un nombre de conditions moindre que celui de ses lettres >
il y a cependant , en ta leurs valeurs simultanées ou corrélatives 9 une
dépendance mutuelle qui fait qu'on ne peut changer les unes ,
sans que les autres ou au moins quelques-unes des autres ne chan-
gent également. Ces valeurs corrélatives des lettres a , b 9 c v etc. ;
et, /3, y ? etc. ? forment donc ce qu'on peut appeler un système de valeurs ;
et 5 bien que le nombre de ces systèmes soit infini, si , par une raison
quelconque , on est déterminé à en adopter un , ce choix une fois
fait, les quantités a, b , c, etc ; « , js, y , etc. , pourront être consi-
dérées comme constantes. Dans cette hypothèse, les nombres xA^a^
x-^rb > x+c ? etc. ; œ-\~* , ^+/3 , x-\-y , e tc . , ne renfermant
qu'une seule variable x , croîtront ou décroîtront en même temps
qu'elle : ils pourront donc parcourir tous les degrés de grandeur et
représenter successivement tous les nombres possibles. Donc une
équation de la forme (B) pourra servir à trouver les logarithmes
de tous les nombres. On peut 9 contre cette assertion ? faire l'ob-
jection suivante 5 savoir : que les quantités x-+-a 9 x-\-b , xAç-c, etc. ;
oc-\-u. , x-jr& 9 x-\-y , etc., étant au nombre de 2m , il faut , pour
pouvoir commencer à calculer des logarithmes par des formules du
genre de celle dont nous parlons 5 connaître 2m—i logarithmes.
Nous reviendrons dans la suite sur cette difficulté , et nous ferons
Yoir comment, par le secours des formules elles-mêmes , on peut
se procurer ces 2/72—1 premières données.

2.0 La série r + 7 T M ~ 2 5 + f TH-ete . , est d'autant plus con-
vergente que la quantité T ou la fraction

es* plus petite. Or , le numérateur de cette fraction 5 qui doit être
constant, dépend de la différence 5—2 des derniers termes des poly-
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nômes u et /. Mais ces derniers termes étant respectivement les pro-
duits des quantités a > b 5 c , etc. ? et « , £ , y 9 etc., dépendent eux-
mêmes des valeurs qu'on donne à ces lettres -, donc , pour rendre
la série jf-f \ T3-{- 7 2 5 + \ P + e t e . , aussi convergente qu'il est
possible , il faut choisir pour les lettres a, b , c, etc., # , £, y ?
etc. le système de valeurs qui rend la différence S—-2 aussi petite
qu'elle peut l'être , sans nuire à la forme des polynômes u et /.

Quant au dénominateur qui est variable , on voit qu'il sera d'autant
plus grand que le degré des polynômes u et t sera plus élevé, et en
même temps que le nombre x , et par conséquent aussi les nombres
oo-\-a s x-{-b 9 x~\-c , etc. ; œ-\~u , # + £ , cc-\-y, etc., seront plus
grands. Donc , la convergence de la série dépend encore du degré de
la formule et de la grandeur du nombre dont on veut avoir la
logarithme.

Il est aisé de voir que les polynômes u et t ne sont autre chose
que les premiers membres de deux équations qui ne diffèrent entre
elles que par leur dernier terme 5 et qui ont en outre leurs racines
commensurables. C'est donc de la recherche de semblables équations f

que nous devons d'abord nous occuper ; nous parlerons ensuite dm
formules qui s'en déduisent , et de la manière de les employer,

P R E M I È R E P A R T I E .

Des équations qui, ayant leurs racines commensurables , ne différent
entre elles que par leur dernier terme»

4* Deux équations , qui n'ont de différence que dans leur dernier
terme , peuvent être telles que ce dernier terme soit zéro dans l'une,
et une quantité effective dans l'autre , ou telles que le dernier terme
soit dans Tune et dans l'autre une quantité effective. Dans le premier
cas , Xm représentant une fonction de oc qui devient nulle en môme
temps que x , si Tune des équation est A m + ^ = o 5 l'autre sera
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Xm^o ; cette dernière est celle que j'appellerai la résultante , relative-
ment à la première à laquelle je donnerai le nom adéquation prin-
cipale,

5. Toutes les équations du second degré qui ont des racines com*-
mensurables ont pour résultantes des équations dont les racines sont
également commensurables. En effet toutes ces équations sont com-
prises dans 3a formule générale 3c2-+-(a-\-h)x-\~ab = o qui , en sup-
primant son dernier terme, devient^2+(^-p^)^=;o o u j f ^ + ^ j 2 1 0 »

6. Dans le troisième degré les racines des résultantes sont souvent
incommensurables , quoique celles des équations principales soient
rationnelles; mais on peut facilement trouver, parmi ces dernières ,
celles qui jouissent de la propriété qui nous occupe. Prenons pour cela
l'équation

dont la résultante

étant divisée par # ? devient

+p+ç — o
et donne

nommons de plus —d et —e ces deux racines > et supposons que —- af

*>-~h et —c sont celles de l'équation principale ; nous aurons

et ç=

Cela posé , pour que les valeurs de d et de e soient rationnelles, il
faut qu'on ait

P*r~4ç= un è

©r, cette égalité 9 en mettant pour p et ç leur valeur, peut s'écrire



LOGARITHMIQUES.

comme il suit

(a-)rb—cf—kal~un carré.

On satisfait à cette condition en faisant

ce qui donne

de plus, les valeurs de d et de e deviennent, par cette supposition

À

l'équation principale se change en

= 0

n=o-

et sa résultante est

r (a+b)\+ab~\
= O .

(C)

7. Le résultat auquel nous venons de parvenir renferme 9 pour le
troisième degré , une infinité d'équations qui ont, ainsi que leur résul-
tante , des racines commensurables ; mais , Horsqu'en passant de cette
forme générale aux équations numériques ? on veut avoir des nombres
entiers pour racines de ces dernières , on est obligé de choisir les
valeurs particulières à donner aux indéterminées a P h et x, de manière
à ce que les dénominateurs disparaissent. On évite cet Inconvénient
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en observant qu'en général les résultats des questions indéterminées
n'expKmant point des valeurs absolues, mais simplement des rapports ,
on peut les multiplier ou diviser par telle quantité que Ton veut >
sans qu'ils cessent de répondre à la question qui y a donné lieu. D'après
cette remarque , dont nous ferons souvent usage dans la suite , il est
visible que y pour avoir les expressions des racines sous la forme d'en-
tiers , il suffit ? dans tous les cas y de multiplier les valeurs trouvées
pour ces racines , par le plus petit dividende commun aux dénomi-
nateurs de ces mêmes valeurs. Far ce moyen , les équations (C) deviennent

ou

= 0 .

= 0

(P)

8. On peut avoir, à la place des équations (D) > d'autres équations
d'une forme un peu différente , soit en considérant l'égalité

p*~~4qz=z carré ,

sous un attire aspect, soit en substituant dans les équations (D), au
lieu de l'indéterminée x , une nouvelle indéterminée augmentée ou
diminuée d'une fonction de a et b ; mais ces différentes transformations
ne pouvant nous être d'aucune utilité , nous n'entrerons point dans les
détails qu'elles exigent. Nous nous bornerons seulement ici à faire
voir qu'on peut encore soumettre les équations (Dj à remplir quelque
nouvelle condition , outre celles auxquelles elles satisfont déjà,

g. Supposons d'abord qu'on veuille que les deux racines de là
résultante soient égales, an fera d=e ou

ce qui donnera

• ' - T •
substituant
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substituant à h cette valeur dans les équations ( D ) , et multipliant

ensuite toutes les racines par — 5 on aura pour l'équation principale

ou

et pour la résultante (E)

io. Si Ton veut que le second terme manque dans l'équation
principale, on fera d+

ou

ce qui donnera

faisant ensuite la substitution, et multipliant toutes les racines par

^jr y les équations (D) deviendront
A.

où

et

V
(F)

Ï Ï , Enfia , si c'est le troisième terme qu'on veut faire disparaître^
on pourra faire d~o ou e~o , c'est-à-dire,

(JPtrab — o ou

La seconde hypothèse donne *:=—(
Tom. A

et conduit immédiatement

4
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à ces deux ëquatlons

ou

et

— o ;

(G)

par la première hypothèse, qui donne A = — , on parvient au

même résultat en multipliant, après la substitution , les racines des

qgyx equ^Uons; par — .

12* On voit , par ce qui précède , avec quelle facilité on peut
façonner , pour ainsi dire , une équation du troisième degré 9 de
manière à ce qu'elle ait, ainsi que sa résultante , des racines comrnen-
surables. 11 n'en est pas de même des équations des degrés supérieurs.
Dans le quatrième, par exemple, lorsque l'équation n'est pas privée
de son pénultième terme , sa .«résultante , qui devient alors du troisième
degré, devant avoir des racines commensurables, tombe essentielle-
ment dpns le cas irréductible. De plus, outre les difficultés que paraît
devoir amener cette circonstance , l'équation principale elle-même don-
nerait probablement lieu à des expressions qu'on ne saurait rendre
rationnelles^ Ce n?est, je crois y que dans des cas particuliers qu'on
peut trouver> pour les équations des degrés supérieurs au troisième,
des formules de composition qui satisfassent aux conditions prescrites ,
et quelquefois même ces formules deviennent très-compliquées. Parmi
les résultats auxquels m'ont conduit les diverses tentatives que j'ai
faites , je ne donnerai , dans ce qui va suivre , que les. plus simples
ou ceux qui pourront fournir une application avantageuse.

*3. Le premier membre d'une équation du quatrième degré pouvant
toujours être considéré comme le produit de deux facteurs du second ,
prenons pour équation principale
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ou

= o ;
et , pour faire disparaître le quatrième terme, supposons

np '

~o ou ç= 5
la résultante sera alors divisible par #% et ses deux racines effectives
seront

\ t/(ln—P)z n m—/')
~ 2. —p 4 ~

Sî , pour rendre rationnelles ces expressions , on fait

(m—p)* n(m—p ___ f m - p n$ " l a __ (m—p)2 . 2.nS(m—p) n*h ,

4 J ^ L a w J 4 77i TTja *

il viendra

et

d'où

p

et
? ^ X ) .

— = ^ — ;

on aura,, par conséquent , pour la résultante

et pour Téquation principale

i J=o |
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ou , en multipliant toutes les racines par ^

—p{m—/0(*—i )] = o

14. Avant de parler d'une manière générale de la décomposition
du premier membre de l'équation principale en facteurs linéaires ,
nous ferons observer ici deux cas dans lesquels cette décomposition
s'effectue avec beaucoup de facilité,

i.° Lorsque £=0 , les équations (H) deviennent

et [#*—•m (m—-/?)][^3+X^

ou , en divisant les racines par \/m--p ,

et 1$*—i»][

dans cet état , pour que les racines de l'équation principale soient
commensurables, il suffit de faire /»=s5* et /? = —c2 ; mais alors la
rationalité des racines de la résultante exige que bz-+*c2 soit un carré.
On satisfait à cette condition en faisant

ce qui donne

c — et
tia

taleurs qui changent l'équation résultante, et la principale , après qu'on
a multiplié leurs racines par 20, en

(I)
ou xt>—{
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On voit par là que, dans ce cas, les racines de l'équation principale
ne sont autre chose que les valeurs des côtés de l'angle droit d'un
triangle rectangle , prises en plus et en moins, et que les deux racines
effectives de la résultante sont la valeur de l'hypoténuse du même
triangle 5 prise également en plus et en moins.

2,0 Lorsque J = a , les équations (H) deviennent

et
[x2-+2mx+m(m—/>)] [x2+zpx-{-p(j}—m)]=* o ;

ou

\x-\rm—\/mp\[x+m+x/lmp][x+p—s/^mp]\x+p+i/Tip\

équations qui, en faisant m~a2 et p=b2 , se changent en

et

(K)
•u

i5. Revenons maintenante la question générale. L'équation prin-
cipale (H) fournit les deux suivantes

et

la première de celle-ci donne

, en faisant
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on a

et

et

?w(x—x)—;

2.

pareillement

—p*±:\fp*&—2

A

9

.+^—I)

et, en faisant

on a

et

d'où

et

(*-

par là l'équation principale (H) , après qu'un a divisé toutes ses racines
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par m , ou , ce qui revient au même , après qu'on a fait ff&==i , devient

- o - ^ > J L*+ ( ^ . ^ ) J ==0

et les deux valeurs de p fournissent de plus l'équation de condition

2) A 2 f - * . ^ ( < p — i # t # V k ^

en faisant ^—-si=p. C'est à la résolution de cette dernière équation
qu'est présentement réduite toute la difficulté.

J 6. En tirant de l'équation (M) la valeur de ^ , il viendra

e t , cette expression devant être rationnelle , i.° si on suppose la quantité
soumise au radical égale [—(A-—i)<p2+£<p+A]a on aura

égalant ensuite les coelïieiens de <p , on trouvera £=:£A2~~2A+i , et

Féquation ci-dessus donnera f = fc-. Enfin , cette valeur étant mise
A' " XA' " X

dans celle de ^ , on aura ^=A ou /w— ——; chacune de cel dér-
A*~*~l

nières valeurs donnera , au lieu de Féquation (L),,- celle-ci
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qui , en multipliant toutes ses racines par x — ï , devient

et a pour résultante

^b 2—(x 2+i) 2] = o ;

ces deux équations ne sont autre chose que les équations ï du n.G i4*

et les reproduisent en faisant x = 7- et multipliant ensuite toutes les

racines par b.

2.0 Si Ton fait la quantité qui est sous le radical égale à

on aura

égalant ensuite d'une part les coeffîciens de <p ? et d'autre part ceux
de ?*, il viendra £=2X*—2X+1 et ^ = — (2X2 — i)(x—1). L'équation

ci-dessus donnera <p= et les valeurs de ^ deviendront ^ = — —
X2—1 X

2X

et A*= • L'une ou l'autre de ces valeurs étant substituée dans
x+i

l'équation (L) du n,a précédent, oa aura l'équation principale

r . 2 T r i *2+nr *2+i i
I #H I ^M x '— h=o •
L M-d L ^ J L M*+o\J f

quï r en multipliant toutes ces racines par x(x—i)(x+i)a , devient

et a pour résultante 1 7 .
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17. Si , au lieu de tirer de l'équation M la valeur de p , on prend

celle de <p , on aura :

—A—p±Z\hs—2À^—(4^5—4Aa—
Ç 2(A—1)(^—-I)

et , en égalant la quantité soumise au radical à (A—7*>-f-^2)2 ou

A 2 — 2 /

les coefficiens de ̂  et de p?, supposés égaux de part et d'autre, don-
neront k=i et h = — ? A ( A — 1 ) . On trouvera ensuite fort aisément

1 (A—i)a^:(A—i)a *
^ = — et 0 = ou <p = o et ç = i . Un fan , en subsli-

A s(A — l ) 2

tuant respectivement — et 1 à la place de ^ et <p dans l'équatioif L ;

on parviendra à l'équation principale :

qui, en multipliant toutes ses racines par A2 , devient :

et a pour résultante :

Ces deux équations ne sont autre chose que les équations K du n.° 14*

et les reproduisent en faisant X = — et multipliant ensuite toutes les

racines par b2.

18. On pourrait maintenant , à l'aide des valeurs obtenues dans les

deux derniers n.o s pour les indéterminées ç et ^ , avoir d'autres va-

leurs qui satisferaient également à la question. Pour en donner un

exemple, supposons qu'ayant trouvé dans le n.° précédent que la

Tom. L 5
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valeur^= —rend la quantité qui est sous le radical ^gale à un carré;

A

on substitue dans cette quantité-—-J"* r à la place de p ; elle deviendra;

par cette substitution ,

^ { ( ) ( ) ( 4

et ; en égalant son second facteur au carré [(*—-1)2—~kf\z ou

7 , s A2-f-I A 4-1
on trouvera k = AUA— i) , r=~ , P = - et

V ' ' A(A-I) ' r A—IAfA+i) A2+i
et <p= . L a se-

()4(^—1) A—I 2i(A-l)
coude valeur de <p conduira à l'équation principale :

L a J L a(À—i) J

C _ CA+I)ÇAa+l)-| F ^ (A+I)(V—2A—1)-1
= o

qui ? en multipliant toutes ses racines par 4A (A— I ) , devient :

2—2A —I)] X )

zz o

équation dont la résultante a aussi des racines commensurables. Par

la première valeur de <p on reviendra aux équations déjà trouvées ( n.°

16 , i . ° )

I Q . Lorsqu'on a , pour un degré quelconque , une équation prin-
cipale et sa résultante dont les racines sont des nombres rationnels,
on peut , par leur moyen , trouver deux autres équations qui, ayant
également des racines commensurabîes , ne diffèrent entre elles que
par leur dernier terme f soit que ce dernier terme doive être dans
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Tune et dans l'autre une quantité effective , soit qu'on veuille qu'une
de ces nouvelles équations devienne résultante de l'autre» Ces trans-
formations présentant d'ailleurs quelques conséquences utiles } nous
allons les examiner d'une manière générale.

20. Prenons l'équation principale :

ou v^-"r#X
ayant pour résultante :

#m+/^m~I+ -\~rx=o
ou {x H- <

N

et mettons dans Tune et dans l'autre x-\~d à la place de #•
i.° SI d n'est égal à aucune des racines — a , — b } etc., *— « f

— £ , etc., les deux transformées auront tous leurs termes respecti-
vement égaux , à l'exception du dernier qui sera dm-Jrpdmm°l-{- * . . . • •
+ 77/+,* dans la première , et dm-±-pdm~î-\- + rd dans la
seconde, et par conséquent une quantité effective dans l'une et dans
l'autre..

21 . 2.° Si d est égal à une des racines de Tune quelconque des
équations N f la transformée de l'équation à laquelle appartient cette
racine , aura une racine égale à zéro ; son premier membre sera di-
visible par x , et elle sera la résultante de l'autre tranformée y qui
aura essentiellement ses dernier et avant-dernier termes.

22. 3.° SI l'une quelconque des équations N a deux racines égales^
en prenant d égal à ces racines , la transformée de l'équation à la-
quelle elles appartiennent, aura deux racines égales à zéro ? son pre-
mier membre sera divisible par œ2, et elle sera la résultante de l'autre
transformée qui n'aura point de pénultième terme.

a3. 4»° Si l'une quelconque des équations N pouvait avoir trois ra-
cines égales, en prenant d égal à ces racines , la transformée de l'equa-
tion à laquelle elles appartiendraient, aurait trois racines égales à zéro ;
son premier membre serait divisible par oc1, et elle serait la résultante
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de l'autre* transformée qui manquerait de ses pefnultième et antépé-
nultième termes. Mais une équation quelconque , dont les racines sont
réelles, ne peut être privée de deux termes consécutifs. Donc, en
général y il est impossible que deux équations qui ne diffèrent entre
elles qjue par leur dernier terme ? et qui ont des racines réelles 7 et à
plus forte raison des racines commensurablcs, puissent, Vune ou Vau~
ire y avoir trois ou un plus grand nombre de racines égales.

On voit, par ce théorème que , n étant un nombre entier positif plus
grand que 29 le premier membre de Tune quelconque de nos équations
ne peut avoir un facteur de la forme (^-J-^)n , mais rien ne s'oppose
à ce qu'il en ait plusieurs de la forme (x-\~dy, c'est-à-dire, à
ce que l'équation ait plusieurs couples de racines égales.

24* On peut encore démontrer très-aisément que deux équations
du genre de celle que nous considérons , ne peuvent avoir une racine
commune ; car, en nommant a cette racine, les premiers membres de
ces équations seraient exactement divisibles par x—a-, mais, par l'hy-
pothèse , les dividendes ne différant entre eux que par leur dernier
terme , les quotiens ne pourraient non plus avoir de différence que
dans le terme non affecté de x \ donc les équations primitives , abais-
sées d'un degré par la division, donneraient encore deux équations
qui ne différeraient entre elles que par leur dernier terme. Maintenant,
ces dernières , étant multipliées par x—a 9 devraient reproduire les
équations primitives : or c'est ce qui est impossible. En effet, i,° les
produits partiels des premiers membres par x t différeraient entre e\LX
par leur terme affecté de la première puissance de x-} z.° les produits par*
tiels de ces mêmes premiers membres par—a différeraient entre eux par
leur terme non affecté de x ; par conséquent les produits totaux diffé-
reraient entre eux par leurs deux derniers termes , et ne reproduiraient
pas les équations primitives. Donc deux équations qui n'ont entre
elles de différence que dans leur dernier terme , ne peuvent avoir
une racine commune.

25. Nous avons vu , n.° 20 , que, lorsque d n'est égal à aucune
des racines des équations N , les transformées ne diffèrent entre elles
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que par leur dernier terme qui est ^m-t-/?â?m~1+ . . • • + r J -+-^ dans
Tune , et dm-\-pdm~1 + • . • -\-rd dans l'autre. Si l'on veut que ces
derniers termes soient des grandeurs égales , mais de signe contraire,
il faudra faire :

ou

i = o

On peut de cette équation conclure la règle suivante :
Pour transformer une équation principale et sa résultante en deux

autres équations qui ne diffèrent entre elles que par le signe de leur
dernier terme, il faut ? dans l'équation principale, diminuer le der-
nier terme seulement de moitié 7 ce qui fournira une nouvelle équation
qui dura ou n'aura pas de racines commensurahles. Si cette équation
a une racine commensurable 7 cette racine sera la valeur de à ou de
la quantité dont il faut augmenter les racines 7 tant de l'équation prin-
cipale que de sa résultante, pour avoir les deux transformées cher-
chées ; si elle n'en a point 9 on en conclura que les transformées dç~
mandées sont impossibles.

Soit, par exemple, l'équation :

ou

qu'on obtient en faisant a—b — ̂ —i dans une des équations princi-
pales D e tE des n.os 7 et g. En divisant son dernier terme par 2,1

on a l'équation auxiliaire :

= 0 •

Cette dernière , ayant —2 pour racine ; fait voif qu'il faut s tant dam
la proposée que dans sa résultante ,

ar-t- tur-t- QX~o ou x{

substituer oc*—3 à la place de oc , pour avoir deux transformées qui
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ne diffèrent entre elles que par le signe de leur dernier terme. Ces
deux transformées sont_:

et

X1 — Zx~ 2 = 0 OU 0^+ l)2(x— 2)^0.

26. Avant d'aller plus loin , nous ferons observer ici que ( X m

représentant une fonction de oc du degré m, qui devient zéro en môme
temps que cette variable ) , lorsque la résultante commune de deux
équations Xm - f -S = o , et X m — S~0 , qui ne diffèrent entre elles
que par le signe de leur dernier terme , a comme elles des racines
commensurables , on obtient , en les multipliant Tune par l'autre ,
l'équation X2m—Sz = o du degré 2m qui a pareillement, ainsi que sa
résultante, des nombres rationnels pour racines. Cette propriété tient
à une plus générale que voici. Lorsque deux équations Xm-f-S = 0
et X m - f -T = 0 , qui ont des racines commensurables et ne diffèrent
entre elles que par leur dernier terme , sont telles qu'en les ajou-
tant membre à membre , et divisant ensuite par 2. , l'équation-demi-

ç 1 rp

somme X m H = o a aussi des racines commensurables; s i ,

d'an côté, on élève au carré cette dernière, et que d'un autre , on mul-
tiplie niembre à membre les deux premières , les équations qui en

fS~4-TV
proviendront, savoir: X a m + ( S + T ) X m + = o et X2in +

4
(S- f -T) X m H-ST = 0, jouiront encore de la propriété de ne différer
entre elles que par leur dernier terme, et d'avoir , comme les équa-
tions primitives, des racines commensurables. En effet ? dans le pre-
mier cas , la résultante commune n'est autre chose que Féquation-
demi-somme doftt nous venons de parler.

27. Prenons pour second exemple de la règle du n.° 20 , l'équation
littérale ;

ou (x+b)(x--4-^) = 0
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dont la résultante est :

l'équation auxiliaire

bc

donne :

se zn

et en faisant:

on trouve :

etet ^ + ^ = L

d'où ôn déduit :

_ tô2 — zah—
4

Les valeurs de J ? dans le cas présent, seront donc t

a sa

En prenant la première valeur, et substituant, dans la proposée aîbsi
ûr — b

que dans sa résultante ? w-\ à la place de x , on aura deux

transformées qui , en multipliant toutes leurs racines par 2a , de-
viendront : . .

—aUp*—iz) = o ou l^+^+F)'] \_x—h(a—h)] = o

s~^2) = ^ ou

Ces deux équations , ne différant entre elles que par le signe de leur
dernier terme , et ayant une résultante commune dont les racines sont
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coiïimensurables, on pourra , d'après la remarque du n.° précédent;
les multiplier l'une par l'autre, et on retrouvera les équations K du

La seconde valeur de d conduirait aux mêmes équations, en chan-
geant les signes de toutes les racines.

28. Soient maintenant les équations du troisième degré :

\x-\-p—tf —

et

ou

xl-\-px*-\-(ap-±-cp—a2—ac—c^x+acp — a^c—ac^ — o

et

Pour que le troisième terme de la première soit égal au troisième
terme de la seconde , il faut qu'on ait :

— cf—ac—c* = bp~\-dp—1% — ld—d%

ce qui donne ;

Cette valeur étant substituée dans les équations primitives, on a;

3 a'+ac + c* — b2—là—d%

X *^ a+c—b—d

H-'

et
, . o* + ac + c* — h' •— bd — d'

—b — d '

OU
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ou

et O

Si l'on veut encore que ces équations ne diffèrent que par le signe
de leur dernier terme, il faudra faire :
ac{b+d)(a-\-c — h — d) — a2c2=— bd(a-j~c)(a + c—h—d) — l*dx

équation qui, étant résolue par rapport à c , donnera ( en faisant
pour abréger a-\-b—h et a—b"=-k ) :

—ko)

ahk'd* + k(Ji2k — §hab — ̂ kab)dz + aJCab{h + 2à)d + k*aab*}

Ces valeurs devant être rationnelles, il faudra que la quantité qui esl
sous le radical devienne un carré. Supposant donc que la racine de
ce carré soit ^tz hdz-\-xd-\-kab , on aura :

h*d* — zhk'd* + k (h'k — 6hab — ifiab^ d* + 2k3 ab (h + a«) d + k*a>b> =s

= h'

Egalant ensuite les tfoefficiens de d, i.° il viendra * = £ {h»\-2a) 9
2.0 l'équation sera réduite à

et donnera :

*-• Shab " y hah — zkab — zhka — zka*

Cette double valeur de d conduisant à deux résultats également re-
marquables , nous Vemploîrons successivement, i.° avec les signes su-
périeurs , 2.0 avec les signes inférieurs,

Tom. L 6
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2 9 , E n p r e n a n t l e s s i g n e s s u p é r i e u r s , o n a :

d~ hçk + h + za) ' ^ 4 ^ — * — * = — * .

Cette valeur étant mise pour d dans l'expression des valeurs de c
qui ? par l'hypothèse , devient :

__ hd* — hkd — kàb d£. (hd* ~~hkd + zkad + kab)
2,{hd — ha)

on trouve 1

d'où

C = ; = — h

efc

Substituant ensuite Tune ou l'autre de ces valeurs de c ? ainsi que
la valeur de d dans les équations O du numéro précédent ? ces équations
deviennent :

el
^3— (a2 ^

ou

et

Dans cet état , leur résultante commune a pour ses deux racines ef-
fectives :
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valeurs qu'on rend rationnelles, en faisant :

ce qui donne :

h _ __ n ' - v

2A— a

A l'aide de cette dernière expression , on parvient aisément
équations :

* 3 — (a2—^A + X2)2^ — * A ( 0 2 — AaXM—x)(2*—*) = *
et

OU

et

dont la résultante est :

ar[a?-f- (̂ z2 — a*HhA2)][^— (^S—ÛXH- A2)] = tf

Enfin , ces équations, étant multipliées Tune par l'autre, d'après la
remarque du n.° 2 6 , donnent l'équation du sixième degré :

ou

qui a pour résultante

3o. Nous ferons observer ici , i.° que les équations du troisième
degré , qui nous ont donné l'équation Q , sont les mêmes que les
équations F du n.° 10 -, car il suffit, pour établir une parfaite identité
entre elles , de changer + A en — A , ce qui est permis , A étant une
quantité indéterminée \ 2.0 qu'on peut encore obtenir l'équation Q par
le moyen des équatiof s E du n.° g % en changeant d'abord les signes
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de toutes les racines pour les rendre positives, faisant ensuite la quantité
<03H-tfxHhA2 égale à un carré, et mettant enfin xz à la place de x.

3 i . Prenons à présent les signes inférieurs dans la valeur de d
( n.° 28 ) , nous aurons :

j —~2,hab—zkab—zhka—zka* Û(& + Û)

h(k — A — 2a) h

quantité qui, étant mise à la place de d dans l'expression :

_ h d* »— hkd — kab±:{ — hd> + hkd + 2ka d + kab)

""" z(hd — ko)
Sonnera :

tt

L'une ou Fautre de ces valeurs de c, ainsi que la valeur de d, qui

n'est autre chose que • , étant substituées à ces lettres dans
a + £

les équations O du n.° 28 , on aura ( après avoir multiplié toutes
les racines par a •+- b ) les deux équations suivantes :

et
#' + 3(0*— ab + ba)x*-\-2(a2 — ab + baYx + ab(a*—b*)(za — 3)(a — 2j) =

OU

ï>—b(a — 2by\ lx + (a — £)(2« — £)] [x + a(a + 3)]= 0
et

[x-^-a{2.a — b)]t x + (a~~b)(a — zbftlx + b(a + by\ = 0

dont la résultante commune est :

et qui 5 niultipliées l'une par l'autre , donnent l'équation du sixième
degré ;
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l i

— b)][x

qui a pour résultante :

32. Le nombre #2— ab + b2 ou #2— #A + A 2 , qui entre dans la
composition des équations Q et R , est remarquable en ce qu'il est
la somme d'un carré et du triple d'un autre carré. En effet, les
lettres aetb peuvent toujours représenter , l'une la somme , et l'autre
la différence de deux nombres. On peut donc faire a = u, + $ et b
OUA = a—m /3. Ces valeurs substituées dans #2-—* ab-^b2 et a2— tfM-*2,
changent ces expressions en « 2+3/3 2 , quantité qui conserve sa former
tant qu'on n'a pas * = o ou £ — 0, c'est-à-dire, ^=z— a ou b~a*

33. SI, à la place de a2 — tfx + x2 , et de # 3 — ' û b ^ b 2
 7 on met

*? -+- 3jS2 dans les équations Q et R , on aura ;

pour les premières,

ou

et

et pour les secondes ,

ou

[X + (^ *— /3) (# *— 3/3)] [ie + (a -f- /3) (ce + 3/3)] [# + 2/8(« 4 " 3/3)] X
— aj8(« — 3/3)] [X + ( £)]
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et

+ 3 ] [ > + ( 4 3 ) ] î
 = 0

En examinant avec attention ces équations, on aperçoit aisément que
les secondes sont des transformées des premières , transformées qu'on
obtient en mettant dans celles-ci «ar+^-f-S/s2 a la place de x.

34. On peut aisément se procurer , pour le quatrième degré , deux
équations complètes qui ne diffèrent entre elles que par leur dernier
terme. Pour cela, prenons les équations :

[x2+mx-{~ a{m — dj\ \xz + nx + b(n — b)] = 0
et

\x*-\-mx-\-c{m—c)^x* -\-nx-\- d{n — d)"\=o
ou

= Û

(mna + mnb—na*—mb^x-^abim—a)(n—b)
et

= o
(mnc-\-mnd—ne2—md*)xArcd{m—c){n—d)

qui ont leurs racines commensurables , et dont les seconds termes ont
le même coefficient. Les conditions à remplir nous fourniront les
équations suivantes :

et

qui , en faisant :

a

deviennent :

et
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La première donne :

et, en substituant cette valeur dans la seconde , on trouve l'équation :

de laquelle on tire :

72 =

on aura donc :

*y+*
72 = e t 7?2 = ;

y -J- i y - | - %

OU

72 = $* e t /72 = /3

Le second système ne peut convenir à l'objet que nous nous pro-
posons ; quant au premier, dans lequel m et n ont la même valeur,
il conduit, en multipliant toutes les racines par 2(v-f~s)? aux deux
équations suivantes :

_ 0 É — - y * — ys] X

et

Ces équations renferment 7 dans leur généralité, les équations I ef
K du n.° i4« On en déduit les premières , en faisant d'abord

î= — — ; multipliant ensuite toutes les racines par et lai-

sant enfin y = j3. Pour avoir les secondes , il suffît de faire « = &
et y = /3.

35. Si, d'après ce que nous avons dit (n.° 26), on voulait passer
à des équations du huitième degré , à l'aide des précédentes , il fau-
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drait, i.° que celles-ci ne différassent entre elles que par le signe
de leur dernier terme , ce qui exigerait qu'on satisfit à l'équation :

(£ + y)(^+ s)(2̂ 2 + /3y — /3s —. y* — vO(2/3y + & — y$— ys — g9) =

— (jî — y)(*— 0(a& + V̂ — /3e+ y* + ys)(2/3y + i% — y<5 + ?• + g*>

2.0 que leur résultante commune eût, comme elles, des racines com-
mensurables. Ces conditions paraissent bien difficiles à remplir.

36. Pour avoir maintenant deux équations du cinquième degré ,
qui ne diffèrent entre elles que par le signe de leur dernier terme,
il suffit de se rappeler qu'en changeant les signes des termes de rang
pair d'une équation quelconque 7 on ne fait autre chose que changer
les signes des racines : d'où il suit que , si une équation de degré
impair est privée de tous ses termes de rang pair , à l'exception du
dernier ? en changeant le signe de ce dernier terme , on changera
les signes de toutes les racines qui, par conséquent, resteront com-
mensurables dans le second cas, si elles étaient commensurables dans
le premier. On voit de plus , par le n.° 24 , qu'une pareille équation
ne peut avoir à la fois -f- a et — a pour racines. D'après ces re -
marques ( qui peuvent d'ailleurs servir à trouver avec facilité les
équations P du n.° 2X) ) , soit l'équation du cinquième degré :

(x + a){x+h){x+c){x-^d){pc—a--b — c—d) = o
qui n'a point de second terme. Il suffira , pour qu'elle n'ait de ses
termes de rang pair que le dernier , de faire en sorte qu'elle soit
également privée de son quatrième terme. Or, après le développe-
ment , le coefficient de ce* ou du quatrième terme , est :

Egalant donc cette quantité à zéro, et ordonnant par rapport \ a *
on aura l'équation :

qui donne :

—

11
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II faut 7 par conséquent, que la quantité :

ou

qui est sous le radical, soit égale à un carré. On la rend telle*, en
supposant d'abord ;

ce qui la réduit à Ï

et Faisant ensuite :
c^2*2 et </=.—

car alors elle devient :

On trouve , d'après cela :

— 4(2*' — py ± 4«p(2«' — n

et

enfin l'équation primitive se change en

OU

et on a pour seconde équation ;

3*1 = 0

ou

La résultante commune de ces deu^ équations n'a point de racines*

Tom. L 7



5o F O R M U L E S
commensurables , et il serait difficile de l'y amener, si toutefois la
chose est possible.

87. Après avoir exposé, dans ce qui précède, les divers résultats
auxquels je suis parvenu , je crois devoir faire observer qu'on pour-
rait arriver à quelques-uns par des moyens plus simples ; mais j'ai
préféré d'employer des méthodes générales , et de varier autant qu'il
m'a été possible les solutions que j'ai données.

La question principale , c'est-à-dire, celle de trouver deux équa-
tions du degfé 772 9 qui ne diffèrent que par leur dernier terme, et
aient des nombres rationnels pour racines , peut être envisagée sous
différens points de vue.

i.° II est évident, par le théorème de Newton sur les sommes
des puissances des racines d'une équation , qu'elle peut s'énoncer ainsi :
Trouver 2772 nombres , tels que les sommes des ï . r e s

 y 2 . m e s , 3 . m e s . . .
m—i.mes puissances des m premiers, soient respectivement égales aux

sommes des i . r e s , 2 . m e s , 3 , m e s T W — i . m e s puissances des m
derniers.

2.0 On voit, d'après la composition générale des équations, que;
si on a .272 équations du degré m , qui ne diffèrent entre elles que
par leur dernier terme , et soient telles que les sommes des produits
j à 1 , 2 à 2 , 3 à 3 , n—1 à n—1 des derniers termes
des n premières , soient respectivement égales aux sommes des pro-
duits i à i , 2 a 2 , 3 à 3 , 72-—1 à 7Z—1 des derniers
termes des n dernières , en multipliant entre elles les n prefmières
d'une part, et les n dernières d'autre part , on aura deux équations
du degré 77272, qui* ne différeront entre elles que par leur dernier
terme. La remarque du n.° 26 rentre, comme cas particulier , dans
ce que je viens de dire,

3.° Lorsqu'on a deux équations complètes en x du degré m, con-
ditionnées comme nous le demandons , on peut , après avoir rendu
toutes les racines positives , chercher à les transformer en carrés :
alors, en mettant dans -ces équations xz à la place de ce , on a deux
équations du degré zm , décomposables en facteurs de la forme #a«-~a%
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et qui satisfont aux conditions prescrites. J'ai, dans le n.° 3o, indiqué
ce moyen comme pouvant servir pour parvenir aux équations P du
sixième degré , par le moyen d'équations du troisième.

4-° Enfin, pour avoir deux équations de degré impair, qui jouissent
de la propriété demandée , il est aisé de se convaincre que , si on
peut se procurer deux équations du degré m , qui, ne différant entre
elles que par leur avant-dernier terme , soient telles que leurs résultantes
aient, comme elles , des racines commensurables, en multipliant la
première par la résultante de la seconde divisée par ce 9 et la seconde
par la résultante de la première pareillement divisée par ce, on aura
deux équations du degré 2/^ — 1 , qui n'auront de différence que dans
leur dernier terme. On peut aisément, par cette voie, obtenir des équa-
tions du troisième degré, à l'aide de celles du second.

Ces diverses considérations pourront être utiles à ceux qui voudront
pousser plus avant les recherches qui font l'objet de ce mémoire. Je
dois convenir ici que les tentatives que j'ai faites pour cela ne m'ont
pas réussi ; mais je suis loin de croire qu'on ne puisse trouver, pour
les degrés supérieurs au sixième , des équations qui satisfassent aux
conditions prescrites ; je suis persuadé , au contraire , que 7 si des
personnes versées dans l'analise indéterminée s'occupaient de cette
théorie, elles pourraient y faire des découvertes intéressantes*

( La seconde partie à un prochain numéro* )
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ÉLEMENS DU CALCUL.

De Tidentité entre les produits qui résultent des mêmes
facteurs différemment multipliés entre eux.

Par M. GERGONNE.

N sait que , dans une multiplication numérique , on peut 9 sans
changer la valeur du produit, prendre le multiplicande pour mul-
tiplicateur , et réciproquement ; et qu'en général , lorsqu'on veut
déterminer le produit de plusieurs facteurs , on peut, à volonté , /«-
tervertir , d'une manière quelconque , Vordre des multiplications qui
doivent conduire au résultat qu'on se propose d'obtenir.

Une expérience qui ne s'était jamais démentie , et peut-être aussi
la difficulté qu'on éprouvait à démontrer cette proposition d'une ma-
nière satisfaisante , Fa fait admettre pendant long-temps au nombre
des propositions évidentes d'elles-mêmes. Ce n'est seulement que
dans ces derniers temps qu'en y refléchissant mieux , on a com-
mencé à apercevoir que , loin de pouvoir être classée parmi les
axiomes, elle offre au contraire , dans son universalité, un fait non
moins singulier qu'il est important, et qui serait même pour nous
un sujet de surprise si , en cette rencontre comme en beaucoup
d'autres , l'habitude de voir ne devenait un obstacle à notre éton-
nement.

Il n'est personne , à la vérité , parmi ceux à qui les nombres sont
tant soit peu familiers ? qui n'aperçoive d'une première vue que 2



DE FACTEURS. 53
pris 3 fois, et 3 pris 2 fois , font également 6 ; que 3 pris 4 fois , et
4 pris 3 fois, font également 12 , et ainsi du reste ; mais il n'est
point du tout évident que , par exemple , il revienne au même d'a-
jouter 235 fois à lui-même le nombre 170 , ou d'ajouter 172 fois
à lui - même le nombre 236 ; et ces deux opérations , soit qu'on y
procède par addition ou qu'on y fasse usage de la multiplication 9

diffèrent trop dans leur marche pour qu'on puisse prévoir à l'avance ,
si déjà l'on n'en était averti , qu'elles doivent conduire au même
résultat A plus forte raison la chose cesse - 1 - elle d'être claire
d'elle - même , si l'on admet de plus grands facteurs et en plus grand
nombre ? et elle le devient encore moins, si l'on prend des facteurs
fractionnaires ou irrationnels* Cette propriété est même tellement
inhérente à la qualité abstraite des nombres, qu'elle cesse d'être vraie
du moment qu'on les en dépouille. Ainsi , par exemple , tandis que
la multiplication d'une ligne par un nombre abstrait est une opération
parfaitement intelligible et facilement exécutable avec la règle et
le compas , celle d'un nombre abstrait par une ligne n'est , au contraire ,
qu'un être de raison.

On a donc très-bien fait de chercher à démontrer , dans les livres
élémentaires, que le produit de plusieurs facteurs se compose de la
même manière de chacun de ces facteurs 7 et en est consèquemment
une fonction symétrique ; mais , des démonstrations qu'on a données
jusqu'ici de ce principe , la plupart manquent de rigueur , de généra-
lité ou de simplicité , et les autres sont de véritables paralogismes,
C'est ce qui me détermine à présenter ici celle que , depuis plusieurs
années , j'ai adoptée dans mes cours, et qui me paraît ne rien laisser
à désirer.

Il est une vérité d'un ordre plus élevé, qui a beaucoup d'analogie
avec celle - là, et qui peut être démontrée par le même tour de
raisonnement ; je veux parler de l'identité entre les résultats auxquels
on parvient, dans la difïérentiation des fonctions de plusieurs variables,
an intervertissant d'une manière quelconque l'ordre des différentiatioas
successives : identité qui 9 pendant long-temps , a aussi été admise
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sans être prouvée ; j'en dirai quelque chose , après que j'aurai développé
la démonstration que j'ai principalement en vue.

Celte démonstration suppose qu'on se soit déjà assuré de la vérité
de la proposition pour les produits de deux et ceux de trois facteurs
entiers. Le moyen le plus naturel et le plus simple d'y parvenir
est peut-être de recourir à des considérations géométriques > comme
l'a fait M. Legendre? dans son Essai sur la théorie des nombres (i) , et
c >mme je le faisais déjà ? dans mes cours?avantque ce savant ouvrage me fût
connu. Afin de présenter ici une théorie complète, je vais d'abord traiter
ces deux cas particuliers , aussi brièvement qu'il me sera possible.

Deux facteurs ne peuvent être multipliés l'un par l'autre que
de deux manières différentes , parce qu'il n'y a que deux manières
de choisir entre eux le multiplicateur, et que , le choix fait , le
multiplicande se trouve de lui-même déterminé. Quant à trois
facteurs , on peut en former le produit de six manières différentes,
parce qu'il y a trois manières de choisir entre eux le dernier facteur,
et que, dans chaque cas , il y a deux manières de former le produit
des deux premiers. Si donc on prouve que deux facteurs peuvent
donner deux produits, et trois facteurs, six produits qui soient
égaux ? il sera prouvé que tous les produits , soit de deux ? soit de
trois facteurs, sont égaux de quelque manière qu'on les forme.

Or } soit premièrement un rectangle dont on ait divisé les deux
côtés d'un même angle en plusieurs parties ; que l'en conçoive, par
les points de division de chacun de ces côtés, des parallèles à l'autre ^
ces droites diviseront le rectangle total en rectangles partiels dont
le nombre sera le produit du nombre de ceux qui reposeront sur
la base par le nombre des divisions de la hauteur ; et , comme il
en reposera autant sur cette base qu'elle aura de divisions, on pourra
dire , plus simplement, que le nombre des rectangles partiels est
le produit du nombre des divisions de îa base par le nombre de

( i ) J^ojez pages 2. et suivantes*
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celles de la hauteur ; et , comme on peut prendre indifféremment pour hau-
teur chacun des côtés divisés, il en résulte que le nombre de ces
rectangles pourra être exprimé par deux, produits des mêmes fac-
teurs , et que conscquemment deux semblables produits sont égaux*

Soit, en second lieu > un parallélipipède rectangle dont on ait
divisé les trois arêtes d'un même angle en plusieurs parties ; que
Ton conçoive , par les points de division de chacune , des plans
parallèles à la face qui contient les deux autres, ces plans divise-
ront le parallélipipède total en parallélipipèdes partiels dont le
nombre sera le produit du nombre de ceux qui reposeront sur la base
où, ce qui revient au même, du nombre des rectangles compris
dans cette base , par le nombre- des divisions de la hauteur ; mais,
cette hauteur peut être indifféremment chacune des arêtes divisées 7 e t ,
dans chaque cas , le nombre des rectangles compris dans la base
peut , , d'après ce qui précède, être évalué de deux manières dif-
férentes-, d'où l'on voit que le nombre des parallélipipèdes partiels,
compris dans le parallélipipède total, pourra être exprimé par six
produits des trois mêmes facteurs , et que conséquemment six
semblables produits sont égaux.

Ayant ainsi prouvé que les produits de deux et de trois facteurs
sont toujours égaux, de quelque manière qu'on procède à leur for-
mation , je vais démontrer maintenant que , si l'on était assuré qu'il
en fût ainsi pour les produits de n—2 et pour ceux de n—1 facteurs?

on serait en droit d'en conclure que la proposition est vraie aussi
pour les divers produits que Ton peut former avec n facteurs donnés.

Soient en effet comparés entre eux deux quelconques de ces pro-
duits -, ou ils auront le même dernier facteur , ou bien le dernier
facteur sera différent dans chacun. Dans le premier cas , l'avant-
dernier produit sera le même de part et d'autre , puisqu'il pro-
viendra de la multiplication des;?-—1 mêmes facteurs; on aura donc , de
part et d'autre , à la dernière multiplication , même multiplicande
et même multiplicateur , et conséquemment même résultat.

S i , au contraire , le dernier facteur n'est pas le même dans les
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deux produits ,~ on pourra , sans rien changer a leur valeur, amener
à l'avant-dernière place , dans chacun , le fadteur qui se trouve le
dernier dans l'autre ; car on ne fera ,ainsi qu'intervertir l'ordre des
multiplications entre les n —- i mêmes facteurs ; alors , de part et
d'autre , les deux derniers facteurs seront les mêmes , et se pré-
senteront seulement dans un ordre inverse; et comme, de part et
d'autre aussi, les facteurs qui précéderont les deux derniers seront
les mêmes, et en nombre n — 2 , ils donneront le même produit:
considérant donc ce produit comme un même premier facteur ,
il restera à former deux produits des trois mêmes facteurs \
produits qui , d'après ce qui précède , seront nécessairement égaux.

Il est donc prouvé maintenant que la proposition serait vraie
pour n facteurs, si l'on était certain qu'elle le fût pour n — 2 et
72—i facteurs; mais, puisqu'elle est vraie pour 2 et 3 facteurs, elle
doit l'être pour 4 ? l'étant pour 3 et 4 ; elle le sera pour 5, et ainsi de
suite : elle est donc générale.

Voilà pour ce qui concerne les nombres entiers , considérés abs-
traction faite de leur signe ; et , comme il est aisé de prouver , à priori\
que le signe du produit de plusieurs facteurs dépend uniquement du
nombre des facteurs négatifs, et non point du rang suivant lequel ils
se présentent , on en peut conclure que , même en ayant égard à
leur signe , le produit de plusieurs facteurs entiers est encore une
fonction symétrique de ces facteurs ; enfin , les règles de la mulib-
plication des facteurs , soit fractionnaires , soit radicaux , prouvent que
le même principe leur est également applicable.,

De là il est facile de conclure , i.° que, si plusieurs nombres doi-
vent être combinés entre eux uniquement par voie de multiplication
et de division , on peut intervertir, comme on le voudra y l'ordre
des opérations qui doivent conduire au résultat r pourvu qu'on opère
constamment de la même manière avec les mêmes nombres \ 2.0 que,
si Von doit élever successivement un même nombre à diverses puis,-
sances , et en extraire diverses racines , on peut aussi, sans altérer
le résultat final ? intervertir r comme*on le voudra} l'ordre des opérations*

Voici
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Voici encore une autre proposition dépendant des mêmes principes ?

et qui, bien qu'on la suppose tacitement dans une multitude de cal^
culs , ne se trouve néanmoins démontrée ni même énoncée nulle part i
c'est que , si Von a à former le produit de plusieurs facteurs , on
peut, pour parvenir au but, distribuer d'rabord ces facteurs en plu-
sieurs groupes j prendre ensuite séparément le produit des fadeurs
de chaque groupe, et multiplier enfin entre eux les produits ainsi
déterminés.

Supposons , en effet, qu'il soit question de prouver que

abc ... ka/b/c/ . . . £ / = = (abc.. .k) X {a/b/c/ ...k')

on y parviendra par cette suite d'équations, conséquences nécessaires'
les unes des autres , et du principe fondamental que nous avons*
établi ;

abc... kaWct... V = {abc... k)afW ...k<

{abc... K)a'Vc! ...k' = a/b/c/... y {abc ...Jt)

a'h'c*... ^ (abc ...k) = {a'Vc'... k'){àbc ...k)

... k%abc ...k) ~ {abc... A) X {a'b'tf ...V)

lesquelles , étant multipliées entre elles , donneront, par la suppres^
sion des facteurs identiquement les mêmes dans les deux membres ^
l'équation qu'il s'agissait d'établir. En procédant de proche en proche f

on parviendra à prouver généralement que

. £ / > . . . = {abc . . .

Je reviens actuellement aux coefficiens différentiels des fonctions
de plusieurs variables. Soit z une fonction de tant de variables 17 uf

v, qu'on voudra ; on prouvera facilement 7 par la comparaison
des divers développemens dont la fonction variée relative à deux et
à trois variables est susceptible ; que

àuài

Tom. L $
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et que

Jtidudv dudid? dtdvdu dydtdu dudydt dydudt

^t, une fois la vérité de ces propositions reconnue , un raisonnement
absolument pareil à celui qui a été appliqué plus haut aux produits
des facteurs entiers et positifs 7 dont le nombre excède trois , prouvera
que généralement la forme d'un coefficient différentiel d'une fonction ,
quel que soit Vordre de ce coefficient, et quelles que soient les va-
riables auxquelles il est relatif, est tout à fait indépendante de la
manière dont on fait succéder les unes aux autres les dijfèrantia-
iions nécessaires pour l'obtenir.

STATIQUE.

Sur une nouvelle forme de Téquation de la chaînette
uniformément pesante.

Par M. GEKCONNE.

V/N sait qu'en désignant par x les coordonnées horisontales, et par
y les coordonnées verticales , et prenant x pour la variable indépen-
dante , l'équation différentielle de la chaînette uniformément pe-
sante est :

M*y-{-àx\/dx2-\-ày2 = o

dans laquelle h est une constante arbitraire.
On intègre ordinairement cette équation , en rendant ses deux mem-
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bres , par des transformations, des différentielles exactes • on obtient
ainsi pour l'équation primitive de la courbe :

co-h iLog. l(a-y)~\/{a—yY-bq+c) (i).

Cette équation , bien qu'assez simple 7 est d'une forme assez peu
symétrique , tandis que , par une autre voie que je vais indiquer ,
on peut en obtenir une qui me paraît beaucoup plus élégante , et qui r
pour cette raison , serait peut-être plus propre à mettre en évidence
la nature et les propriétés de la courbe funiculaire.

En changeant, dans l'équation différentielle ci-dessus, h en 7 ce

qui est permis 7 et formant les coefficiens différentiels , ri vient %

laisant ensuite — = p , on a :
CM?

ce qui donne en intégrant :

ax = l — Log. ( \ /1 H-/?3 — p)

b— as

Quarrant et tirant la valeur de p , il vient :

ây i
z? ou — = —. — e }

J
ce qui donne , en intégrant de nouveau :

è—ax) —*(b-—

(i) Voyez le Traité élémentaire de Mèchanique de M, Franceeiir.
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Telle est la forme sous laquelle se présente alors l^quation primitive
de la courbe -, elle renferme ; comme Ton voit , trois constantes ar-
bitraires qui ne peuvent être déterminées que par un même nombre
de conditions distinctes. On peut , au surplus, à cette équation subs-
tituer la suivante dont la forme est assez remarquable; ^

En faisant dans Péquation , considérée sous sa première forme ,

{b—ax)
e = z , on en déduit ces deux-ci :

Log. z = b — ox z* — (2ay-\-c)z+ 1=0

ce qui offre le moyen de construire la courbe par points , à l'aide
d'une logarithmique et d'une hyperbole ëquilatérale , lorsque les cons-
tantes a y b , cy sont connues.

Les conditions qui se présentent à la fois le plus naturellement
et le plus utilement pour la détermination de ces trois constantes ,
sont la longueur de la chaînette et la situation de ses deux extré-
ïnités ; soit donc pris l'une de ces extrémités pour origine ; soit
x1 et y/ les coordonnées de l'autre , et soit h la longueur de la courbe
entre ces deux points , en différenciant l'équation de la courbe , il
^vient, comme nous l'avons déjà vu ;

1 ( —(b—ax) (b—ax) \

d'oïi

—(b—ax) (b—ax)

I + I T ) :=1'

donc
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«n intégrant entre OCZ=.Q et x~x', s devra «e changer en le, et il
viendra ;

— bf axf \ &/ - Û X ' \
( I ) za7t = e \^e—i) — e \e —i)

de plus, les coordonnées des deux extrémités de la courbe devant
satisfaire à son équation ? on aura :

h —b (b—ax*) —(ha—a?0
( I I ) c = e -\-e (III) zay'-\-c=e +^?

Telles sont les équations qui serviront à déterminer les trois cons-
tantes a y b , c.

En prenant la différence entre les deux dernières , il vient :

— bf axf \ bf —axf \
(IV) zay'—e \e—i)-{-e \e — i )

prenant alors la demi-somme et la demi-différenoe des équations ( ï )
et ( I V ) , il viendra :

— bf axf \ bf —ax> \
(V) e \e-i)=a(y'+k) (VI) e \e - i)=a(y-k)

multipliant enfin ces deux dernières équations membre à membre, on

aura :
ax!

e -\-e =z2~a2

Or on a , comme Ton sait ( i ) ;

e ^ I -

(i) Voyez le Complément d'Algèbre de M, Lacroix.
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on aura donc, en substituant, réduisant et transposant :

A2— ( ^ a - 4 - y / a ) = 3 7 £ ^ a + — >6 a*-]r , * 6 . — g * 6 + ••••*

par la méthode inverse des séries f on pourra tirer de cette équation
la valeur de a ; l'équation ( V ) donnera ensuite :

f ax> \

£ ^ L o g . {e —i J—Log.

et on aura enfin c par Téquation

QUESTIONS PROPOSÉES

Théorème de Géométrie*

des droites, au nombre de plus de trois , sont traeeres st»
tin même plan, elles se couperont en divers points, e t , en prenant
deux à deux, de toutes les manières possibles , ceux de ces points
qui n'appartiendront pas à une même droite ; on pourra y faire passer
de nouvelles droites qui se couperont et couperont les premières en
de nouveaux points : opérant sur ces droites, considérées conjointement
avec les premiers , comme on avait fait sur celles-ci, on formera
une troisième série de droites et de points , et cette troisième série
pourra ? par un semblable procédé , donner naissance à une quatrième ^
puis à une cinquième , et ainsi de suite ; de manière qu'en général
le nombre, tant des points que des droites du système ^ pourra être
augmenté indéfiniment.

Ces choses ainsi entendues, soit tracé sur un même plan deux systèmes
(S) et ( S ) composés l'un et l'autre de 772 droites, m étant au moins
égal à trois; soit ensuite déduis des m droites de chaque système-,
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de la manière qui vient d'être expliquée , tant de séries de droites
et de points qu'on voudra; soit alors désigné par d, df

 7 du, . . . .
toutes les droites du premier système, et par" j , y, y;, .*.. leurs
correspondantes dans le second ; soit en outre désigné par pyp

;, p/f, . . . .
les points du premier système et par ̂ r, «•', «•//s . . . . leurs corres-
pondans dans le second ; soit enfin désigné par D , D ' , D ' ' , . . . . de
nouvelles droites indéfinies qui passent par les points correspondant
des deux systèmes ( i ) .

Cela posé , on propose de démontrer i.° que , le système (S)
étant construit arbitrairement, il est toujours possible de construire
le système (X) de telle"manière que , dans la série des droites
D , D / , D " , . . . . i l s'en trouve zm—3 qui soient parallèles ou qui
concourent en un même point; 2.0 que, s'il en est ainsi, toutes les
autres droites de la série D , D 7 , D / ; , . . . , lesquelles pourront se
trouver en nombre infini, seront d'elles-mêmes parallèles aux pre-
mières , ou concourront au même point qu'elles ; 3.° enfin que , dans
la même hypothèse ? les points de concours des droites correspon-
dantes des deux systèmes, telles que det $ , d/ et W, dN et in, . . . . ,
lesquels points pourront être aussi en nombre infini, seront tous situes
sur une même droite.

(1) Pour se former une idée nette de ces notations et de ce qu'on entend ici
par points correspondans et droites correspondantes dans les deux systèmes, on
peut supposer qu'on a d'abord désigné arbitrairement par les m premières lettres
d, df

 y d
/f y . . . . les m droites primitives du système ( S ) , et par les m premières

lettres £, $'9 &f, . . . . les m droites primitives du système ( S ) ; regardant alors
comme droites correspondantes, dans les deux systèmes > celles qui se trouveront
désignées par d et ^ affectés des mêmes accens, on considérera comme points
correspondans ceux qui seront déterminés par l'intersection des droites correspondantes,
et on les désignera par p et -sr affectés d'un pareil nombre d'accens : on considérera
également comme de nouvelles droites correspondantes, celles qui seront assujetties
à passer par des points correspondans , et on continuera à les designer par les
lettres d et S" affectées des mômes accens ; joignant enfin, par des droites indé-
finies , les points correspondans des deux systèmes, on désignera par D celle
qui joindra p ei sr? par D' celle qui joindra pf et ^ , et ainsi de suite.
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Porismes.

I.
Un cercle étant donné et un point étant donné arbitrairement sur sort

plan et dans son intérieur , il y a toujours une longueur , et une seule
longueur, laquelle étant prise pour rayon d'un nouveau cercle ayant
pour centre le point donné , il arrivera qu'un même triangle pourra
être à la fois inscrit au premier des deux cercles, et circonscrit au second.

IL
Un cercle étant donné et un point étant donné arbitrairement su*

son plan, il y a toujours une longueur, et une seule longueur, la-
quelle étant prise pour rayon d'un nouveau cercle ayant pour
centre le point donné,.il arrivera qu'un même triangle pourra être à
la fois circonscrit au premier des deux cercles, et inscrit au seconcL
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ACOUSTIQUE,

Considérations sur les hases physico-mathématiques de
Varl musical.

Par M. G* M. RAYMOND , principal du collège de Cbambcri 3

membre de plusieurs sociétés savantes.

EXPÉRIENCE a fait voir que les recherches des savans dans Fétude
de la nature sont rarement infructueuses , et que celles dont l'objet
semble le plus éloigné d'atteindre à quelque utilité réelle , jettent tôt
ou tard une lumière nouvelle dans la pratique des arts. Combien de
phénomènes long-temps isolés , dépourvus en apparence de tout in-
térêt , et ne paraissant offrir que le fruit stérile de quelques obser-
vations oiseuses , ont fini par se rattacher à des doctrines importantes,
et par conduire à des conséquences inattendues qui ont exercé une
influence directe et féconde sur les moyens de satisfaire aux besoins
de l'homme ou d'augmenter ses jouissances !

Telle sera vraisemblablement la destinée des découvertes que les mo-
dernes ont faites dans l'Acoustique , relativement aux bases physico-ma-
thématiques de l'art musical. Voici quelques légers aperçus sur cet objet.

Des savans très-versés dans la connaissance des auteurs qui ont traité
de la musique des anciens 9 ont pensé qu'il a existé un système mu-
sical commun aux Egyptiens, aux Chinois et aux Grecs ; que ce
système était uniquement fondé sur la progression triple et sur FI-
dentité des octaves, c'est-à-dire, sur le sacré quaternaire i , 2 , 3 , 4*

Tom. / . q
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qui donne i et 2 , rapport de l'octave ; 1 et 3 , rapport de la douzième ;

2 et 3 , rapport de la quinte -, 3 et 4 , rapport de la quarte ; 1 et 4 1

rapport de la double octave ; d'où il s'ensuivait que le diagramme

déduit de ce principe ne contenait que des tons égaux dans le rapport

A , une tierce majeure dans le rapport •—• , et une tierce mineure

dans celui de ~ ; ce qui excluait nécessairement les tierces et les

sixtes du nombre des consonnances. Les mêmes auteurs ont pense

que tel était le système de Pythagore , et que les modifications in-

troduites par Bidyme et Ptolérnée ne furent que des erreurs qui

furent ensuite répétées par Zarlin , et propagées à tort comme des

principes liés au système musical des anciens Grecs.

Quoi qu'il en soit , Ptolémée substitua le rapport ~ , pour la tierce
majeure , au rapport —• , et rendit ainsi cet intervalle conforme au
résultat des expériences modernes d'Acoustique , dont on a refusé la
connaissance aux Grecs. D'autres savans non moins éclairés assurent
qu'en cela Ptolémée ne fit que rétablir les véritables principes du
système primitif des Grecs.

Les modernes ont découvert que le son d'une coriute vibrante n'est
pas un son simple , mais que d'autres sons coexistent avec lui : cette
coexistence de sons a donné le fondement de Y accord parfait , qui
était déjà usité dans les orgues : or il paraît que cet instrument a
été introduit en Europe dès le septième siècle.

Rameau ? étudiant son art en philosophe , cherchait dans la nature
quelque principe plus satisfaisant que tout ce qu'il avait vu jusqu'alors.
Il fut frappé de la résonnance des sons harmoniques qu'il remarqua
dans la corde vibrante , phénomène déjà connu , comme on le voit
dans les écrits des Mersenne et "Wallis. Hameau ne soupçonna que
deux sons aigus réunis au son fondamental , la douzième et la dix-
septième majeure, sol ( 3 ) , mi (5 ) (a). Il paraît qu'en 1749 le s

commissaires do l'académie des sciences, chargés d'examiner le prin-

(Û) Démonstration du principe de VHarmonie y etc. : Paris I75o > pag. i 5 et suiv.



B E 1/ H A R M O N I E. G7

cipe de Rameau , et au nombre desquels était d'Alembert , n'en soup-
çonnaient pas davantage (a). Mais on sait que le son fondamental
d'une corde vibrante entraine la coexistence d'une série de sons aigus
représentés 5 quant au nombre des vibrations simultanées , par la suite
indéfinie des nombres naturels i , 2 , 3 , 4 * 5 , 6 , 7 , 8 , etc. , tels
qu'on les obtient en divisant le monocorde selon cette même suite de
parties.

Rameau avait cru trouver dans le fait de la résonnance harmonieuse
de la corde vibrante , le fondement de toute la musique , et le germe
de toutes ses règles : on sait comment il en a dérivé son fameux système
de la Basse jondameniale.

Tartinî fit revivre en Italie une expérience déjà connue en Alle-
magne et en France , celle de la reproduction du son générateur par
la résonnance simultanée de deux quelconques de ses produits : ex-
périence qui présentait une sorte de démonstration inverse du premier
principe de la résonnance , et de laquelle Tartini a déduit un système
ingéniaux.

D'autres systèmes analogues , differens ou même opposés entre eux f

ont paru successivement, et l'on a cherché , par une infinité de voies f

quels devaient être les élémens primitifs de la musique.
L'abbé Feytou nous parait être celui qui a répandu le plus de jour

sur cette matière, par une suite d'expériences judicieuses et par les
raisonnernens qu'il a employés à en développer et à en appliquer les
conséquences. Il a pris pour fondement de sa théorie le fait de la
coexistence des sons aigus 2 , 3 , 4? 5 ? 6 , 7 et 8 , etc. , dans le
son fondamental pris pour unité. On a contesté plus d'une fois la
légitimité de cette base , non quant à la certitude du fait y mais quant
à son importance et à ses applications,

M. Chladni-, savant physicien , à qui Ton doit des découvertes aussi
neuves qu'intéressantes dans la physique du son ? et qui vient de

(a) Ptapportfait à VAcadémie royale des sciences 3 le 10 décembre 1749.
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donner à l'Acoustique une face toute nouvelle (a) , pense que la
coexistence des sons dans une corde vibrante ne peut point être con-
sidérée comme la base de l'harmonie. Nous allons exposer en peu de
mots les raisons sur lesquelles est appuyé son sentiment , et nous
hasarderons là-dessus quelques observations.

L'élasticité dans les corps est une qualité indispensable pour la pro-
duction , comme pour la propagation du son. Or , l'élasticité a pour
cause ou la tension des corps flexibles et non rigides, ou la com~
pression , ou le ressort naturel des corps doués d'une rigidité interne.
Les corps sonores, affectés de l'une de ces trois sortes d'élasticité,
peuvent être considérés sous plusieurs dimensions. Les corps non ri-
gides d'une seule ou de deux dimensions, sont les cordes et les
membranes tendues ; les corps naturellement élastiques sont des verges
ou des plaques de matière rigide et à ressort. La différence dans
les causes de l'élasticité en apporte une très-grande dans les loîs des
vibrations sonores : de !à une multitude de phénomènes curieux dont
chaque ordre est déterminé par la nature du corps sonore mis en
action.

La loi des sons coexistans dans celui d'une corde vibrante non
rigide est , comme nous l'avons dit, quant au nombre des vibrations,
celle des nombres ,

!> - 5 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , etc.,

et , quant aux longueurs des parties vibrantes , celle des rapports ,

î JL 1 i I I i I pfP

Les vibrations d'une membrane tendue semblent présenter quelque
analogie avec celles du cas linéaire •, inais , dans l'état actuel de l 'A-

(a) Voyez son Traité d'Acoustique ; Paris , chez Courcier, 1809 ; et le Rapport
fait à l'Institut par la classe des Sciences mathématiques et physiques , et par celle
des Beaux-Am , dans les séances des ïà février et 18 mars 1809,
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coustîque , on n'a pas encore assez d'expériences pour établir une
théorie certaine.

Si Ton fait résonner avec un archet une verge élastique fixée par
vue extrémité seulement, et mettant à part le son le plus grave ,
les vitesses des autres^sons, à compter ainsi du deuxième, suivent
la loi des nombres,

(3)», (5)>, (7)% (9)», etc.

. Si la verge est seulement appuyée à l'une des extrémités , l'autre
restant libre ; les vitesses des sons suivent alors la loi des nombres,

(5)*, ( 9 ) % ( i 3 ) % ( . 7 ) % ( 2 i ) \ etc.

Si les deux extrémités sont libres , la loi est celle des nombres,

(3)% (5)% (7y, (9)% etc.

Si les deux extrémités sont appuyées } la loi est celle des nombres >

(.)% (2)% <3)«, (4)% (5)% etc.

Si les deux extrémités sont fixées, la loi est de nouveau celle
des nombres ?

(3)*, (5)% (7)», (9)», etc.

-Enfin, si Y une des extrémités est fixée 7 et Vautre appuyée, la
loi est celle des nombres ,

(5)% (9)% (i3)% (i7)», ( 2 i ) \ etc.

Les vibrations des verges courbes > celles des fourches, des anneaux,
donnent aussi des lois très-différentes entre elles 7 selon les cas.

Si nous passons ensuite aux plaques planes ou courbes, nous trou-
verons une variété presque infinie de phénomènes assujettis à des
lois particulières.

11 résulte de ce court exposé que le phénomène de la corde vi-
brante n'est qu'un cas particulier parmi les lois nombreuses que pré-
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sentent les vibrations des corps sonores ; d'où M, Chladnl conclut qu'on*
ne saurait prendre pour base de toute l'harmonie , une loi tirée d'un
seul phénomène naturel, tandis qu'une maltitude d'autres* phénomènes
analogues présentent d'autres lois très-différentes et tout aussi natu-
relles que la première. Il pense donc que le seul fondement que Ton
puisse douner à l'harmonie , est la plus ou moins grande simplicité
des rapports numériques (a).

Mais , en admettant , si l'on veut, ce principe , ne serait-il pas
permis de dire que , parmi les divers ordres de phénomènes que pré-
sentent les corps sonores , celui-là peut être pris pour base de l'har-
monie , qui donne les rapports numériques les plus simples ? Or ,
si la corde vibrante donne en effet les rapports les plus simples , et
si la coexistence des sons qu'elle contient ne nous plaît qu'à cause
de la grande simplicité des rapports numériques de ces sons , ne
sommes-nous pas conduits ; en vertu même du principe de M. Chladni,
à une conséquence exactement opposée à son assertion ainsi conçue,,
que le monocorde ne peut pas servir pour établir les principes de
Vharmonre (b) ? M. Chladni ne révoque point en doute que les rap-
ports qui doivent être pris pour bases de l'harmonie, ne soient ceux:
des nombres ,

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , etc.,

loi des sons coexistans dans le monocorde ; ainsi il serait rigoureu-
sement vrai que c'est dans le monocorde qu'il faudrait chercher les
principes de la seule harmonie avouée par l'oreille.

Et en effet, les corps flexibles paraissent être les seuls dont les
sons s'accommodent également à tous les organes , et plaisent le plus
généralement. L'élasticité produite entièrement par la tension serait
ainsi la source par excellence des sons vraiment musicaux. On sait
que les corps doués de la plus grande mesure de rigidité naturelle ,

(a) Traité d'Acoustique 9 pag. 11 el ^5i.
(b) Ibid, pag, n .
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tels que les cloches, le verre, etc., rendent des sons ou peu har-
monieux , ou susceptibles d'agacer trop fortement les nerfs : tout le
monde ne supporte pas les sons de l'harmonica , et ceux des cloches
se prêtent très-peu à la mélodie , et moins encore aux accords. Les
cordes de métal que Ton adapte à quelques instrumens , ayant une
certaine mesure d'élasticité naturelle , participent de la nature des
corps sonores à ressort ; aussi ces cordes rendent-elles toujours un
son plus dur que les cordes de soie ou à boyau : cependant on plie
leurs sons au système musical reçu , en leur donnant par la tension
le complément d'élasticité nécessaire à la production du son , ce qui
les fait rentrer en grande partie dans la classe des corps flexibles,
quoique jamais elles ne puissent obtenir dans leur timbre ce moelleux ,
ce velouté si agréable qui caractérise les sons d'une bonne corde
flexible.

Quant au son des tuyaux d'orgue et des instrumens à vent, en
général , il est produit par des vibrations longitudinales de Fair contenu
dans leur canal , et ces vibrations suivent la loi des vibrations lon-
gitudinales des verges , ce qui revient à celle des cordes flexibles ,
et ce qui donne au son de ces instrumens le caractère fondamental
des sons musicaux proprement dits. .Et remarquons que , s'il se mêle
à ce son quelque résultat des vibrations qu'exécutent les parois de
l'instrument, on voit aussi que le son en est d'autant plus doux que
la substance de l'instrument est moins rigide par elle-même. On n'a
qu'à comparer les sons de la flûte , du haut-bois , du cor , de la
trompette , ceux des tuyaux d'orgue construits en bois , en plomb,
en étain , en étoffe (a) ou en fer-blanc , et l'on verra que par-tout
on .retrouve le même principe sur la cause vraisemblable du caractère
musical que nous attribuons aux sons reconnus comme tels.

Il semble donc qu'on peut poser en fait que tout instrument ,
composé de corps sonores à ressort naturel suffisant pour produire le
son, sera peu propre à. rendre la musique telle qu'elle est constituée,

(a) Méiange <T étain et de plomb.
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et si quelques instrumens de cette nature, chefs-d'œuvre de l'industrie,
paraissent faire exception , nous croyons pouvoir assurer qu'ils ne
plairont pas universellement (a). N'est-il pas naturel d'attribuer cette
grande différence d'effets entre les corps flexibles et ceux à ressort,
à la nature intime et propre de leurs sons respectifs , c'est-à-dire,
à l'effet total et simultané des sons aigus coexistons dans les uns et
dans les autres ? L'expérience prouve que la résonnance simultanée
des sons i , 2 , 3 , 4? 5 , 6 , etc., constitue la plénitude du son
qui paraît le plus pur et donne le plus beau des accords ; l'expérience
prouve de même que la résonnance simultanée des sons établis sur
toute autre série, ne produit plus le même effet et ne peut contenter
l'oreille.

M. Chladni convient qu'il n'y a pas moyen , dans aucune espèce
de corps sonores, d'empêcber la coexistence des sons aigus ? tant que
subsiste le son fondamental : on peut seulement isoler les premiers
en touchant les nœuds des cordes ou des verges vibrantes , ou les
lignes nodales des plaques et des cloches, et il avoue que cette
coexistence est peu harmonieuse dans tous les cas où la série des
sons n'est pas celle de la suite naturelle des nombres , laquelle est
la seule qui satisfasse pleinement l'oreille. Ainsi cette coexistence qui ,
loin d'être un inconvénient dans le son des corps flexibles , dont elfe
constitue au contraire la beauté , cette coexistence est un inconvénient
inhérent au son de tous les autres corps sonores , et semble aiusi les
exclure du domaine de Fart musical.

Ici , comme en beaucoup d'autres choses , l'instinct a donc devancé
la science ; par-tout le sentiment a fait choisir les corps flexibles
de préférence aux autres. Les corps élastiques n'ont jamais été in-

(a) Les membres de la classe des Beaux - Arts de l'Institut, et ceux de la
première classe â qui ils étaient réunis pour examiner le Claçi - Cylindre de M •
Chladni, ces commissaires à qui on ne peut contester la qualité de connaisseurs
en ce genre, n'ont pu s'empêcher, tout en rendant justice aux diverses sortes
de mérite de cet instrument ? d'j reconnaître sur - tout un caractère de mélancolie
et de tristesse,

trodults
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trtfdfuîtâ dans la mtisicfue qu'avec beaucoup de réserve ; et ils l'ont
tafèïûém été -sans liïconvëriïèntï *' * ' ' f: ' vJ Ui

Ces considération^ rïoii's semblent* je ter un grand jour stir les vraies
bases de l'Harmonie , et nous paraissent Ken, propres à justifier l'emploi
du monocorde pour ééterminer les premiers élémens de l'art, comme
à confirmer, en conséquence v

; M légitimité des principes que la
musique rnoderfre a adoptés, à lVxélusion de toute théorie abstraite f

uniquement* établie sur des rapports inanimés que Famé ne consulte
jamais-en matière de sentiment.

Pourquoi le plein jeu de Formulé1 pàràrt-il offrir une série de sons
individuels, se prêtant aux mêmes emplois que si chacun d'eux était
trn son unique et simple/quoiqu'il soit composé en lui-même de
cinq sans simultanés ? C'est <Jue chaque groupe de sons , affecté à
cïiaque degré de l'échelle, est une imitation du procédé de la nature
dans la production de l'espèce de son le plus harmonieux. Si Von
s'avisait de former artificiellement des sons complexes, en y employant
les données fournies par8 la résonnante des corps naturellement élas-
tiques , tels'que les'sdns', !

(3;2 , (5)2, (7)\ (9)% (n)% etc.
ou bien,

, , , '.[' (5) ' , .(9)S ( I 3 ) * , : ( I 7 ) " , (2I)2, etc.

Gt que l'on établît1 urier échelle diatonique et chromatique avec des soiîa
ainsi composés , oh n'obtiendrait vraisemblablement qu'une affreuse
cacophonie. Cette expérience assez curieuse , et qui mériterait d'êffe
tentée , mettrait dans tout son jour la différence intime et lrès-im~.
portante qui règne entre les corps sonores flexibles , et ceux à ressort 7

envisagés» comme producteurs des sons à employer dans la musique*
Ceci pourrait conduirez la solution de cette question, savoir, si

les intonnâtions réglées sur la loi de la progression triple, seraient
plus naturelles que les nôtres, comme le pense l'abbé Roussîer. Pour
résoudre cette question ^ on a recherché quelles étaient les intonnâ-
tions des anciens , et parce qu'on a cru voir que leur diagramme

Torn. L ' %Q
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dérivait de la progression triple , an en a conclu que* le chant foncïé
sur ce principe est en effet le plus naturel, ài'horçime. Le vice dç ce
raisonnement est manifeste, et-une, telle question ne peut être tranchée
par de simples autorités historiques, qui d'ailleurs sont sujettes à
contestation. J'aimerais mieux que l'on consultai le chant des sauvages
qui n'auraient eu aucune relation avec les peuples policés , et doQt
on pourrait attribuer les intonnat,ions plutôt à l'instinct,de la nature
qu'au pouvoir de l'habitude-, et encore les résultats 4'u*ie *e^e °b-
servaVion ne pourraient-ils être regardés.comme péremptoires.

Supposons qu'il s'agisse d'entonner successivement les deux sons
ut, mi; ce dernier , étant considéré comme un produit dç la pro-
gression triple, aura pour expression numérique 8 1 , .comme quatrième
douzième à la suite de Y ut fondamental pris pour unité ; et rapproché
ensuite de six octaves, il forme avec Y ut l'intervalle 6 4 , 81. Qic»,
la résonnance de Y ut entraîne celle d'un 772/ (80) ; et l'on peut dire,
sans aucune prévention systématique, que l'oreille est 4éjà disposée à
la sensation de ce mi, dont Yut \u\ a donné, en quelque sorte , le
sentiment; tandis qu'il n'est nullement raisonnable de penser que le
sentiment de la douzième soit assez fort pour lier la sensation du mi
(81) à celle àeYut, y ayant ici quatre générations consécutives dont
il est Impossible à l'oreille de se rendre compte. Dans le premier cas,
il y a sensation immédiate du rni dans celle âe Yut ; et, dans le se-
cond , il n'y a qu'un rapport éloigné que résprit$eulrf>£Ut apercevoir^
et dont le résultat est combattu par le sentiment actuel qui naît de
la résonnance , et qui exclut celui d'un produit sans analogie avec elle.>

D'où l'on peut conclure qu'un diagramme entièrement déduit de
la progression triple ne présente qu'une suite de sons indépendans , ne
tenant à aucun, système commun , et n'ayant entre eux aucune liaison
directe fondée sur la sensation-, que ces sons, étant rendus librement
par les cordes harmonieuses d'un instrument, manifesteraient à l'oreille,,
dans certaines transitions, l'incohérence i l'opposition même qui résul-
teraient de leur nature respective et intrinsèque , telle serait, entr'autres,
la résonnance- successive des, cordes ut (64) et mi (81); qu'en con-
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séquence, il est peu vraisemblable que la progression triple ait été en
efFet le principe fondamental, primitif et unique de toute la musique
des anciens/ et particulièrement de celle des Grecs, qui avaient une
si grande délicatesse d'ôtganes*

Il paraîtrait bien résulter de quelques autorités imposantes, que le
système de Pythagore était uniquement fondé sur la progression triple.
Mais les Pythagoriciens ont été accusés de n'avoir consulté que quel-
ques préjugés métaphysiques sur les propriétés des nombres , et on
leur a contesté d'avoir professé les vrais principes de la musique pri-
tnitive. D'autres autorités leur attribuent une doctrine analogue à celle
de Dydime et de Ptolémée, et croient avoir découvert dans la ré-
sonnance de la corde vibrante , ou , ce qui revient au même , dans
les divisions naturelles et indéfinies du monocorde ; les vrais principes
de Pythagore (a).
* Résumons maintenant les points principaux qui sembleraient résulter
des1 observations que nous venons de faire

i\° Les sons les pîus beaux au jugement de tout le inonde 7 les
sons les plus généralement goûtés-, sont ceux que produisent les corps
flexibles tendus, et les instrumens à vent , c'est-à-dire , les sons
formés de la coexistence des ordres de vibrations r représentés par la
série naturelle des nombres i , 2 ? 3 , 4 > 5 , 6 , etc. La coexistence
des sons assujettis à cette loi ne se trouvant que dans les deux classes
de corps sonores dont il s'agit , ces corps seraient donc les seuls

(a) En rendant justice aux connaissances étendues et à la profonde érudition
qui régnant dans le savant mémoire de l'Abbé Roussier, sur la musique des anciens,,
je ne puis m'empêcher d'y voir une longue preuve de l'influence que l'esprit de
système peut exercer sur les meilleurs esprits. Rien de plus remarquable que (e$
efforts de ce savant ? dominé par le système si souvent faux des causes les plus
simples et de l'unité de principe , pour ramener toutes les bases de l'art musical

mi rapport — , duquel il ne pense pas qu'il soit possible de s'écarter sans violer
toutes les règles' d'une saine logique. Selon lui, toutes les expériences d'Acoustique

sont fausses ou superflues; il n'en reconnaît aucune % et l'unité du rapport i- doit être
la seule règle du musicien philosophe»
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propres à fournir les matériaux primitifs de Fart ;ïpusical (a).

2.0 Le fondement de tous les accords adoptés par îoreijle est dans
la série naturelle des nombres i , 2 , 3 , 4 * 5 , 6 ,: etc. ; et cette
série serait ainsi la base, naturelle de l'harmonie,. x<-. .|,,<' »•

3.° Les, corps sonores rigides ne pourraient être employés clans la
musique que par une sorte de tolérance , et dans le cas seulement
où ce que leur résonnance individuelle renferme de contrqire^à celle
des corps flexibles, serait dominé et̂  neutralisé par l'influence ,piajejire
àa système de ces derniers; et alors on ppmrrait dire, que l'oreille
préoccupée du système de résonnance auqueJUçllç se complaît exclu-
sivement, et qui TalTecte habituellement, se ferait illusion sur des
exceptions faibles qui rentreraient dans le système dominant;. Les corps
rigides ne joueraient plus alors qu'un rôle analogue, à celui des autres;
et Ton n'y distinguerait autre chose qu'une différence de timbre , qui,
par son caractère particulier , apporterait une expression, nouvelle dans
l'ensemble, et concourait àTexpressÂpn totale par f» tte variété de nuances,

4-° Si Ton construit des instrumens de musique avec des corps
naturellement élastiques, or) pourrait dire que F oreille se prête vo-
lontiers à l'illusion qui lui fait prendre les sons qui en résultent ,
pour des sons individuels susceptibles d'être combinés tant en mélodie
qu'en harmonie ; mais il n'est pas moins vrai que ces instrumens por-
tent avec eux un caractère remarquable ; ils ont un genre d'expression
mélancolique ou énergique qui agit avec force sur les nerfs, et de-
vient même insupportable à beaucoup de personnes.

(a) Celte proposition acquiert un grand degré de vraisemblance ,* 1.° si l'on
admet, avec M. Villoteau , que c'est dans les sons naturels de la voix humaine qu'il
Faut chercher les élémens naturels et primitifs de la musique ; 2..0 s'il est vrai , comme
on serait porté à le croire , que les sons artificiels, les plus généralement agréables f

soient ceux qui ont le plus d'analogie avec la voix humaine ; 3.° si Ton fait atten-
tion que l'organe vocal est un instrument mixte qui participe à la fois de la nature
des tuyaux sonores et de celle des corps flexibles rendus élastiques par la tension :

aussi voyons - nous que les sons de la voix humaine ne peuvent être imités a\eo
x succès que par des instrumens de F une ou l'autre de ces deux espèces,
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5.° L'échelle des modernes,

, fa, sol , . . . . / # si, ut
10 1O;OU 1 0 ; 12 l 3 lo\o\X\o\ l4 l 5 l 6;

a la plus grande partie de ses élémens d'accord avec ceux de la ré-
sonnance du son générateur qui les contient tous , à l'exception de
deux-, fa et la ; et ceux-ci ^rentrent dans le même principe par la
manière dont ils sont employés. D'ailleurs le tempérament en vertu
duquel on substitue le fa ci-dessus au son ( n ) , et le la à l'un des
sons (i3) ou (14) 5 est justifié par une foule de raisons qu'il serait
trop long d'exposer ici. Nous nous bornerons à dire qu'il suffit, en
général, de connaître dans les arts les bases primitives données par
la nature, et que, a'il notait permis d'y rien aj-outer, les arts ne
seraient plus des arts.

I^a nature fournit directement le modèle de tous les accords con-
sonnans usités; elle donne encore celui des dissonnances, sauf une
légère différence avouée par l'oreille ; et enfin elle indique le principe
général çles salvatlons , comme Fa démontré Fabbé Feytou : que pour
vait-elle faire de plus pour dicter toutes les lpis d'une harmonie ré-
gulière ?

Ainsi les nouvelles découvertes de FAcoustique nous auraient ra-
menés à cette conséquence remarquable , que les vrais et xiniques fon-
démens de Fart musical sont donnés immédiatement par le son d'une
corde vibrante , et que tous les élémens de cet art sont compris dans
la suite naturelle des nombres 1 , 2 , 3 , 4 5 5 , 6 , etc. Ainsi se jus-
tifieraient les vues pleines de sagacité que Fabbé Feytou avait portées
sur cet objet, a quelques restrictions près qu'une saine raison semble
exiger, attendu qu'il ne faut jamais outrer aucun principe.

Ces aperçus , que nous abandonnons à des personnes plus éclairées
sur ces matières , sont tirés d'un petit ouvrage que nous terminons
en ce moment, touchant le système de M. Villoteau , sur la possi-
bilité et Vuiilitè d'une théorie exacte des principes naturels de la
musique.
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ANALISE INDÉTERMINÉE,

Recherche systématique des formules les plus propres
à calculer les Logarithmes.

Par M, THOMAS LAVERNÈDE,

SECONDE PARTIE,

application des équations obtenues dans la première partie*

38. IN OUS avons cherché , dans la première partie de ce mémoire /
à obtenir des équations qui, ne différant entre elles que par leur der-
nier terme , eussent des racines commensurables. Ces racines sont 9
dans toutes celles auxquelles nous sommes parvenus , exprimées d'une
manière générale en fonctions d'une ou de plusieurs indéterminées , et,
lorsqu'on substitue à ces indéterminées des nombres rationnels , on
arrive à des équations numériques qui jouissent des mêmes propriétés
que les équations littérales. On trouve cependant quelquefois ? par la
substitution, des équations numériques qui ne satisfont pas aux con-
ditions prescrites. Lorsque cela a lieu, les deux équations ont, l'une
et l'autre, une ou plusieurs racines égales à zéro. Cette circonstance f

qui dépend des nombres substitués, est, comme nous l'avons démontré
( n.° 24 ) , incompatible avec la nature de nos équations ; mais on
peut aisément l'éviter par la considération des différens facteurs qui
entrent dans les racines. Ainsi nous pourrons toujours, à l'aide des
équations générales, obtenir des équations numériques jouissant des
propriétés qui ont fait l'objet de nos recherches.
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II est évident, ainsi que nous l'avons déjà fait observer , que les

premiers membres de ces équations sont des polynômes qu'on peut
substituer à u et / dans l'équation :

Log.— z= 2M - _ - + . — (-— ) + - r ( — ) + e t c . A

pour avoir des formules logarithmiques de la forme B ( n.° 2 ). Maïs
alors, d'après les remarques du n.° 3 , 11 est nécessaire, pour que ces
formules soient aussi convergentes qu'elles peuvent l'être , de faire
cnsorte que la différence entre les derniers termes soit aussi petite
que possible , sans nuire à la forme de ces polynômes. Cela exige
un choix dans les valeurs à donner aux indéterminées qui entrent dans
les expressions des racines de nos équations. On trouvera ces valeurs
indiquées dans les numéros suivans qui renferment les formules loga-
rithmiques les plus avantageuses qu'il soit possible de déduire des
résultats auxquels nous sommes parvenus dans la première partie*-

3g. i . r e formule. Si on prend l'équation du second degré :

ou

dont la résultante est xz = 0 , en faisant u = x* , et t == x1 —• 1
il viendra :

u—t 1
1u—/

et l'équation A donnera la formule connue :

2 Log. x — Log. (or-f-1) — Log. (x— 1)

' — 1 3

4o. 2.me formule. Si on suppose # = 2 et 3 = i dans les équations
P (u.° 29) , on aura :
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«fc ""•"•* V i ^ ••••" -<5 • — C/

-ou

et

faisant ensuite :

et

il viendra :

et l'équation A donnera :

Cette formule se trouve dans la préface des tables trigonométriques
décimales de M. de Borda.

Les équations

et

ou

et

qu'on obtient en faisant / z = z ^ z 3 A = I dans les équations D ( n , ° 9 ) f

ou dans les équations E (n .° i o ) , ne sont autre chose que des trans^

formées de celles qui donnent la formule précédente ( poy. n.° 25 ) ,

Et
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et elles en fournissent une équivalente, M. Muller , dans son Traité
des Jluentes y n.° 225 (i) , propose, pour calculer les logarithmes,

la fraction —•—-—:——. Dans l'exemple qu'il donne, il fait </~i4,
d*-4-QdaA-Qd r *

i r . 4 ° ^ i5 a *iB 202.5 . i i
et a la traction = = . Il calcule le loganthme de cette

4046 i 4 ' i 7 2 202.3

fraction , et conclut ensuite :

Log. i 7 = ~ ^ L o g . i8 + 2Log. i5—Log. 14 —Log.

4i. 3.nie formule. Si on suppose # = 2 et 5=1 dans les équations
I (n.° i 4 ) , on aura les suivantes :

+144 = o
et

ou

et

faisant ensuite :

TL m"m' TT *̂  i/X̂ > \ t / /

et

il viendra :
» — / = 144

u -4-1 = 2x* —5o^ a+144

U-—t 72

4—a Sac'+72
= T

(1) Traité analitique des Sections coniques, Fluxions et Fluentes , efr., p
M. Muller, professeur de mathématiques à i'éeok royale de Vohvichj traduit
I*anglais , par Tauteur. Paris 1760,

Tom.l. % i r



82 F O R M U L E Sx
et l'équation A donnera :

Log. (s — 4) + L°g- (* + 4) •+- Log. (x — 3) +Log. (x + 3) -

-i T3+ | T&+etc.~j

Cette formule a été trouvée par M. Haros , employé aux bureaux
du cadastre (i).

42. 4-me formule. Si on suppose a = 2 et # = 1 dans les équations
K ( n.° 14 )} on aura les suivantes;

cck-\- io^3 + 25o;a = 0

©t

faisant ensuite ;
u = ^4 +

et
/ = *̂ 4 - ! o#3 + 25a;2 — 36

il viendra :
u — t = 36

— 3S

et l'équation A donnera :

Log. (#+6)-4-Log. (aH-3) + Log. (^+2)+Log. (x—1) —

a Log. 0+5) - 2Log. ̂  = 2M F T + - T 3 + - T5 + etc.l
L 3 5 J

(x) Voyez le Complément d'Algèbre de M. Lacroix.
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Cette formule est plus convergente que la précédente , et ne fait
dépendre le logarithme cherché que de cinq autres logarithmes.

43. Il est facile de déduire les équations numériques qui donnent
les deux dernières formules des équations S ( n.° 34 ). On peut avoir,
les premières ? en faisant /3~2? y = 2 , ^ = 4 ? et « = —1 ; et les se-
condes , en faisant 0 = 2 , y-=.z , ^^—-1 , s - — Ï , et divisant en-
suite toutes les racines par 2.

En supposant, dans les équations S . /3r=:—c) , y r ^ - i ^ ^^r 4t
s = 2 , et divisant ensuite toutes les racines par 6 , on trouve les
équations :

h 4 0 = o

et

xk-\~2>x* — 3i^2-—32^-{- 60 = o

ou

€t

qui donnent une formule logarithmique moins avantageuse que les
deux précédentes , mais qui peut encore être utile.

44- 5.me formule. Si on suppose * = 3 et p = 2 dans les équations
T (n.° 36 ) , on aura, après avoir di>isé toutes les racines par z}

les équations numériques suivantes :

+ 4 4 = o
et

ou

et
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faisant ensuite :

et

il viendra :
u — t = 1008a

et l'équation Â donnera :

.(^— 1 o)—Log.(^r—4)—Log.(#—2)—Log.(

= 2M FT + ~T3+ ~T* + etc.l
45. 6.me formule. Si, dans les mêmes équations T (n.° 36 ) , on

suppose #=2 et 0 = 1 , on aura les suivantes:

2520 =£ 0

cxr* -— 11 o^3 Hh 2629^ -4- 2520 = 0

ou

0 — 5)0 — 9X*-+-7)(*+«X*— 0 = °
et

O+5)O+9)(^—7)(^ - 8)0+0 = °
faisant ensuite :

U =r #* II o#3 + 2629^ ~J- 2520

et

/ = X* I I0^3 + 2629^

il viendra :
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u— / = 5o4o

u—t 2.S20

et Téquatlon A donnera :

L ( + L o g . ( ^ + i ) - 4 - L o g . ( ^ ^ 7 ) + L o g . ( ^ — 8 )

5)—Log,(o?—-i)--Log.(^+7)—Log.(o?+8)

= 2M ĵ T + | T3+ ~ T5 + et

^ 46. y.1116 formule. Si on suppose ^ ~ 3 et A = I dans les équations
Q (n.° 29) , ou «=2 et /3=i dans les premières équations du n.° 33 ,
on aura les suivantes :

k œ6 — g8^4-{" 2401#2 — i44oo = o

^6—98a;4 + 240i#s. • . . • • • = o
ou

et
x\x + 7)2(# — 7 )3 = o

taisant ensuite :

et

il viendra :

u — / = i44c>o

n —j- / m 2&^ — 196^* —{- 48o^^"2 — 144®®

il—t 7 2 0 0
 mrr T
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et l'équation À donnera :

3Log.*+2Log<j+7)+:aLog.(j7—7)_Log.(^+8)~Log.(>—8)

— Log.O+5)— Log.(^-S) — Log.(* + 3) — Log.(*—3)

47. Les formules comprises dans les numéros précédens peuvent
toutes être employées d'une manière avantageuse , relativement au
degré d'exactitude qu'on désire dans le résultat , et exigent des calculs
de même genre. Dans ce qui va suivre , nous ne donnerons des ap-
plications que d'une-» seule , ce que nous dirons de celle-ci pouvant
servir ù conclure par analogie ce qu'il y aurait à dire sur chacune»
des autres. Nous choisirons de préférence, pour ces applications , la
formule du numéro précédent , qui est du sixième degré , parce qu'elle
est la plus convergente.

48. Pour donner une idée complète de l'application de la formule :

2Log. # + sLog. ( # + 7) + 2Log.(>—7) — Log.(# + 8)— Log.(#—8)

#—5)—Log,(# + 3)— Log.(#—3)

r 7200 î / 7200 v i
— 2M1 • • H ( - ) + e t c . ..U

\ 6 $ x 4+24o ix2—7200 3\a;6—983? 4+240 ix2—7200/ J

supposons qu'on veuille , indépendamment de tout ce qui a été publié
jusqu'ici, et par son moyen, calculer des tables de logarithmes sui-
vant le système de Briggs ; la difficulté qu'on rencontrera est celle
dont nous avons parlé dans le n.° 3. Il faudrait, pour pouvoir cal-
culer le logarithme de l'un des nombres ^ - J - 8 , ^ + 7 , 47 + 5 »
# + 3 , oc , x—3, x—5, x—7, x—8, que ceux des autres
fussent donnés 7 et , d'après l'hypothèse , aucun logarithme n'est censé
connu. On remédie en général à cet inconvénient , lorsqu'on emploie
des formules du genre de la précédente , en substituant successivement
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à x différentes valeurs , jusqu'à ce qu'on obtienne au moins un nombre
n d'équations, dans lesquelles il n'entre que les logarithmes de n
nombres premiers ; et, au moyen de ces équations, on détermine en-
suite la valeur de chacun de ces logarithmes. Si, par exemple , 0%
met successivement à la place de x , dans la formule U , les nombres
9 , 10 , i l , 12 , 10 , 14 ? 17 , 19, 20 et 27 , on aura les équations :

L7 - Lx7

L7 4 - L u - L19 [lSr5(^)

- L3~ L?~ Ll'+2Ll9 '\ = a M [ - f ( ^ )
—3L2—' L3— L7 +^Li3 = 2 ML~33~ ^~ÈC35—

C
2OO I , 200 \ î -1

TT+iC-—77" J H-etc. I
"7449^ 3̂ 117449̂  ^ J

- L3- L5 - L7 - Lii+aLï7==aM[-^TH-g(-^ r) + e t c ]

- L7

ï-7

Ces dix équations ne renferment que les logarithmes des huit premiers
nombres simples 2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 , i 3 , 1 7 , 1 9 ; et, comme on n?a
besoin que de huit équations pour déterminer huit inconnues, il est
clair ( le logarithme de 5 n'entrant que dans deux équations ) qu'on
en déduira quarante-quatre systèmes de huit équations, qui pourront tous
servir à trouver les valeurs de ces logarithmes. De tous ces systèmes ?

celui des huit dernières étant le plus avantageux, parce qu'il contient
les séries les plus convergentes 5 prenons ces huit équations et faisons,
pour abréger :
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fe-+• i(râr)•+• i(~w")5•+-etc- = s *
elc- =

177449+ TUi74W + & Vi7449^ ^ ~ 4

5
I I X I «v 3 I ^ I

_ e

lious aurons :
— 3L2-4-2L3— L7 + 2 L 1 1 — L19 = 2MS
_ L 3 ~ L7— \
— 3L2— L 3 — L 7

L3 + 6L7 2LlI L17 Lig . = 2j\IS4

2L2— L 3 — L5 — L7 — Li 1 + 2 L 1 7 = 2MSr

— 3L.2 — ^L3— L7 — 2L11 + 2L134-
6L2-f-2L3 + aL5 — L7 —2L11—

— 4L24-4L3— L7 — L n 4 - 2 L i 7 —

équations qui, étant résolues suivant les règles ordinaires , donnent :

t,2 =M( 9 4S r - 4oS2-^ 7 4 S , + Ï O S 4 + ^8SS+ 74S6+ i4S7— 36SJ
L3 =M(i48St— 6aSE—1168,+^+ 44S$+n6Stf4- aaS7— 56S8)
L5 =M(aa6Sx—io3Sx—iSSS^aaS^ 64Ss+i83S6+ 33S7— 88SB)
L7 =M(a66Sf—H5S,—-anS^aSS^ 78S,+ai iS6+ 398,—joaSJ
Lii=M(3a8Sx—i4aS4—26oS1+34S4+ 9CS,+2608,4- 48S7—î 6S8)

5ilSJ+37S4+io3Ss+
5i?Sfl+—ST-i33S8)

3118,4-408^1145,4-3118,-!- 57S7—i5oS8)

,—I73S,—3i9S1+4aS4+n6S,-f3i9S,+ 5gS7—i54S8)
En
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En calculant d'abord ces huit valeurs dans la supposition de M = i ,

et ajoutant ensuite celles des logarithmes de 2 et de 5 , on au^a

le logaiithrne Népérien de 10 ; le quotient de l'unité divisée par ce

logarithme, sera le module des tables, et , en multipliant les valeurs

trouvées par ce module , on .parviendra aux valeurs des logarithmes

tabulaires des huit premiers nombres simples. Dès-lors les logarithmes

de tous les nombres , depuis 1 jusqu'à 22 inclusivement , pourront

être déterminés ; et on trouvera ensuite successivement les logarithmes

de tous les nombres premiers , s'ans que rien puisse gêner dans l'ap-

plication de la formule* Pour avoir, par exemple 9 le logarithme de

2 3 , on pourra faire:

•̂ + § = 2 3 ou & =z i5
et on aura :

—L7 —Lio—L12 — L18

ou

=2L2—L3 - L7 +2L11 — 2M[~-^ -+- ~
L967 3
-̂  -+- ~ (~ Y+e

L967 3 \ 967 J

On parvient encore a des équations qui donneat le logarithme de

s 3 , sans employer des logarithmes des nombres premiers plus grands

que 23 , en faisant :

#-[-7 = 23 ou ^ + 5 = 2 3 ou #-4-3 = 23 ou x—7 = 2^

et même cette dernière hypothèse est la plus avantageuse. En général,

on peut faire le nombre dont on demande le logarithme, égal à l'une

quelconque des quantités ^r-f-8 , ^ + 7 , # -1 -5 , # - | -3 9 # , ce—3r

r̂-—5 , x—7 , 00—8 , pourvu qu'aucune des autres ne devienne par

là un nombre premier ou un multiple d'un nombre premier dont le

logarithme soit inconnu. Le tableau suivant présente toutes les valeurs

moindres que 1000 , qu'il est possible de substituer à x dans la for-

mule ? pour avoir des équations qui donnent le logarithme d'un nombre

Tarn, h \2i
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premier p , .plus petit que 100, sans qu'il soît besoin de connaître
le logarithme d'aucun nombre premier plus grand que p.

VALEURS A DONNER A X.NOMBRE p.

23

3ï

43

47
53

59
6L

67

71

73
79
83

%
97

i5, 16, 18, 20, 3o

2 1 , 2.2

^3, 24, 26, 28, 3i, 57

29, 32, 37

33,34, 4i,49. 77' 8 5

35,36, 38,43,253
39, 40, 42, 44, 47, 55

45, 46, 48, 5o, 5a5
5i, 52, 177

53, 54, 56, 58, 61, 69, i25

5g , 60, 62, 67

63, 64
65,66, 68,70, 73,212,287,292

71» 72> 74, 79, 87 , i53, 245

75, 76, 78, 80, 83, 88, 91, 161, 169

81,82, 84,86,437

89, 90, 92, 97, 575

4g. Le moyen employé dans le numéro précédent pour avoir les
logarithmes des huit premiers nombres simples , pourrait également
servir pour trouver un plus grand nombre de logarithmes, c'est-à-
dire qu'on pourrait établir , par un plus grand nombre d'équations ,
les rapports qui existent entre un plus grand nombre de logarithmes,
et déduire ensuite de ces équations les valeurs particulières de chacun
d'eux. Nous allons donner ici vingt-cinq équations entre les vingt-cinq
logarithmes des nombres premiers plus petits que 100. Elles pourront
servir à déterminer ces logarithmes au moyen de séries très-conver-
gentes , et dont les termes n'ont que l'unité pour numérateur , con-
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dition très-avantageuse pour la simplicité du calcul. 11 faut, pour les

obtenir , substituer successivement à x, dans la formule U , les nom-

bres suivans : 55,, 5 7 , 6 3 , 6 5 , 6 7 , 7 2 , 7 8 , 7 5 , 7 7 , 8 0 , 8 3 ,

. 8 5 , 87 , 88 s 97 , i 2 5 , i 3 3 , i 5 3 , 177 , 2 4 5 , 2 5 3 , 2 8 7 , 4 3 7 ,

525 et 5 7 5 .
Equations.

'4La— L3— L5~ L7 +2L11— Li3— L29+2L31— L47. . . . ,-^^—1— + e t c ' )

8L2—2L3+2L5—2L7 —2L13+2L19— L3i 2.mCT
V 4^ 20799

2L2+2L3+6L7—aLu— L17— L29— L71

2L2+2L3— L7+2L13— L17— L19+2L29— L3i— L73. . . . =2M^ i Q 9 ^ -f-etc.^)

—5La— L3— L5— L7 — L3i+2L37— L59+2L67 ( L__+e
V, 122 90001

—4L2+2L3— L5— L7 — L11+2L13— La3— L67+2L79. . . . = 2 M ( \^I + e t c - )

4L2—3L3— L7+2L11—2L13— L17— L19+2L73 ~ 3 M ( 206 3388 + e l C")

—3L2— L3+2L5— L7 — Li3+aLi7+2L4i— L67— L83 = = 2 M ( ^ 90443 + e t C ' )

- 3 L a ~ L3+6L7+2L11- L17- L a 3 - L 3 7 - L41 = a M ( a 8 4 ' i o 5 7 + etc.)

2L2— L3— L5— L7 —2L11— L17+2L29+2L73— L83. . . . = a M ^ 3 5 8 5 3 5 J I + etc.)

—3L2+2L3— L5— L7 — Lu—2Li3+aLi9— L43+aL83. . . . —*m(j£j-ç7^j 4 - etc.)

—3La— L3— L7—aLii+aLi3+aLi7+aLa3— L3i— L4x. . . . = ^ ( j ^ ^ + e t c . )

4L2— L3— L7— Li9— L23+aL29— L4i+2L47— L79 = 2 M ( 5g4 48607 + e t c > )

—3L2+6L3— L7+2L11— Li3— L17+2L19— L3i— L83. . . . = » M ( 636 86897 + e t c ")

L5— L7 +aLi3— L17— L 2 3 - L47— L89+2L97=2M(77^-gg^7r ~f- etc.)

— L3+4L5— L7 +aLn—aLi3— Li9+^5 9— L61. ; . . = a M ( ^ 6 S ^ I S 4 9 - + e t c ' )
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-6L2-f.2L3—2L5+6L7 — L i 3 — L17+2L19— L s 3 — L47 . . — z

CL2-4-2L3—. L5— L7 — L13+2L17— L23— L29— L37+2L73— L79 = 2 M C • X h etc.Y
^ ^ ' ' V. I7741 JODII J)

2 L 2 - L 3 - L 7 - 2 L I 3 + 2 L I 7 + 2 L 2 3 - L2 9 - L3 7 - L43+aL59 = i M Ç _ _ _ f _ _ _ _ + etc.)

•3L^+2L3 2L5+8L7 —3L11+2L17— L23— L3i— L79 = a M r _ ~ ^4. etc.J

-7L2—- L3—2L5—2L7 +2Lu+2Li3-f2L23— L29— L 3 I + 2 L 4 I — L43 =:iMC"3l33685 o56oi + e t c ' )

a— L3+8L7— Lag— L3i+214i— L47— L59— L71— L73 = a M ( 7

77 + e t c7-aL3— L7—aLxi—aLi3— L I 7 4 - 2 L I 9 + 2 L 2 3 — L3i4-2L37+2L43— L89. . . . = ^ M ( 9 6 67924

— L34-2L5+6L7 —2L11—aLi3+2Lis— L29I2L37— ï 41— L47— L53. . . .-=aM( ^-r—r + etc.)
V.ayo 7IO97 -:)ao49

L29— L53+aL7i+aL97=aM(5o | 8 l 7 5 5 60199

La convergence des séries contenues dans ces équations est telle,

que le cinquième terme de la première, qui est la moins rapide, n'influe

que sur le 6 i . m e chiffre décimal, et le troisième terme de la dernière

sur le 65. m e C'est par des moyens bien plus pénibles , qu'Abraham

Sharp a calculé avec 61 chiffres décimaux, i.° les logarithmes de

tous les nombres plus petits que 100, 2,° les logarithmes de tous

les nombres premiers depuis 100 jusqu'à 1100 , 3.° les logarithmes des

quarante-un nombres compris depuis 999980 jusqu^à 1000020 inclu-

sivement.

5o. Âpres avoir montré , dans ce qui précède, comment on pourrait

construire des tables de logarithmes à l'aide de la formule U , il nous

reste à donner un exemple des calculs qu'exigerait ce travail. Pour

cela , supposons que , les logarithmes de tous les nombres premiers

depuis 1 jusqu'à 1100 étant connus, on demande celui de 1297, Ea

faisant s—8=^1297 , nous aurons ^r=i3o5 -, et la formule (en SO

bornaat am seul premier terme de la série )
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2—Li3o2—Li3o8—LiSoo—LI3IO—

7200

Or, dans cette équation, les logarithmes des nombres i3o5, 1298,
î3 i2 , i3o2 ; i3o8 , j3oo , I 3 I O et I 3 I 3 sont donnés par l'hypothèse ,
puisqu'on a Li3o5 = 2 L 3 + L 5 f L 2 9 Li298 = L 2 + L i i f L S g

| 9 , 3 , L I 3 I O = I ~ | - L I 3 I et

= L I 3 + L I O I . 11 ne reste donc plus qu'à évaluer en décimales la

c • 2M-72OO .
iraction — ; après quoi 1 opération sera

!3o56—98-10054+24.01. i3o52—7200 r ^ r

réduite à de simples additions. En procédant à cette évaluation ? on
trouve d'abord i3o52=i7 o3o25 , i3o54 = 29O 02941 5o625,
Ï3O5 6 ^=4939 27344.58681 40625; puis 2401 •i3o52 = 40889
98.i3o5* = 28422 88267 61250,
et enfin ,

i3o56—98»i3o54+240Jai3o52—7200 4938 98922 noo3 3

~7T' r—7ï—- = o,ooooo 00000 00001 26621 87057 73076..»
68597 072b! 56991 y / / /

...12429 70490 38062 46583 69037 = : M T

On a€hèye ensuite îe calcul comme on le voit ici :



.......= 0,00000 ooooo ooooi 26621 87057 78076 12429 70490 38067 46583 69087

..„....= 3,11461 09842 82173 14288 76871 566go 66025 17555 92700 28095 44686

L.i3o8 ........= 3,n66o 77439 88248 46292 3oigo 00817 97664 98787 i3i49 94289 66296

L.I3IO .„.....,=: 3,11727 12956 55764 26081 00542 70697 7385g 47801 68117 12162 69690

L.iSoo ........= 3,u394 33523 o6836 76920 65o5i 57942 82843 08297 29188 88706 82718

L.i3i3 ..,.....= 3,11826 47260 89479 34348 i6g33 36i65 26684 4o4go i8543 5g352 08682

Somme. ...... a~i5,58o69 81022 725o3 24552 ̂ 6646 94890 og456 78422 54766 79190

d

Car i ih .de la somme =84,41980 18977 27496 75447 23353 o5io9 90543 21577 45233 20809 58941

2ÏL.ï3o5 , . . . . . . = 6,23i22 10233 48599 5334r 83273 49609 98516 57727 24529 61287 4o588

2L.1298 . . . . . . , = 6,22654 98849 28700 85244 9*9^5 oiooS 82801 48°3^ 78098 71865 87029

2L.1012 . . . . . . . = 6,23586 76700 79282 9 4 n 5 62126 47181 29186 67429 26082 28845 gSgu </>

L.1297 . . , . , „ . = 8,11298 99760 84080 o8r49 6o658 02806 5o547 94766 68988 82808 82469

Résultat exact jusques au 45.me chiffre inclusivement, et qui surpasse la vraie valeur du logarithme

cherche de „ . , . „ . . 0,00000 ooooo ooooo ooooo ooooo ooooo ooooo ooooo ooooo 89696 66717

ainsi qu'il est facile de le vérifier en observant que L1297 = 1.999987— L3—-L257 , et que ces trois

derniers logarithmes sont ^u nombre de ceux qui ont été calculés par Sharp.
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5i . Il est bon de remarquer que la fraction

7200

X6 — 980?* - } - 24.OIX2 — 7200

est toujours réductible. En effet , elle peut toujours être mise sous
Tune ou l'autre des deux formes suivantes ;

et
3.2 • 9 • s5

x—8) (x+5) (x—5) (x+3) (a?—3)+3s.9-25 ,

Or , quelle que soit celle sous laquelle on la considère , on volt
aisément que , i.° ses deux termes sont divisibles par 4 on l^ ou
02 , quand x est de la forme 2p ou 4p o u fy? , et qu'ils sont tou-
jours divisibles par 32 , lorsque x est un nombre Impair ou de la forme
2/?+i ; car alors les deux nombres X-+-J et x—7 deviennent pairs *
et leur différence étant i4> ou , plus généralement, un nombre im«
pairernent-pair, si Fun est divisible par 2 , l'autre Test nécessairement
par 4» On peut en dire autant des nombres #-(-5 et x—5, ^ r+3
et x—3.

2.0 Les deux termes de la fraction sont toujours divisibles par 91
car x est essentiellement de l'une des trois formes op , 3/?-j-i et
3p—1. Or, la première rend divisibles par 3 les nombres x, X-+-3 f

et x—3 ; la seconde , les nombres x—7 , #-}-8 et # + 5 ; et la troi-
sième , les nombres x-hj 9 x—8 et x—5.

3.° Les deux termes de la fraction sont divisibles par 25 , lorsque
x est de l'une des trois formes 5p , 5/?-+-2 et 5p—2 ; car la première
rend divisibles par 5 les nombres x9 ^r-f-5 et #—.5 ; la seconde ?

ïes nombres x—7 , # + 8 et , # + 3 ; et la troisième 9 les nombres

e t ^—3,
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D'après ces considérations, je crois qu'on fera bien , lorsqu'on voudra t

pour une valeur donnée de x, évaluer cette fraction en décimales,
de la mettre sous une des formes précédentes , parce qu'étant sous
ces formes , on peut aisément , avant de procéder au calcul , débar-
rasser ses deux, termes des facteurs qui leur sont communs.

52. Pour qu'on puisse toujours juger du degré d'exactitude qu'on
doit attendre des formules comprises dans les n.os 09 ? 4° ? 41 * 42?
441 4^ > 46 , nous placerons ici le tableau suivant qui met sous les
yeux le nombre des chiffres décimaux exacts , donnés par chacune
d'elles, lorsque oc égale 100 ou i o o o , ou 10000 , ou 100000 , ou
1000000 ? soit qu'on néglige entièrement la série du second membre %

soit qu'on se serve de son premier terme.

DÉSIGNATION

D E S F O R M U L E S .

Formule du 2.d degré, n.° 89.

Formule de M. de Borda, n.° 40.

Formule de M. Haros , n.° 41 «

Formule du 4»e degré , n.° 42»

Formule du 5.e degré , n.Q 44-

\ Formule du 5.e degré , n.° 45.

, ; Formule du 6.e degré % n.° 46.

Nombre dei

donnés
»' —

En néglig

et

I O 2

4

5

6

6

; 6

6

8

103

6

8

1 0

1 0

11

11

> chiffres décimaux

par

exacts,

chaque formule,
• • ' • -

1111

eant la série , |

x.étant 5

104

8

I I

14

14

; 16

16

2 0

1 0

i 4

18

18

2,1

2 1

2 6

106

1 2

17

2 2

2 2

26

26

32

En prenant le I.er terme

de la série} et oc étant,
• • E _ . <** —~*•"

I O 2

•7

18

2 0

2O

,4

IQ

26

3o

32

34

35

1 0 *

25

3b

42

44

'49

5o

60

—
105

3 i

44

54

56

64

es
•78

• \

IO6

3 7

53

66

68

79

80 "

96

53. Si
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53. Si on calculait des tables de logarithmes par une quelconque

de ces formules, soit en négligeant entièrement la série du second
membre , soit en se servant de son premier terme , on pourrait ai-
sément se faire un moyen d'obtenir cinq ou six chiffres décimaux
exacts, de plus que n'en donnerait, dans l'un ou l'autre cas 7 îa
formule employée. Il suffirait pour cela de déterminer d'avance le
logarithme de la partie constante du premier ou du second terme
de la série multipliée par le double du module ; car , en retranchant
ensuite de ce logarithme celui de la partie du dénominateur, qui
peut influer sur les premiers chiffres du quotient, on aurait pour
reste un logarithme répondant à un nombre qui exprimerait la valeur
du premier ou du second terme de la série , au moins dans ses pre *
miers chiffres significatifs. Ainsi , par exemple, en BOUS servant tou-
jours de la formule U , si on sait que

L 2MX7200 = 3,79614 68034 = T/

2MX72003 ^

L = 11.03069 o54it> = 1 "
o

en retranchant de T ; la somme 2L#+2L(#^~7 )-f-2L(.#—7) de&
doubles des logarithmes des nombres % , ^ + 7 et x—7 , qui entreat
dans le premier calcul de la formule, on aura pour reste un loga-
rithme qui différera peu de celui du produit du premier terme de
la série , par le double du module. Il eu sera de même par rapport
à la valeur du second terme de la série multipliée par 2M y si on
ôte de T7 / trois fois la somme 2L#-j-2L(#+7)+2L(V—7) ; car le
logarithme restant sera celui de cette valeur, considérée seulement' dans»
ses premiers chiffres significatifs.

Pour ne rien laisser à désirer à cet égard, soit repris Fexemple en
».° 5o ; on aura r

Tom. I\
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et, en tirant cette somme du calcul déjà fait , il viendra

80784

logarithme dont le triple est :

56,08091 4235i

Retranchant maintenant ce triple de T / x , on trouvera pour reste :

0,95277 63o64

La caractéristique négative — 46 9 qui se trouve dans ce résultat t

indique d'abord que le premier chiffre significatif du nombre cor-
respondant , est du 46-me ordre décimal, et la fraction ( réduite , si
on veut, à sept chiffres comme dans nos tables usuelles) appartenant
au logarithme de 8969666, j'en conclus que la valeur trouvée pour

\. . , . 8969666
le logarithme de 1297 , doit être diminuée de la quantité ; ce

qui s'accorde avec ce que nous avons vu dans le numéro précité.
Si x surpassait 10000, on pourrait se contenter de retrancher de

rT/ six fois le logarithme de x , ou de T7 / dix-huit fois ce même
logarithme.

54. Je terminerai ce mémoire en faisant observer que les équations
obtenues dans la première partie expriment toutes des propriétés des
progressions par différence. En prenant, par exemple, celles qui ont
fourni la formule U , et multipliant leurs racines par d, pour plus
de généralité , on aura :

et

ou
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et

ce qui nous apprend que } dans la progression

|£—8J , a;—*jd , as— Gd , #—Sd , a;—4<2 > ^—3J, a>~2j , #—-J, # , x-\-df etc.

le produit des quarrés des 2.m e , g.1"16 et i 6 . m e termes est égal au
produit des i . c r , 4 . m e , 6 . m e , i 2 . m e , i4- m e et i 7 . m e termes , moins
i44°° fois la sixième puissance delà différence d. Mais x étant va-
riable , il est évident que la propriété que nous venons d'énoncer aura
lieu , quelle que soit sa valeur ; elle aura donc lieu lorsque x de-
viendra x-\-nd9 ou , ce qui revient au même , quelque part qu'on
prenne l'origine de la progression, qui peut d'ailleurs être prolongée
indéfiniment à droite et à gauche. Cette propriété subsistera encore y

si x devient x-\*p , p n'étant pas un multiple de d ; donc , en général,
dans la progression ,

x+nd+p, x+(n+i)d+p , x+(n+2-)d+p ,' x+(n+3)d+p , etc.

le produit des quarrés des 2.me , g.1"0 et i6 . m e termes est égal au
produit des i . e r , 4-me , 6 . m e , i 2 . m e , i 4 . m e et ij.Tne termes,
moins i44o° f°is ^a sixième puissance de la raison ou différence d.

Si on passe maintenant de cette dernière progression aux équations
correspondant a la propriété que nous venons d'y observer, on verra
que ces équations ne sont autre chose que des transformées de celles
dont nous sommes partis ; transformées qu'on obtient en augmentant
d'abord les racines d'un multiple de d, et ensuite de la quantité p.
On doit seulement remarquer qu'après ces transformations, les racines
ne sont plus divisibles par d, comme elles l'étaient auparavant, et
que d est alors un facteur commun à toutes les différences des ra-
cines. Ce que nous venons de dire nous met en droit de conclure ,
i.° que les transformées auxquelles on parvient en augmentant ou
diminuant les racines de deux équations telles que celles dont nous
nous sommes occupés , conservent entre elles la même différence qui
se trouvait entre ces équations , et ne peuvent conséquemment pas
fournir des formules logarithmiques plus avantageuses ; 2.0 que ,
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lorsqu'on a deux équations , telles que les différences entre les racines
ont un facteur commun d, on peut, en augmentant ou diminuant
ces racines d'une quantité égale au reste de la division de l'une d'elles
par d, faire que toutes ces racines deviennent des multiples de d,
et puissent, par conséquent, être divisées par cette quantité , ce qui
conduit à des équations plus simples et plus utiles. Ainsi, par exemple t

si Ton avait les deux équations ,

et
xk— 5o# 2 + 49 =z a

ou

(
et

— 7) = o

dont les racines sont des nombres impairs, et diffèrent conséquemmenl
entre elles d'un multiple de 2 , en augmentant ces racines d'une unité ,
et les divisant ensuite par 2 , on aurait :

+ 2.x3— i ix*—
et

OUI

et

ëquatîons qui ne sant que des transformées de celles qui nous ont
donné la formule du n.° 42 > transformées qu'on aurait eu mettant dans
ces dernières x—2 à la place de x*
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DYNAMIQUE.
De la rotation des corps autour de trois axes non

rectangulaires.

Par M. KRAMP , professeur, doyen 3e la faculté des sciences
de l'académie de Strasbourg.

V-/N connaît la manière de décomposer une rotation , faîte autour
d'un axe donné , en trois autres rotations faîtes autour de trois axes
perpendiculaires entre eux. Dans ce mémoire, nous nous proposons
d'enseigner comment une rotation, autour d'un axe donné, peut être
décomposée en trois autres rotations faites autour de trois axes for-*
niant, deux à deux, des angles quelconques.

Problème L

i . Étant donné les coordonnées rectangulaires des deux extrémités
d'un arc de grand cercle appartenant à une sphère qui a son centre
à Vorigine , et dont le rayon est l'unité 9 déterminer le cosinus
de cet arc ?

Soient A et B les deux extrémités de Tare dont il s'agit ; soient
p , q , r , les coordonnées de la première , et/?7 , q; , rf , celles de la
seconde } le cosinus demandé sera égal à l'unité moins la moitié du
quarré de la corde de AB ( i ) . -Ce dernier quarré est

(i) En <vertu de la formule connue : Cos. #z=i—-2 S'm. f x1

( Noie des éditeurs. )

Tom.I. 14
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et, à cause de

p^q*~\-rz = i et

il revient à

lii—pp'

on aura donc ;

Cos. AB —p

2. Si Tare AB est un quart de circonférence , on aura :

en outre , l'expression de Cos. AB renferme tout ce qui peut concer-
ner la relation entre deux systèmes de coordonnées , dont un est rec-
tangulaire.

3. Le sinus de Tare AB n'admet point de forme rationnelle. Toute-
fois , le quarré de ce sinus étant égal à cette somme de trois quarrés ;

on voit que , si l'on considère p/
 7 q

/
 7 r

f
} comme représentant trois forces

tant pour leur intensité que pour leurs application et direction 7 les
racines

pqt—qp1 , tjTl~~rqf , rpf—pr1 ,

exprimeront les différences des momens de rotation de ces trois forces
autour des trois axes rectangulaires p , g ? r.

Problème Ih

4. Connaissant les trois côtés d'un triangle sphêrique apparte-
nant à une sphère qui a son centre à l'origine des coordonnées
rectangulaires i et son rayon égal à l'unité \ et étant donné les coor-
données des sommets de deux des angles de ce triangle s détermi-
ner les coordonnées du sommet du troisième ?
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Désignons par les grandes lettres A , B ? C les angles du triangle;

par les petites a y b , c les côtés qui leur sont respectivement op-
posés , et soit C l'angle du sommet duquel II s'agît de trouver les
coordonnées»

Soient p , ç} r , les coordonnées du point A ; soient/?7, q/, r\
les coordonnées du point B ; soient x -, y -, z les coordonnées du point C \
soit enfin désignée par T2 la fonction connue :

i —Cos.2#—Gos.2b—Cos.V+sCos. a. Cos. 3. Cos. c*

Cette fonction joue un très-grand rôle dans le calcul des triangles
spbériques» Si l'on fait la somme des trois côtés a-\-b-\-c~2s , on aura ;

T2~4SÏ11.J. Sin.(.ç—a). Sin.(^—^),Sin.(^—c).

Elle apprend immédiatement à trouver les angles ? moyennant les
formules qui suivent ;

T=Sin. a. Sïn. b. Sin. C.

T=Sin. b* Sin. c, Sin. A.

T=:Sin. c. Sin. a. Sin. B*

Le radical T peut être donné sous une forme entièrement ration-̂
nelle 7 en introduisant les coordonnées des trois sommets A , B , C.
On obtient ainsi pour T les trois expressions parfaitement Identiques :.

T = (qr1—rq^oc-^rirpt—pr^y -{-(pq'—qp;)z ;

T = (cjfz—r

T = (ry

En vertu de ce qui précède , on aura ; pour la solution du pro-
blème 7 les trois équations

px-\-qy-\-rz = Cos. 3.

z'=^ Cos. a*
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La détermination des trois inconnues ne suppose ensuite que le*

principes connus de l'algèbre. Il ne faut pas oublier que

De ces trois équations, on déduira celles qui suivent *

et ces réductions sont nécessaires pour donner aux trois inconnues
toute la simplicité que la nature du problème permet.

Si, ensuite , pour abréger, l'on fait :

on trouvera , après les réductions :

et le problème sera résolu; il admet deux solutions, à cause de Tarn-;
biguité du radical T.

5. Corollaire L Les deux solutions se confondent en une seule,
lorsque le point C se trouve sur l'arc AB , ou sur son prolonge-
ment. Le radical T doit donc disparaître alors ; ainsi , si Ton de-*
mande l'équation générale dç condition , pour qu'un troisième point
C de la surface spbérique , dont Içs coordonnées sont oo , y s z , se
trouve sur l'arc de grand cercle dont la position est déterminée par
les deux points A et B , dont les cQorclonnéçs respectives sont p, q t
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r, p; ? q11 r; ; cette équation de condition sera : T = o , on

(qr/—rq/)x-+*(rp/~pr/)y-+-(pq/-~qp*)z = o.

6. Corollaire IL On peut , d'après cela , se proposer de détermi-
ner un point C sur Tare A B , ou un point C / sur son prolongement
opposé à B , distant du point A d'une quantité b , mesurée sut
le grand cercle dont AB fait partie. S'il s'agit du point C , on aura
l~a-\-c 7 d'où a~b—c\ ainsi:

M:=Sin,£, Sin.£ ; N=—Sin,£. Sin.(#—c) j

d'où il résulte :

—p' Sin.£—p Sin.(^—c).

;=y / Sin.b—q Sin.(#—c).

#—r

Si , au contraire, il est question du point C / , on aura l—a—c±
droù a = b-\-c; ainsi:

M = — S i n i

d'oà il résulte:

7. Corollaire III. Et si , dans cette même hypothèse , l'arc AC
ou A C ' devait être égal à un quart de circonférence, on aurait, pour
déterminer la position des deux points C et C / , éloignés de A d'un
arc ^ = 7 ^ 5 les équations qui suivent 1

Pour G x^q/—q G
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xS\n.c~p Cos.£—yj/.

Pour C/ ySin.c~q Cos.c—g'm

zSin.^rzr Cos.^—r/.

8. Corollaire IV. L'arc AB~£ étant toujours supposé donné de
grandeur et de position ; si , en supposant que le troisième point C
du triangle est le pôle du côté opposé AB , on demande les coor-
données x y y y z y de ce pôle \ on aura , dans ce cas , ^zz^zz i <ar*
ainsi M = N = o et T = Sin.£ ; d'où il résulte ;

ySm.c — rp'—pr' ;.

^Sin.^ =:pq/—çp'.

9. Corollaire V. Et si, dans ce dernier cas, Parc AB = r̂ était lui-
même un quart de circonférence > on aurait , pour les coordonnées
du pôle de cet arc , les valeurs qui suivent ;

= rp'~pr';

Problème I1L

ïo., Un arc de grand cercle r appartenant à une sphère dont le
centre est à l'origine des coordonnées rectangulaires , et dont le rayon
est Vunité, fait autour de l'une de ses extrémités, et sans quitter
ta sphère y un mouvement angulaire assez petit pour que le cosinus
de l'angle sphérique décrit puisse sensiblement se confondre avec
r unité f et son sinus avec cet angle lui-même. On connaît les coor-
données des deux extrémités de lare , dans sa situation primitive 9

ainsi que la grandeur du mouvement angulaire qui a eu lieu , et
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Von demande , pour la seconde situation du même arù > les coordon-
nées de celle de ses extrémités qui, dans le mouvement , a changé
de situation ?

Soit c la longueur de l'arc dont il s'agit ; soît A l'extrémité de
cet arc autour de laquelle le mouvement a eu lieu , et soit désigné
par la même lettre l'angle sphérique décrit ; soit de plus B l'autre
extrémité du même arc dans sa situation primitive , et C le point
où elle parvient par suite du changement qui arrive dans sa posi-
tion ; soit enfin a l'arc de grand cercle qui joint les points B et C.

En conservant les mêmes notations que ci-dessus , pour rendre
applicables au cas actuel les formules générales déjà trouvées , ïi
faudra d'abord y faire l?=^c , ce qui donnera :

M— Cos. a—Cos.2 c.

N = Cos. c (1—Cos. à).

T^Sin. b. Sin, c. Sin. A^Sin^r . Sin. A.

Il faudra ensuite , à la place du côté a , introduire l'angle op-
posé A ; c'est à quoi l'on parviendra au moyen de la formule :
1 — Cos. # = Sin.a c (1—Gos. A) (1) ; mais > comme on s'est permis
de supposer Sin. A ~ A et Cos. A ~ i 7 il en résultera 1 — Cos, a = o ^
d?où on conclura ;

M~Sin.2 c s N = o ; T = A . Sin.3 c j

ce qui donnera finalement ;

a,—/?M- {<jrf—rqf>) A ;

y~qfJr(rPf—pr')A;

z—r'-jr ipq'—qp') A.

(1) Cette formule n'est autre chose que ce que devient l'équation fondamentale :
Sin. b» Sin. c* Cos» A^sCos. a—-Cos. b* Cos. c 5 dans le cas particulier ou b^=zc.

( ISoie des éditeurs, )
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Problème IV.
l i i . On a fait tourner successivement un triangle sphèrique appar-

tenant à une sphère qui a son centre à l'origine des coordonnées
rectangulaires 7 et son rayon égal à tunité 7 autour des sommets
de ses trois angles ; le mouvement angulaire autour de chacun est
supposé assez petit pour que le sinus de rangle décrit soit censé se
confondre avec cet angle même y et son cosinus avec Vunité. On con-
naît la grandeur de chacun des mouvemens angulaires ; on connaît,
de plus les coordonnées primitives des sommets des trois angles
du triangle sphèrique -, on connaît enfin les coordonnées primitives
d'un certain point de la surface de la sphère liée invariablement
avec ce triangle ; et on propose de déterminer quelles seront les
coordonnées de ce même point , lorsque les trois mouvemens auront^
été effectués ?

Désignons par À , B , C , tant les sommets des trois angles du
triangle , que les mouvemens angulaires qui doivent avoir lieu autour,
de chacun d'eux ;• supposons que la première rotation ait lieu autour
de A , la seconde autour de B et la troisième autour de C ; soit T,
le point considéré sur la sphère , et supposons que la première rota-
tion le transporte en U , la seconde en V , et la troisième en
c'est de ce dernier point qu'il s'agit d'avoir les coordonnées , en
tion de celles de A , B , C , T , et des angles A , B , G.

Pour y parvenir , soient i

m j n y o , . . . . les coordonnées de A ;

P ? Ç > r ? . . . . les coordonnées de B ;

s , t y u , . • . . . les coordonnées de C ;

• » £ * y , . . . . les coordonnées de T ;

^ » y y z J • • • • le$ coordonnées de U ;

ÛÛ; , y/, zf
 ; . . . . les coordonnées de V ;

x",?", z/;
 7 • . . . les coordonnées d e W ;

la
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la simple application des formules du problème précédent nous fera

voir que ,

Pour la première rotation autour de A ,

y—op) A ;

—my) A ;

Pour la rotation autour de B ;

z—ry) B ;

—pz) B ;

qx) B j

Pour la rotation autour de C 7

$"=x/-\-(tz/—uyf) C ;

y//=y/*lr(ux/—sz*) C ;

ce qui donne , moyennant deux simples substitutions successives ~ et

en supprimant les quarrés de A 3 B , C , les formules finales qui

suivent :

C ;

C ;

) / y C ;

et le problème sera résolu.

(i) A la rigueur, il n'y a que la première rotation qui s'exécute réellement de la
manière qu'on le suppose ici : attendu que le point B éprouve un déplacement ? et
le point C deux, avant que la rotation ait lien autour de l'un et de l'autre ; mais
la petitesse supposée des mouvemens angulaires permet de ne point faire entrer cea
déplacemens en considération ; et , en négligeant d'y avoir égard y les calculs se sim-
plifient considérablement, sans que les conclusions auxquelles l'auteur se propose
de parvenir soient affectées de la moindre erreur, ainsi qu'il serait aisé de s'e
convaincre, en comparant son procédé à un autre plus rigoureux.

( Note des éditeurs. )
Tom. L i5
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12. Pour ramener cette solution générale aii cas ordinaire , où le

triangle ABC étant tri-rectangle , les sommets de ses angles sont sur
les axes des coordonnées, il faudra considérer que , dans ce dernjer

@as , on a

s = 0 ; / = o ; # = 11

ce qui donne 1

=^+^C—y À ;

ce sont les formules connues du mourement de rotation composé (1).

Problème V*.

i3 , Vn triangle sphèrique appartenant à une sphère qui a son
centre à Vorigine des coordonnées rectangulaires, et son rayon égal
à l'unité , a éprouvé successivement trois rotations autour des som-
mets de ses angles. Les mowemens angulaires sont supposés assez
petits 7 pour que les sinus des angles décrits puissent sensiblement
être pris pour ces angles eux-mêmes , et leurs cosinus pour l'unité*
On connaît la grandeur des mouvemens angulaires qui ont eu lieu,
et les coordonnées primitives des sommets des trois angles du
triangle , et on demande de déterminer ce que deviennent ces mêmes
coordonnées 7 par Veffet des trois rotations ?

Désignons par A , B , C , tant les sommets dca trois angles du
triangle, dans sa situation primitive, que les lîioaveniens angulaires

(1) Yojez la Méch&nique analitique ? numéros 5 et suivans.
( Note des éditeurs* )
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qui ont lieu atifour de chacun d'eux ; supposons que la première
rotation ait lieu autour de A, la seconde autour de B , et la troisième
autour de C ; soient enfin A ' , B ' , C , les positions que prennent les
points A , B , C ; par l'effet des trois rotations , il s'agit de détermi-
ner les coordonnées des trois points A' ? B

7, C /
5 en fonction de celles

des trois points A , B, C y et des quantités angulaires A, B, C.
Or, le problème précédent renferme entièrement la solution de

celui-ci. Il suffit en effet de supposer ? dans celui-là , que le point T
se trouve successivement en A > B , C , et le point "W*, en A / ,B / , C7.

Ainsi , pour trouver les coordonnées x , y 9 z 7 du point A/, il fau-
dra remplacer , dans les formules précédentes , les lettres * , fi, y ?

par m 7 n , o ; ce qui donnera :

—nu) C ;

u—os) C ;

—mq)B-\-(ns—mt) C.

Pour trouver les coordonnées x y y 7 z, du point B / , il faudra rem-
placer 7 dans les mêmes formules, les lettres a 7 /3, y 9 par/? ; <j , r 7 ce
qui donnera :

x =p-\-(nr—oq ) A + (tr—uq) C ;

—mr)A-+>(vp—sr) C ;

—np)A-{-(sq—tp) C.

Pour trouver , enfin , les coordonnées oc 7 y , z , du point C f
 7 il fau-

dra remplacer, dans ces mêmes formules 7 les lettres «t, /s , y, par $ 7

i7u ; ce qui donnera :

x=:s-\-(nu—ot) A + (qu—rt) B ;

y ==/-{- ( os—mu)A-{-(ns—pu) B ;

z~u-\-(mt—ns) A+(pt—qs) B ;

et le problème sera résolu.
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14. En vertu de ces trois rotations , le point À aura décrit Tare

AA' ; le poînt B , l'arc BB' ; et le point C , l'arc C C . Par les sup-
positions du problème , ces trois arcs pourront être confondus avec
leurs sinus ; et on trouve les quarrés de ces derniers par la simple
application de la formule donnée (3), En employant les réductions
déjà enseignées , on aura finalement :

3 =B 2 Sin.V+2BC ( Cos.0—Cos.£. Cos.r)+C2Sin.2£ ;

= C2Sin.2tf-h2CA(Cos.b—Cos.c.Cos.0>+-A2Sin.V ;

Problème FI.

15. Les mêmes choses étant supposées que dans le prohllme pré-
cèdent 9 on demande de déterminer 7 dans Vintérieur du triangle 7

la position du point qui 7 à la Jin des trois rotations, se retrouvera
dans sa situation primitive ?

Désignant, comme dans le problème IV , par a 7 p, y , les coor-
données de ce point, au commencement des trois rotations , et par
oca , y/;, zlf

 9 les coordonnées du même point ; à la fin de ces rota-*
lions, on aura :

égalant donc à zéro les trois différences

on obtiendra les trois équations qui suivent

3—/*) C.

Par la nature du problème , chacune de ces. trois équations doit



DES CORPS. n3
être une conséquence nécessaire des deux autres ] ce dont on peut
en effet s'assurer facilement. Par leur moyen, on ne pourrait donc
déterminer que le rapport entre les trois inconnues &, £ , y ; mais f

en y ajoutant la quatrième équation

le problème devient entièrement déterminé. Si, pour abréger, on fait

W2 = A2+B2+

on aura finalement :

et le problème sera résolu.
16. Si nous désignons par la lettre "W le point, dans l'Intérieur du.

triangle ABC , dont on vient de déterminer la position , par rapport
aux trois axes primitifs, supposés perpendiculaires entre eux; on trou-
vera la position de ce même point, par rapport aux sommets des trois
angles du triangle ABC, moyennant les formules connues (1), savoir;

Cos.CW=

ce qui devient, après la substitution et les réductions ;

W C o s . A W = A + B Cos.£ + C Cos.£

W C o s . B W = B + C Cos.^+A Cos.c

W C o s . C W - C + A CosJ+B Cos.^,

17. Si , en employant les formules et réductions déjà enseignées ,
on calcule les cosinus des arcs A ' W , B7W , C;"W , on trouvera
qu'Us ne diffèrent de ceux des arcs À W f B W , C W , que dans
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les secondes puissances et produits des quantités angulaires A , B , C ,
et qu'ainsi les uns peuvent être censés égaux aux autres. On aura
donc :

À W = À ' W ; B W = B / W ; C W = < y W \

18. Otant les quarrés des cosinus de l'unité , on obtiendra les quarrés
des sinus. Si Ton emploie les réductions déjà enseignées , on trouvera :

in.2c+2BC ( Cos.a—Cos.bCosx ) - fO

W2Sin.2B W=C2Sin.2«+2CA ( Cos.£—Cos.cCos.a

W2Sin.2CW=A2Sin.2£+2AB ( Cos.o—Cos.aCos.£

19. Les seconds membres de ces équations sont (t4) les quarrés
même des petits arcs AA', BB ;, CC7 , décrits par les sommets des
angles du triangle , en vertu des trois rotations successives. Tirant
donc la racine quarrée de part et d'autre , il viendra :

WSin .AW=AA' ; WSin.BW=BB/ ; W S i n . C W = CC ' .

20. Mais, en vertu des formules connues de la trigonométrie sphé-
rîque , ona ;

AA'==AWA'Sm.AW ; BB'=BWB'Sin.BW ; CC'=CWC/Sm,CW (*).

Multipliant ces équations par les précédentes , il viendra ; en sup-
primant les facteurs communs , et renversant ,

A W A ^ W ; B W B ^ W ; CWC/=W ;

de manière que ces trois angles sont égaux entre eux et à la quan-
tité radicale W .

(*) En vertu de la proportionnalité des sinus des angles au sinus des côtés opposés,
on a : Sin.AA'W.Sin.AA':z=Sin.AWA'Sin.AW; mais, à raison de la petitesse de
Pangie AWA' , on peut supposer Sin.AA ;W=i ? Sin.AA/=AA' et Sin.AWA'=
KWh! \ ce qui rend cette équation identique avec la première des trois ci-dessus;
il en serait de même pour les deux autres.

( Note des éditeur}* )
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21. Il résulte donc de cette analise, que le triangle sphérîque ABC?

en éprouvant les trois rotations successives , la première égale à A,
la seconde égale à B , la troisième égale à C , autour des trois axes
<Jui sont désignés par ces mêmes lettres , se sera effectivement tourné
autour d'un point "W , situé dans l'intérieur du triangle, dont la po-
sition sera déterminée (16) par les trois formules;

A+B Cos.c+C Cos J
Cos.AW=

Cos.RW=

Cos.CW=

W

B+C Cos.a+A Cos.e

W :

C-f-A Cos.£+B Cos.a

et qu'il aura décrit, autour de ce point, un angle égal à W ? c'est-
à-dire , à

\/A2+B3+C2+2BC Cos.^+2CA Cos^+aAB Cos.7

22. Réciproquement, s'il fallait décomposer la rotation donnée W ,
en trois autres rotations A , B , C , faites autour de trois axes dont
la position serait donnée par rapport au point W , il faudrait regarder
A , B , C , comme les quantités inconnues d'un problème , dont les
quantités connues seraient: la rotation donnée W ; les arcs a=BC9

# = GA , £ = AB, qui seraient les côtés du triangle sphérique formé
par les trois axes ; et les arcs Â VV , BAV , C W , qui déterminent
la position du point "W 9par rapport à ces mêmes axes. Dans la ré-
solution de ces trois équations , on rencontrera encore la fonction »

Si ensuite on fait, pour abréger :

Cos.AW=/> , Cos^BVV^^^ f Cos C W = r ;

on trouvera :
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s.c—Cos.a. Cos.£)—r(Cos.b—Cosx. Co$.a)}

W
B = — ^Sin.2^—r(Cos.#— Gos.b. Cos.c)—p(Cos.c—Cos.a.

W
C =—{r$in.*c —p (Cos.b — Cos.r. Cos.̂ z)—^(Cos.tf—• Cos.b. Cos.r)}

le problème sera donc résolu ; et Ton voit qu'il sera possible dans
tous les cas,

Strasbourg , le 12 d'août 181 o.

TRIGONOMETRIE.

JS/Léthode facile et élémentaire pour parvenir au dé-
veloppement des fonctions circulaires en produits

inaefinzs*

Par M. GERGONNE,

JLL est bien peu de questions mathématiques qui soient susceptibles
d'une résolution exacte ; et , pour la plupart d'entre elles , on n*a
d'autre parti a prendre que de recourir à des approximations» L'analise
offre pour cela divers moyens dont les principaux et les plus par-
faits sont : i.° les séries dont les termes 9 alternativement positifs et
négatifs , convergent de telle manière que chacun d'eux est , à lui seul;
plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent ; 2.0 les fractions
continues dont les fractions intégrantes , toutes positives , sont moindres

que
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que l'unité*; 3.° enfin les produits indéfinis dont les facteurs a l t e r -
nativement plus grands et plus petits que Punité, tendent sans cesse
yers cette limite commune.

S'il est impossible de traiter de ces divers instrumens d'approxi-
mation , dans les ouvrages consacrés à l'enseignement élémentaire,
avec toute l'étendue que peuvent comporter leur nature et leur impor-
tance , il semble du moins convenable et utile de donner, dans ces
sortes d'ouvrages , quelques notions sur chacun d'eux et sur le parti
qu'on peut en obtenir.

C'est ce qu'on fait généralement aujourd'hui 7 à l'égard des séries
et des fractions continues; mais, jusqu'ici, les produits indéfinis , si
remarquables par leur forme , et si commodes par la manière dont
ils se prêtent au calcul logarithmique , n'ont pas encore obtenu
place dans les élémens ; et ce qui les concerne a été réservé, en totalité,
pour les traités de haute analise; ce qui tient sans doute à ce qu'on
n'a pu parvenir , par des moyens à la fois élémentaires et rigoureux,
à aucune fonction de cette forme. Je vais essayer de remplir , en
partie ? cette sorte de lacune , en déduisant de considérations fort
simples , les expressions connues des sinus et des cosinus , en pro-
duits indéfinis.

On sait que , se étant un arc quelconque , on a :

-j — _ _ . + . . ,

(0
= i

i 2-3.4 i 2-3-4

Pour découvrir quels doivent être les facteurs binômes des seconds
membres de ces équations, il faut remarquer, i.° que, si une quan-
tité A mise à la place de x > dans l'un ou l'autre de ces seconds

(ï) Vojez la Théorie des fonctions anaîitiques*
Vojez aussi la Géométrie- de M. Legendre»

Toin, L 3 g
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membres, le réduit à zéro , ce second membre sera divisible par

x

A—x ou , pour mieux dire, par ï—— ; 2. que réciproquement au-

cun binôme de la formé 1—-- ne pourra être facteur de l'un ou l'au-

tre de ces seconds membres , k moins que la valeur xz=.A. ne rende

ce second membre égal à zéro. Ainsi, la recherche des facteurs bi-

nômes des seconds membres de ces équations se réduit à celle des

valeurs de x qui peuvent les faire devenir nuls.
Mais , au lieu de chercher quelles sont les valeurs de x qui peu-

vent réduire ces seconds membres à zéro , il revient au môme ? et
11 est beaucoup plus facile , de chercher quelles sont celles de ces
valeurs qui peuvent rendre nuls Sin.# et Cos.# : or , pour que ces
fonctions deviennent nulles , il est nécessaire et suffisant qu'on ait
pour la première x=^2k-&, et pour la seconde x~^ w , o u ;

w étant la demi-circonférence dont le rayon est 1 , et h un nombre
entier positif quelconque (i) . On peut donc affirmer que les facteurs
binômes de la série :

x #3 x* xi

1 i 2 3 i ^ 3 4 5 i : i 3 4 5 6 7 *"*'

sont tous ceux de la forme x Z4Z — qu'il est possible de former , en don-
f£'23"

nant successivement à k toutes les valeurs entières et positives ima-

ginables ; et que les facteurs binômes de la série :

ï-2. I '2O4 1*2.

( Ï ) On pourrait prendre aussi bien pour la seconde formule 1 ̂ Ç£ — —; mais
1 1 i (att+O*8"

on ne doit pas prendre l'une et l'autre , d'autant que la dernière j en j changeant k
enJk—1 , rentre dans la première.
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Sont tous ceux que l'on peut former, en donnant les mêmes valeurs

2.3C

à h , dans la formule 1 "IL. •

Mais ces binômes n'entreront-ils qu'à la première puissance , soit
dans Tune , soit dans l'autre série , ou bien tous ou quelques-uns
d'entre eux ne s'y trouveront-ils pas affectés d'exposans différens de
l'unité positive ? C'est ce qu'il s'agit présentement d'examiner»

Je remarque d'abord qu'aucun de ces binômes ne peut, dans la
série dont il est facteur 7 se trouver affecté d'un exposant négatif;
puisqu'alors l'égalité de ce facteur à zéro 7 au lieu de rendre Sin.a;
ou Cos.x nul , ainsi que cela doit être 7 le rendrait au contraire in-
fini. On ne peut admettre non plus que cet exposant soit une fraction
positive -, car , à cause de la multiplicité des racines qu'une même quan-
tité peut admettre 7 dans chaque degré, il arriverait, contrairement à
la doctrine des fonctions circulaires, qu'à un même arc répondraient
plusieurs sinus ou cosinus ; ou encore que la série , qui n'a qu'une
valeur unique pour chaque valeur de x 7 en aurait plusieurs , lors-
qu'elle serait mise sous forme de produit de facteurs.

Je dis, enfin , qu'aucun des facteurs binômes de l'une ou de l'autre
série ne peut être affecté d'un exposant entier et positif, différent de
l'unité. On peut remarquer, en effet, que chacune de ces séries est ,
au signe près, la fonction dérivée de l'autre; si donc un des facteurs
binômes de l'une d'elles s'y trouvait élevé à une puissance entière»
et positive p , plus grande que l'unité, on en conclurait, par la théorie
connue des racines égales , que ce même facteur devrait aussi se trouver
dans l'autre , et s'y trouver à la puissance p—1 ; d'où résulterait d'abord
cette conséquence absurde qu'une même valeur de x rend nuls à la
fois Sin.^ et Cos.x 9 ou , en d'autres termes, qu'il existe un arc dont
le sinus et le cosinus sont tous deux nuls : assertion détruite par
l'équation fondamentale Sin.^?3H~Cos.^2= 1. On peut d'ailleurs re-
marquer que , de ce que le facteur dont il s'agit entrerait à la puis-
sance p—1 dans l'autre série , on pourrait conclure qu'il ne doit entrer
qu'à la puissance p—2 dans la première ; c'est-à-dire , dans celle où
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on Ta supposé a la puissance/? ; ce qui fait apercevoir encore, d'une

autre manière , l'absurdité de l'hypothèse.

Nous voilà donc assurés que non-seulement nos facteurs doivent

entrer dans les deux séries ? mais que , de plus, chacun d'eux ne doit

s'y trouver qu'à la première puissance seulement. Je remarque ac-

tuellement que l'on peut faire le produit de ceux qui répondent

à une même valeur de k ; on obtient ainsi les facteurs du second

degré :

donnant donc à k toutes les valeurs entières et positives , à partir

de l'unité 7 et ayant égard au facteur oc qui affecte la valeur de Sin.o? %

il viendra :

~ f «a V x2 V x* V ** \
bin.x = x[ i J 1 — 7— 1 x - )( * T~ V*"% >

. œ=z ( 1 j( 1Cos

Soit fait d'abord , dans ces deux formules , x~— ; elles devient

dront ;

. m mzrf m 2 \ / m2- \

COS }( I - — J I — ) ••• I
9̂  J\ 2$n*J\ ^n* J

en y taisant , au contraire , #=:

il viendra, en transposant les formules :
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f ^ (n—m)* ) Ç c?2—mp 1 { (*•

f* m (n—m^S (n—m>2 \ { O—rny ) { (72—m)2
 {

zn 272 ( I±n ) \ 16722 J ^ 3 6 T 2 2 * ?

décomposant, dans les deux premières formules 5 les facteurs du se-
cond degré en facteurs du premier , et réduisant de plus , dans cha-
que facteur, l'entier et la fraction en une seule fraction , il viendra z

1 *zr m 271 772 272+772 Ici 772 4n~\-jn 6m 72

m 72— m 72+TTC 3?2—m

272 72 7Z 37^ 3 T Î 5/2 072 771 772

voilà donc deux expressions , Tune des sinus et l'autre des cosinus ,
en produits indéfinis, dont les facteurs, tendant sans cesse vers Funité,
sont alternativement plus grands et plus petits que cette limite com-
mune.

En faisant subir les mêmes transformations aux deux autres ex-
pressions , elles deviendront :

7?2 772 272 772 272~f-7?2 ^ " ^ 4 ? 2 + 7 7 î 6 /2 TU 672+771

2ji n n 'on 3n hn Bn jn

m ^<sr n—m n-\-m 3T2—m 3T2+?72 5T?—m 5n-{-m

2JI 2. 71 2.71 231 Itfl 4n ^n

divisant alors l'une par l'autre les deux expressions soit de Sm*-—

3oit de Cos,-— w, il viendra également :
an

2 . 2 . 4 . 4 , 6 6 8 8 Ï O Î O

Ï 3 3 5 5 7 7 9 9 i i

expression du nombre ^ donnée pour la première fois par WalHs (1)

(i) Y oyez V Ariihnwiica infinitorum > daï^ le premier volume de ses œuvres.
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Je ne pousserai pas plus loin ici les nombreuses conséquences qui

peuvent être déduites des formules auxquelles je viens de parvenir ;
on les trouvera développées , avec beaucoup d'étendue , dans les cha-
pitres IX, X et XI du premier volume de VIntroduction à Vanalisù
infinitésimale d'Euler : ouvrage dont on ne saurait trop recommander
la lecture à ceux qui veulent connaître toutes les richesses et toute
la fécondité de l'analise.

QUESTIONS RÉSOLUES.

Solution du problème I de la page 17 de ce volume >

pris dans son énoncé le plus général (1).

Par M. D. ENCONTRE , professeur, doyen de la faculté des
sciences de l'académie de Montpellier,

JtLNONCE. Circonscrire à un cercle donné un polygone de m côtés %

de manière que les sommets des angles du polygone soient situés
sur m droites indéfinies , données de position par rapport a ce cercle ?

Solution. Par une propriété du cercle qui lui est commune avec
toutes les courbes du second degré (2) ; lorsqu'un angle circonscrit
à un cercle est assujetti à avoir son sommet sur une droite donnée,

\
(1) On trouvera ci-apris , pag. 127, une construction très-simple de ce problème ^

pour le cas particulier du triangle.
(2) La démonstration générale et analitique tant de cette propriété des courbes

du second degré > que de la propriété analogue des surfaces de ce degré, sera le
sujet d'un article dans ces annales.
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la corde qui joint les points de contact de ses côtés avec le cercle ,
se trouve par la même assujettie à passer par un certain point qui
est aussi donné (i).

Puis donc que les sommets des angles du polygone demandé doivent
être situés sur m droites données , il en résulte que , si l'on forme
un polygone inscrit d'un pareil nombre de cotés , qui ait les sommets
de ses angles aux points où le premier touche le cercle donné , les
côtés de ce dernier prolongés , s'il le faut, passeront par m points
donnés. Il est de plus évident que , le polygone inscrit étant construit,
il suffira , pour former l'autre , de mener , par les sommets des angles
de celui-ci , des tangentes au cercle auquel il est inscrit,

Le problème par lequel on propose de circonscrire à un cercle
donné un polygone de ni côtés , qui ait les sommets de ses angles
sur m droites indéfinies , données de position par rapport à ce cercle ,
revient donc à celui où Ton proposerait d'inscrire au cercle donné
un polygone de m côtés, dont les côtés , prolongés ou non prolonges ,
passassent par m points donnés (2).

(1) Ce point peut êlre facilement déterminé de plusieurs manières différentes.
Soit en effet C le centre du cercle donné, et D la droite donnée.

On pourra d'abord abaisser de C sur D , une perpendiculaire , et si A est son
pied 3 et B le point où elle coupe le cercle donné, en prenant sur elle un pointP
tel que CP soit troisième proportionnelle à CA et CB ; le point P sera le point cherché.

Autrement ? 1,° Si la droite D ne rencontre pas le cercle donné, en désignant
toujours par A le pied de la perpendiculaire abaissée de C sur D ; si, par ce
point A 3 on mène deux tangentes au cercle , et qu'on joigne par une corde les
points de contact de ces tangentes avec le cercle \ l'intersection P de cette corde
avec la perpendiculaire sera le point cherché,

s.° Si la droite D coupe le cercle, il suffira de mener des tangentes à ce cercle
par les deux points où elle le coupera ? et l'intersection P de ces tangentes sera
le point cherché»

II est aisé de voir, d'après ces constructions , ce qu'il y aurait à faire sî ? au
contraire 5 1$ point P étant donné, 11 était question de déterminer la droite D à la-
quelle il répond,

(2) îl est visible, par ce qu'on a dit plus haut, que réciproquement ee dernier
problème peut être ramené au premier,
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Or , ce dernier problème a été traité , avec beaucoup de soin et de

détails , par un grand nombre d'illustres géomètres (i).
Le problème proposé est donc résolu , puisque sa résolution est

ramenée à celle d'un autre problème que depuis long-temps on sait
résoudre.

Et , d'autant que ce dernier n'admet que deux solutions au plus,
il est certain que Le premier n'en saurait adniettre un plus grand
nombre.

Solution du problème 11 de la page 17 de ce volume ;

Par M. J. Jouvin , ancien élève de l'école impériale
polytechnique.

Énoncé. Déterminer l'équation la plus générale des courbes planes
qui jouissent de cette propriété , savoir : que toutes celles de leurs
cordes dont la direction passe par un certain point de leur plan sont
d'une longueur donnée et consîante ?

Construction. Soit P le point doimé, et 2r la longueur constante
de toutes les cordes dont la direction passe par ce point. Soit tracé
à volonté une courbe continue ou discontinue que nous désignerons
par A ; soit mené par le point P une suite de droites D coupant
A en une suite de points C ; enfin , de chacun de ces points C
comme centre, et avec le rayon constant r , soit décrit une suite de
cercles ; chacun de ces cercles coupera celle des droites D sur la-
quelle son centre C se trouvera situé r en deux points M et N ; alors
tous les points M et tous les points N se trouveront sur deux branches
d'une courbe unique qui satisfera , dans toute son étendue ? aux con-

(1) Voyez sur-tout, pour ce qui concerne l'histoire de ce problème, la Géométrie
de position, par M. Carnot ; Paris i8o3 , page 383; et les Elémens d'Analise
géométrique et d'Analise algébrique, par M. S. Lkuilisr; Genève 1809, page 279*

allions
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dîtions du problème ; et cette courbe sera continue ou discontinue,
suivant la nature de la courbe arbitraire A.

Anàlise. Soit rapporté la courbe arbitraire A à deux axes rectangu*
laires passant par P , et supposons qu'alors son équation soit :

l'équation générale des droites D sera ;

a étant une indéterminée.
On obtiendra ensuite les équations de tous les points C % en com-

binant entre elles les deux équations

fl'où on conclura d'abord : f(x)=z»x. Si Ton suppose que cette équa-
tion , résolue par rapport à x , donne #=:<?>(*) , les points C auront
pour leurs équations ;t

Les cercles qui auront ces points pour centres et r pour rayon
auront donc pour équation générale :

en sorte que la combinaison de cette équation avec Inéquation j=##s
de D fera connaître les points M et N qui répondent à chaque va-
leur particulière de l'indéterminée «•

Eliminant donc cette indéterminée entre ces deux équations 7 l'équa-
tion résultante en x et y sera celle du lieu géométrique de tous les
points M et N ; elle sera donc l'équation de la courbe cherchée,
L'équation la plus générale des courbes qui satisfont aux conditions
du problème proposé est donc :

Tom. I.
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dans laquelle <p désigne une fonction absolument arbitraire.

Remarque. Nous avons supposé qu'on s'était donné la fonction f^
et nous avons vu que , dans ce cas, la fonction <p n'était autre chose
que la fonction de « qu'on obtenait pour valeur de x9 en résolvant
l'équation :

Si, au contraire, c'était la fonction <p qui fût donnée , et qu'on voulût
en déduire la fonction f # cette dernière fonction ne serait autre chose
que la fonction de x qu'on obtiendrait, en éliminant * entre les deux
équations :

et en résolvant ensuite l'équation résultante par rapport à y.
Nous ne nous arrêterons pas aux applications qu'on peut faire

des résultats auxquels nous sommes parvenus , attendu que ces ap-
plications ne peuvent présenter de difficultés*

QUESTIONS PROPOSEES*

Problèmes de Géométrie.

I.

JtL&ONCÉ. Circonscrire à un cercle donné , un triangle qui ait les
sommets de ses angles situés sur trois droites indéfinies 7 données de
position par rapport à ce cercle ?

Remarque. Il est aisé de voir que toute la difficulté du problème
consiste à trouver le point de contact du cercle donné, avec un seul
4es côtés du triangle cherché ; ce qu'on fera comme il suit :



QUESTIONS PROPOSÉES.
Construction. Soit a 7 h 7 c , les trois côtés du triangle formé par

les droites données ; soit A , B , C , les sommets des angles opposés.
Soit déterminé deux points » et /s qui soient situés , par rapport aux
droites a et b , comme il est dit à la note de la page 123 ; soit
ensuite mené , par A et « une droite coupant a en m y et par B
et £ une autre droite coupant b en n ; et soit enfin mené par m et
n une droite coupant , en i et t1

 9 le cercle donné ; si , par l'un
ou l'autre de ces deux points , on mène au cercle une tangente
terminée a a et b, cette tangente sera l'un des côtés du triangle
cherché ( i ) ,

On propose de démontrer cette construction ?

IL

Un tétraèdre peut être coupé par un plan , qui ne passe par les
sommets d'aucun de ses angles, de deux manières différentes.

i.° Trois des sommets peuvent être situés d'un même côté du plan
coupant, et un seul de l'autre ; ce plan coupe ainsi les trois arêtes
d'un même angle trièdre % la section est triangulaire ? et le tétraèdre
se trouve divisé en deux nouveaux corps , dont l'un est encore un té-
traèdre , tandis que l'autre est un tronc de tétraèdre , à b^ses parallèles
ou non parallèles,

2.0 Deux des sommets peuvent être situés d'un côté du plan cou-
pant , et deux de l'autre ; ce plan coupe alors deux couples d'arêtes
opposées , la section est quadrangulaire5 et le tétraèdre se trouve di-
visé en deux nouveaux corps qui sont l'un et Vautre des troncs de
tétraèdres.

Si , dans l'un ou dans l'autre cas , on demande que le plan cou»

(i) II résulte de l'analise du problème général, page 122, que la même construc-
tion peut être appliquée à la résolution directe de cet autre problème : Inscrire à
un cercle donné un triangle dont les côtés ? ou leurs prolongemens , passent par
des points donnés ; problème que M» JJiuilier ne résout 3 à l'endroit déjà cité ,
cju'en le ramenant à un autre qui n'est pas lui-même sans difficultés.
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pant partage le tétraèdre en deux parties équivalentes, le problème
sera évidemment indéterminé.

Mais, on en lèvera absolument l'indétermination, si Ton exige de
plus que Faire de la section soit un minimum.

Le problème, ainsi envisagé, n'ayant encore été résolu, jusqu'ici;
que pour le seul cas de la section triangulaire (i) , on propose de
le résoudre pour celui où cette section doit être quadrilatère ?

ni.

Deux points étant donnés , on propose de déterminera l'équation
la plus générale des courbes planes qui , passant par ces deux points ,
sont telles que l'espace mixtiligne compris entre F arc qui se termine
à ces deux points et sa corde, soit équivalent à une surface donnée?

( i ) V o y e z la Correspondance sur l'École polytechnique, t o m e i , n , ° 9 , pagçs
.346-353.
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TRIGONOMETBJE.

Analise complète et un problème de trigonométrie
rectiligne*

Solution d'une difficulté qui a été proposée sur la théorie
des triangles semblables ;

Par M. SUREMÀIN~DE-MISSERY, ci-devant officier d'artillerie ^
membre de plusieurs sociétés savantes.

à* O N démontre aisément que deux triangles qui ont deux côtés
respectivement proportionnels, et l'angle opposé à Vun de ces côtés
égal, de part et d'autre, sont semblables, si l angle opposé à Vautre
côté est de même espèce dans chacun.

Car «, soient a 9 b <> c , les côtés d'un triangle ? et A v B 9 C ? les angles
opposes; a' s bf ^ c/ > les côtés d'un autre triangle v et Af

 ? B7
 v C /

5 les
angles opposés ; et supposons qu'on ait 5 à la fois 2 a : b :: a/ : b/ ^ A = A/
et B de même espèce que B'. Ces deux triangles donnent respectivement :

a : b : : Sin.A : Sin.B 5

donc y puisque a : aA :: b : b1
 ? on aura :

Sin.A : Sin.B : : Sin.À> : Sin.B/ ;

et puisqu'on a À = A / , d'où Sin.A=Sin.A7
 P on pourra en conclure i

et de là :

Tom L 18
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ftrzB' ou Br=i8o°~B/;

mais, si B et B ; sont de même espèce, sans être égaux, on ne peut
avoir B=i8o°—W ; on a donc exclusivement B ^ B ' et 9 par consé-
quent , les triangles proposés sont semblables comme équiangles.

Cette proposition donne naturellement lieu au problème suivant :
2. Connaissant les angles A 9 B, C > et les côtés a y b, c, d'un

triangle, déterminer les angles A/
 9 B

; l C/, et les côtés a1, h1 > cf
 $

Sun autre triangle qui soit tel qu'on ait : A'zzA et - = - =z?z , m

étant un nombre donné ?
Ce problème présentant quelques circonstances remarquables qui

ti'ont jamais été discutées, nous allons le résoudre avec tout le détail
que sa nature comporte*

On connaît a1— ma , b/^zmb^A/=zA9 et Ton demande cf, B ' , C; ;
or, si Ton connaissait c;

 9 on trouverait aussitôt Bx et C; ; tout se réduit
donc à déterminer c1 en fonction des données, ce qu'on fera ainsi
qu îl suit :

Les deux triangles donnent respectivement:

a 2~b 2-\-c 2—zb c Cos.A 5

a'^^+c'*—2b/c/Cos.A/ ;
af a

d'où on tire 9 en se rappelant que— = -- et que A / ~ À >

h* b* b ?

cf2, a* se'

_ = ~ i + —Cos.A.
V* b* h*

Retranchant ces deux équations l'une de l'autre, il vient :

cl% _ ^ 2 — C - A ( — -
\ b

équation qui revient à
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Égalant donc successiyement chacun de ces facteurs à zëro, on a.

~ = T e t 4T = - 1+2Cos.A=
d7où on tire ;

telles sont les deux racines qui doivent résoudre la question proposée»
3. La première est toujours positive.^..
La seconde peut être positive v négative ou nulle, suivant que b est

> # ? < £ ou = a ; o u ? c e qui revient au même, suivant que B
est > A y < A ou == A.

Sur quoi nous remarquons que , si A est aigu, B peut être > A 9

< A ou =: A ; mais que 9 si A est droit ou obtus v B doit être né-
cessairement < A ; donc , si A est aigu ? b peut être > a 5 < a ou
zz a ; tandis que, si A est droit ou obtus ? b doit être nécessairement

< a* On raisonnerait de même pour B.
Supposons successivement b > a ? b < a P b ~ a,
i *° Si ^ est > </, on a B > A ; donc B peut être aigu 9 obtint

ou droit ? et A est nécessairement aigu.
Dans la figure i ? o n a $ > # e t B obtus.
Dans la figure .2, on a b > a et B aigu»
Dans la figure 3 ? on a b > # et B droit*
2.0 Si b est < a 9 on a B < A ; donc A peut être aigu ? obtus

ou droit 5 et B est nécessairement aigu*
Dans la figure 4 ? o n a $ < ^ et À obtus.
Dans la figure 5 , on a i < fl et A aigu»
Dans la figure 6 9 on a b < # et A droit,
3. Si b m ^ , on a aussi B = A ; donc B ou son égal A est né-

cessairement aigu*
Dans la figure 7 , on a b = a et B ou A aigu.

( ) A cause de 2 Cos. A =

( AToftf ^ 5 Editeurs. )
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Quant à Fangle C, il peut être aigu, obtus ou droite soit qu'on

ait b > a * b < a ou b = # ; maïs cela ne nous intéresse point, comme
on le sentira , en construisant les valeurs de c1, ce que nous ferons
ci-après. Seulement, si cet angle est droit ou obtus, les deux autres
A et B se trouveront par là nécessités à être aigus.

rievenons présentement a nos racines. cf~~~ cetc' — — • • m
b b c

y
4* La valeur cf=~ c, toujours positive , répond à un triangle afWcf^

semblable à abc, et qui remplit les conditions du problème. Je dis

bf a' cf bf a1

semblable à abc ; car on a ^ = — c := — c* d'où — = — = — 9 ce qui
6 a e b a

entraîne la similitude*
5. Cette valeur cf~ ~ c est facile a construire; si 5 en effet,

1 , 2 , 3 , ^ , 5 , 6 , 7 ) , sur la direction de la droite CA = $, et à
partir du point C, on porte une longueur CA/^=mb=^b/ ; que, sur
la direction de la droite CBrr^ ? et à partir du mème~point, on porte
une longueur CB/ = /72̂  = « / ; en menant A'ffl 9 cette dernière droite

bf
aura pour expression - c e t , par conséquent ? A ^ C sera le triangle

cherché, semblable au triangle ABC,

6. La valeur cf~— • '•••• • " , positive si b est > # 5 répond à ufl

triangle a/b/c/, en général dissemblable à abc, mais qui remplit*,
comme le premier , les- conditions du problème. Je dis, en général
dissemblable à abc ; car ce dernier triangle donne b*z=:a2~\-c2~~***

? d'où-*——• ^=-c-—2$Ccs*B ; ainsi, suivant que B sera aigu 3

A a3 - — A

mhtus ou droit ( fig* 1 ? 2 , 3 ) , ——— sera respectivement < <;, > €
c

« u ^ f et, par conséquent, ^ n f ~ A —~~~~~- sera < — c, > T-8 C OU rr ^ /; ;1 A b c b b à
«r p dans les deux premiers cas ? le triangle a/b/c/ 110 géra pas seul**
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fcîable au triangle abc, e t , dans le troisième cas ? 11 lui sera semblable;
donc ? ce dernier cas n'étant que la limite commune des deux autres,

hf h2—az

il est vrai de dire que le triangle a/b/c/ ^ dans lequel £ / = ~ • ""*"" "*" >

est en général dissemblable à abc.

*]. Cette valeur c'=—• • > b étant toujours supposé > a ,

çst facile à construire ; si > en effet ( fig. 1 et 2 ) , on abaisse du
point C une perpendiculaire CO sur le côté c > prolongé s'il est né-
cessaire ; que Fon porte ensuite le segment OB en sens contraire ; et
qu'enfin , par le nouveau point B , on mène une nouvelle droite CB~a ;
on aura une nouvelle droite A B , qui sera la différence ( fi g. 2 ) ou
la somme (fig. 1 ) des segmens , suivant que la perpendiculaire tombera
€u dedans ou en dehors du triangle donné abc» On aura donc 9 en "

nommant çff cette nouvelle droite AB 5 ^ / ; = — = 9 et

ht
partant c/~~-c//* Or siP sur la direction de la droite CA = B , à

partir du point C 5 on prend une longueur CK/^^rnh'=b/'; que ? SUT
la direction de la nouvelle droite C B = ^ ? et à partir du même point 9

on porte une longueur CB 7 —ma^a '$ qu'enfin on mène K'W P 01^
. b1 bf b*—a*

aura cette dernière droite = — c/; ^=- —• , et 3 par conséquent s
h o c l x *

À ^ C sera le triangle cherché, dissemblable à ABC»
8. La valeur ^7^= — * ~~ , négative si b est < a, répond a uH

triangle a/b/c/ qui remplit ? non les conditions même du problème s

mais d autres conditions xm peu différentes ? et telles que A7
? au lieu

d'être = A , serait = J 8u°—A, En effet, dans cette nouvelle hypo-
tliôse 5 il faudra prendre 9 non plus Cos,A /=Cos«A, mais Cos.A /=

—Cos» A1 et par consdejuent, non pins — = ~ - ~ - i - j - ^ - - . Cos. A ,

mais _~- ^ —* — 1 — -—• Co3?A ; ce qui revient à changer simplement
èf* h* b' o r



le sigrie de £;; exécutant donc ce changement 7 dans les racines cléji
obtenues 7 elles deviendront, pour le problème dont il s'agit ici :

_ bf _ bf a>—b*
c _ -~c c £ _ — . _ - ;

e'est-à-dire qu'elles ne différeront que par le signe ? de celles qui ïê*
pondent au premier problème.

9. La valeur ^r= — • , relative au premier problème, oxi

l'on a fait A / = A , négative si b est < # , doit donc , étant prise
avec un signe contraire, résoudre le second problème , où Ton a fait
A /=i8o°—A. Cette valeur répond à un triangle a/b/c/ , en général
dissemblable à abc 5 et qui remplit les conditions du premier problème,
excepté que A' est = 18o°—A, au lieu d'être = A. Je dis en général
dissemblable à abc ; car ce dernier triangle donne a% = b1 + c2 -—»

s^Cos.A, d'où =£—^^Cos.A ; ainsi, suivant que A sera

ou zraigu , obtus ou droit ( fig* 4 y 5 5 6 ) , sera < c,
y a2—$2 y ir

et par conséquent cf = — . sera < — •- £ , > — — £ou
x ^ b c b b

rr ^ ; or , dans les deux premiers cas 3 le triangle a/b/c/ n'est

pas semblable au triangle #$£ v et , dans le troisième, qui n'est autre
chose que la limite commune de ces deux-là 5 il lui est semblable ;
donc il est vrai de dire qu'en général il lui est dissemblable.

Î o. Cette valeur cf = -7- . ? b étant < # 5 est facile à cons-

truire ; si, en effet 9 on opère ( fig. 4 e t 5 ) ? comme il a été dit

( fig. 1 et 2 ) 5 on aura une nouvelle droite AB ^ et en faisant cette

droite = — c N \ parce qu'elle tombe à l'opposé de c ? on aura —c ; /~
(a~\-b)Ca—b) a2—b2 h1

—. zn _ — . et partant c' — -— cN ; or, si l'on continue, comme
c e 0

dans les figures 1 et 2 5 on aura semblablement une droite A /B / , cor-
à la aouyelle droite AB , et dont l'expression sera
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bf h Lz—a2

== J ^'—f ' — ~ i à'où iJ s u i t que A'B'C sera le triangle cherché^

dissemblable à ABC.
i l . La valeur c/t=- — • 3 nulle si 3 = ^ , ne répond à aucun

oc

triangle offre*, dissemblable à abc, ou, si Pon veut, répond à un
triangle dissemblable évanouissant : cela est évident ( fig. 7. )

12.- Résumons ;
Pour le problème où, connaissant les côtés a3 h, c? et les angles

A, B9 C, d'un triangle, il s'agit de déterminer les côtés af
y fr, e'9 et les

angles A7
5 B ^ C , d'un autre triangle, qui soit tel qu'on ait: A/ = A et

•— = — ri m, m étant un nombre donné ; voici, relativement à la

détermination de cf
 9 les seules valeurs qui satisfassent à la question t

telle qu'elle a été proposée :
i.° Si b est > a et B obtus ( fig. 1 ) , on a ,

c/zzz—C OU ^ / = — . ' - ,
h h c

S.* Si b est y a et B aigu ( fig. 2 ) , on a encore»

c? = — 0 o u cf = — . • %
b 0 ç

3.6 Si h est > a et B droit ( fig. 3 ) , on a ,

V *'
c> — r- c ou c'~ -r c» ~

b b

4,° Si ̂  est < <z et A obtus ( fig. 4 ) , on a seulement,

§4° Si ? est < # et A eigu ( flg. 5 ) , on a encore,
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6. Si b est < a et A droit ( fig. 6 ) , on a ,

, 'h' V

c> — ~-c ou c'~ ~c.
b b

•j.0 Si , enfin, b = a ( fig. 7 ) , on a seulement,

V

Et , pour Te problème analogue où, connaissant les côtés a, h, cy

et les angles A , B , C , d'un triangle, il s'agit de déterminer les
côtés af ) bf, c' y et les angles A ; , W, C/ 9 d'un autre triangle qui

soit tel qu'on ait : A 7 = 18o°—A et — — —̂ ~mv m étant un nombre

donné ; yoici, relativement à la détermination de cf, les seules valeurs
qui satisfassent à la question ^ telle qu'elle a été proposée :

i.° Si i est < a et A obtus ( fig* 4 ) ? OI* a seulement^

£/ a2—b*

b c

£»° Si 1) est < a et A aigu ( fig. 5 ) , on a encore f

b c

3*° Si b est < a et A droit ( fig. 6 ) 9 on a 7

hf y

cf= — c ou ^ = et
b b ?

et 9 dans chacun des quatre autres cas (fig. i ? 2 > 3 , 7 ) ? on B?â
aucune valeur de ^7 qui satisfasse à la question.

Ï 3. On voit que les deux problèmes ont les mêmes racines f

c1 I=L — cf et * / = — 7 1 c, lorsque A est droit, et partant b < ^ J parca

qu^alors on a ? tout à la fois ? A 7 = A et A/^iSo0*—A.
^?/ ^2< a2

On yoit encore que la racine çf 2= — . " ^ — ? du premier problème ?
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racine négative lorsque b est < a, ne satisfait point aux conditions
précises de ce problème , excepté cependant dans le cas où l'angle A

y
est droit; puisqu'alors elle devient cf~^ cv valeur qui satisfait au
problème ( fig, 6 ).

bf a~—b2

On voit? enfin , que la racine c;— — • -, du second problème,
o c

racine négative si b est > a , ne satisfait point aux conditions précises
de ce problème, même dans le cas où l'angle B est droit; puisqu'aïors

y
elle devient c/j=^< cP valeur q̂ ui ne satisfait point à ce problème
(f ig .3) .

i4» D'Alembert et les autres géomètres qui Pont suivi, enseignent
que, lorsqu'une équation a deux racines, Tune positive et l'autre né-
gative, la première résout la question dans le sens le plus direct et
le plus immédiat que son énoncé puisse présenter, tandis que la se*
coude ne la résout qu'en modifiant cet énoncé, de manière à rendre
additif ce qui était soustractif ? et vice versa. Cependant , l'on voit
ici deux racines, Tune positive et l'autre négative qui , l'une et
l'autre , résolvent deux questions dans le sens le plus direct et le
plus immédiat que leur énoncé présente , savoir : les racines

r V , V

cr= — c et 47 = r^>
(y b

<Jui toutes deux résolvent également le premier et le second problème
lorsqu'on suppose b<£a et A droit, et les résolvent sans qu'il soit né*»
cessaire de rien changer à leur énoncé. On voit donc que le principe
posé par d'Alembert souffre des exceptions, et qu'ainsi la théorie des
quantités négatives, relativement aux racines des équations, n*est pas
encore suffisamment établie , comme l'avaient déjà soupçonné de très-
bons analistes (*).

(*) Les géomètres dont parle ici Fauteur ont aussi posé en principe-que, fors—
que les racines d'un problème du second degré sont toutes çleux positives 5 eiles le

Tom h ÎQ
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15. Après avoir déterminé le côté d 9 venons à la détermination des

angles W et C .

Pour le premier problème ; on voit , par les constructions qui

donnent les valeurs de cf,

i,° Que , si le triangle cherché est semblable au triangle donné

( fig. i 5 2 , 3 , 4 , 5 , 6 3 7 ) 5 on a ,

et C ^

2.° Que , si le triangle cherché est dissemblable au triangle donné
( fig. i et 2 ) , on a >

B/=:i8o°—B;

d'où, à cause de A ' = A et A ' + B ' + C ^ i S o 0 , on déduit,

C / B A- B — A .

Pour le second problème ; on voit, par les constructions qui don-

nent les valeurs de cf
 5

i.° Que ? si le triangle cherché est semblable au triangle donné

( ïig, 6 ) , on a,

résolvent, Tune et l'autre , dans le sens le plus direct et le plus immédiat, et
cela est vrai quelquefois ; mais il arrive souvent aussi qu'une seule de ces racines
convient à la question : c'est, par exemple, ce qui arrive lorsqu'on se propose de
déterminer quelle doit être la flèche d'un segment sphérïcjue, appartenant à une
sphère donnée , pour que le volume de ce segment soit moitié de celui du secteur
dont il fait partie. Le problème L de XArithmétique universelle en offre encore
un autre exemple, lorsque du moins» ainsi que le fait Newton 3 on prend pour inconnue
la profondeur du puils.

Peut-être ne serait-il pas impossible de rencontrer un problème du second degré
que ses racines, toutes deux négatives, résoudraient dans un sens direct; ou un
problème que ses racines , bien que positives l'une et Pautre , ne résoudraient
qu'autant qu'on en modifierait l'énoncé ; ou enfin un problème qui serait résolu
clans un sens direct » pav sa racine négative f et ? dam un sens inverse , par m
racine positive ?

( Note des rédacteurs. )
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B '=B et C ' = C ;

2.° Que, si le triangle cherché est dissemblable au triangle donné
( fig. 4 et 5 ) , on a ,

B ' = B ,

d'où, à cause de A /=i8o0—-A et A'-i-B'+C'rsiÔo0 , on déduit,

C '=A—B.

i6* Observons que 9 si 9 au lieu de porter en sens contraire le segment
OB 9 comme on Fa fait ( fig. i ? 2 ? 4 ? 5 9 7 ) ? on portait en sens
contraire l'autre segment OA; c et cf deviendraient négatifs en même
temps p soit dans les racines ^

V __ ¥ b2—a*
~~ b ~~~ b * c *

d[e Féquation du premier problème 5 soit dans les racines t

¥ ¥ c2——Z>a

b b * c

de Féquation du second ; en sorte que ces racines resteraient toujours
les mêmes ? comme 11 était aisé de le prévoir»

Par conséquent ? dans cette nouvelle construction 9 on trouverait aussi
les mêmes valeurs pour les angles W et C 7 , ainsi que cela doit être.

i 7» Après avoir résolu le problème proposé 9 art, 2 , ainsî que l'autre
problème qui se trouve lié à celui-là ? il est temps d'en venir à Fex-
posé et à la solution de la difficulté annoncée dans le titre de ce
mémoire ; vcici en quoi elle consiste7:

On a prétendu pouvoir infirmer la démonstration donnée à Fart. ï ?

par le raisonnement qui suit :
Si deux triangles 9 abc et a/h/cr « sont tels qu'on ait à la fois t
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~ = 9 À = À / et B de même espèce que B ' , on aura, comme oïl

l'a fait voir, art. 2 ,

c c
divisant les deux membres de cette équation par -—• ~ r ? ^ viendra:

d?où Ton conclura :

Or^ pour que les triangles soient semblables, il faut qu'on ait — = '

— ==— : donc 3 puisquon a deia — — 7 - ) il suffira de taire — = -7
h1 d r ^ } a1 bf y cf

c! t t c b»~ct

d'où — r=—; et alors la dernière formule deviendra — ^^ ——;etpar^

Jant:

ce qui donne B ^ B ^ g o 0 . Il semblerait donc résulter de là que ? pouf
que les deux triangles, soient semblables, il faut que les angles B et
B ; soient tous deux droits,

18» Mais les détails dans lesquels nous sommes entrés j usqu'ici 3
mettent dans le plus grand jour tout ce qu^un pareil raisonnement
présente de défectueux 1 on voit 9 en effet 9 qu'en divisant l'équation

— —-—= 2Cos«A.( T-1—"V ) 5 o u &on équivalente *

( cf
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r le facteur -—— , qui P égalé à zéro, donne la racine c'^ — c,

on élimine cette racine , laquelle répond à un triangle afbfcf
 7 sem-

ct c

blable au triangle abc ; et l'on ne conserve que le facteur —f- — -—*

qui , égalé a zéro, donne la racine cf~ —- • ?laquelle ré-

pond à un autre triangle a/b/c/, en général dissemblable à abc* Ce-

pendant , on suppose ensuite semblables ces triangles qui, en général 9

ne le sont pas ; lors donc que la supposition de cette similitude est

introduite dans le calcul, l'algèbre doit redresser cette fausse hypo-

thèse , en indiquant le cas unique où elle peut devenir vraie»

ig. Or , ce cas est celui où l'un des angles A et B est droit
( art. 12 , n.cs 3 et 6 ) .

En faisant — = - - . dans l'équation — = * nous avons trouvé
bf b * bf bc

%*~a2+c2
 5 d'où nous avons conclu 6 = 9 0 ° ; mais c'est qu'alors nous

avons tacitement supposé bp>a $ et partant •— positif*

cf

Si nous avions supposé h < a y et partant — négatif, il eût failli

îaire, dans le cas correspondant, -»-:=:—-—; et alors nous eussions
A b1 b

trouvé #2 = <??2-l-£2, d'où A = go0»
20. En général, le triangle semblable à abc est indiqué par la racine

~ —-~5 et le triangle dissemblable à abc l'est par la racine — == —-—
vf b v l W bc

qui est positive ou négative , suivant que b est > a ou < a* Faire
c1 c

77 ̂  — T* 5 suivant que b est > a ou < a , c'est donc demander à l'al-

gèbre dans quels cas deux triangles , en général dissemblables, pour-

raient néanmoins devenir semblables ; et elle nous apprend que ce sera

dans celui où l'un des angles Â et B sera droit»
la racine — = y- indique que les triangles abc7 a/Vç* y entre
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lesquels on a a : b :: a* : h* et A / = A , peuvent être semblables* Et
puisqu'alors on a toujours B ' ^ B ou B/==:i8o°—B, il est clair que
ces triangles seront en effet semblables v si B et B/ sont de même es-
pèce 5 et non pas seulement si B el B ; sont droits*

Ainsi se trouve expliqué le paradoxe de Fart. i 7 , de manière à
conserver à Tanalise l'exactitude et la lumière qui la caractérisent émi-
nemment (*)•

(*) La difficulté que résout ici M. de Mïssery 5 n'est pas plus particulière à la
question qu'il s'est proposée qu'à toute autre : elle se reproduira toutes les foi*
qu'on se permettra d'ocrer de la manière indiquée art. 17.

On dit communément qu'on peut, sans troubler l'égalité » multiplier ou diviser
les deux membres d'une équation par une mcme quantité ; el cela est très-vrai s si la
multiplicateur ou le diviseur est entièrement connu et différent de zéro \ mais oa
ïie saurait, dans le cas contraire, user de cette faculté y sans s'exposer aux plus gravea
erreurs ; d'autant qu'il peut souvent arriver que l'équation n'ait lieu qu'en vertu du
fadeur introduit ou supprimé. On peut même affirmer qu'à l'aide d'un tel procédé , i{
n'est aucune proposition absurde dont on ne puisse donner une démonstration ap-*
parente , ni aucune proposition évidente dont , à l'inverse % on ne parvienne aussi, du
Bioins en apparence , à démontrer la fausseté. De quelle négligence ne sont
donc pas coupables ceux qui, écrivant des ék'mens > gardent un silence absolu sur
ce point capital, ou même ne s'y arrêtent, pour ainsi dire, qu'en passant, et sans
y insister fortement ?

Les mêmes considérations prouvent que y passé le premier degré 5 on ne saurait
user avec trop de circonspection de certains modes particuliers d'élimination , séduisans
par leur brièveté 5 mais qui ont souvent le double inconvénient de faire évanouir
des racines utiles à la question qu'on traite , et de les remplacer par d'autres qui
lui sont absolument étrangères..

( Note des rédacteurs* )
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QUESTIONS RÉSOLUES.

Démonstration du théorème énoncé à la page 62
de ce çolame j

Par un ABONN E*

OUR parvenir au but que je me propose d'atteindre 5 je vais d'abord*
établir quelques principes que 5 pour plus de brièveté 5 je me contenterai
d'énoncer 7 d'autant que leur déirionstration ne saurait souffrir de dif-»
ficulté.

1. Dans tout tronc de pyramide, à bases parallèles ou non paral-
lèles 9 le point d'intersection , soit de deux côtés 5 soit de deux dia-
gonales , soit enfin d'un côté et d une diagonale de Fune des bases 3

et le point déterminé par l'Intersection des deux lignes correspondantes
de l'autre base, sont deux pointa d'une droite qui passe par le sommet
de la pyramide (*)•

2« H en est de même , en général 9 pour toute droite passant pa?
des points qui , dans les deux bases, sont des intersections de lignes
correspondantes»

3, Dans tout tronc de pyramide, à bases non parallèles > les points
d'Intersection 5 soit des côtés correspondant, soit des diagonales corres-

(*) On ne suppose pas $ dans cette proposition et dans les suivantes % que îes
lieux bases du tronc soient essentiellement des polygones convexes ; et on admet
mémo que le sommet de la pymmide peut se trouver compris entre le$ plana
ÛQ ces deux bases»
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pondantes des deux bases , sont tous situés sur une même ligne droite 9

laquelle n'est autre chose que l'intersection des plans de ces deux bases.
4- En général, des droites qui 7 dans les deux bases ? sont déter-

minées par des points correspondais 7 concourent à l'intersection des
plans de ces deux bases.

5. De quelque manière que soit situé ? par rapport à un plan , un
système de droites originales concourant en un même point, et en
quelque lieu qu'on suppose l'œil d'un spectateur 9 autre cependant que
le point de concours de ces droites 5 leur perspective sur ce plan ne
pourra être qu'un système de droites parallèles 9 ou un système de
droites concourant en un même point, suivant que le point de con-
cours des droites originales sera sur le plan conduit ? parallèlement
à celui du tableau ? par l'œil du spectateur f ou qu'il sera hors da
ce plan«-

6. Réciproquement, fout système de droites , parallèles , ou concou-
rant en un même point, tracées sur un même plan, peut être considéré
comme la perspective d'un système de droites originales concourant en
un même point ; et il est même aisé de voir que cela peut avoir lieu
d'une infinité de manières différantes*

7. Les perspectives 7 sur un plan quelconque, des deux bases d'un
tronc de pyramide 9 à bases parallèles ou non parallèles , sont, deux
polygones d'un même nombre de côtés, tels ( 1 et 2. ) que les droites
qui joignent leurs points correspondans ( 5 ) sont parallèles ou con-
courent en un même point ;- en outre , si les -côtés de ces polygones
ne sont pas parallèles chacun à chacun, les intersections des lignes
correspondantes de l'un et de l'autre se trouveront toutes ( 3 et 4 )
$ur une même ligne droite*

8. Etant données Tune <hs bases et les grandeurs et directions de
trois arêtes latérales d'un tronc de pyramide 5 ce tronc se trouve en-
tièrement déterminé. II faut seulement, pour que sa construction soit
possible 5 que les trois arêtes latérales données concourent en un même
point ; ce, point est alors le sommet de la pyramide ; on connaît donc
les directions de toutes les arêtes latérales j, et ? comme ear connaît aussi

trois
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trois points du plan de la base inconnue, ce plan est entièrement dé-
•terminé , et ses intersections avec les directions des arêtes latérales dé-
terminent les longueurs de ces arêtes 7 et 9 en même temps 5 les sommets
de tous les angles de la base inconnue.

g. Un tronc de pyramide étant donné , sa perspective (pour une
situation donnée de Fœil et du tableau ) est aussi donnée ; donc ( 8 )
étant données? sur un plan, la perspective de l'une des bases d'un tronc
de pyramide v et les perspectives de trois de ses arêtes latérales , la
perspective du tronc se trouve entièrement déterminée , et il doit être
possible d'en achever la construction. Voici de quelle manière on peut
procéder pour y parvenir :

j .° Soient d, df, d/f
9 • . « • . . . les côtés du polygone, perspective

de l'une des bases , que je désignerai par ( S ) ; soient ^ , «^ y 7 ,
les côtés du polygone , perspective de l'autre base , que je désignerai
par ( S ) ; soient p 9 p/

9 pf/
9 • . . . , . les sommets des angles du po-

lygone ( S ) : p étant l'intersection de d et d/
 9 p; Fintersection de d;

et d/f, et ainsi de suite ; soient , en outre , «r, « / , &/f, • les
sommets des angles du polygone ( 2 ) : «r étant l'intersection de § et
y , -&* celle de y et ^ ; / , et ainsi de suite ; soient 9 enfin , D v D7 et
D / ; , les perspectives des arêtes latérales : D joignant p et ^ 5

D7 joignant p/ et ^\ et ainsi de Suite.
2.0 On suppose que l'on donne le polygone ( S ) ; ce qui entraîne

la connaissance des droites d 9 d;, du, . . • . . • • • • et celle des points
p 9 p/, pf/ > . . • • « . ; on suppose ? en outre 5 que l'on donne les gran-
deurs et directions des droites D 5 D /

 v D 7 / , ce qui entraîne la déter-
mination des points sr9 sr7 9 7s-/f, et conséquemment celle des droites
y et y ; et il s'agit de déterminer tout le reste.

3.° D'abord 5 pour que le problème soit possible, il faut ( 5 ) que
D ? D7 5 D7/ soient parallèles ou concourent en un même point ; en
supposant donc qu'il en soit ainsi, si, par les points p///

9 p/f/t'«, .•.•*,
on mène des droites parallèles à celles-là , ou concourant au même
point qu'elles, il est clair que ces dernières indiqueront les directions
de D / 7 / , D w / , eïi sorte qu'il ne s'agira plus que d'assigner les points

Torn. L 2 a
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v*n^ -&nn^ . .* . , ,« • où elles doivent se terminer; attendu que la dé*
termination de ces points entraînera celle des droites ^ /7/

5 £ / / / /
9 .••••

• 4-° Mais il est clair que tout se réduit à doimer une méthode pour
déterminer i / / / . En effet , ce point étant détermine , on connaîtra tou-
jours le polygone ( S ) , on connaîtra de plus les grandeurs et di-
rection, de D ; , D;/ et D w ; on se trouvera donc, pour la détermi-*
nation de -a///f

y dans les mômes circonstances.où on s'était trouvé pour
la détermination de -&/f/ ; et par conséquent il suffira , pour obtenir
ce point, de répéter le même procédé, lequel conduira , par une suite
de semblables opérations 5 à la détermination des autres points incon-
nus , en quelque nombre qu'on les suppose. Voyons donc comment
jious pourrons déterminer le point ^r//7.

5*° Soient prolongées cl1 et df/l jusqu'à leur point de concours m^7

et soit conduit, par ce point m/, une droite 1 / parallèle à D , D ; ,
D'7 , . * . . . . , ou concourant au même point qu'elles; cette droite 1 /
contiendra (7) le point pf de concours des droites tf et £ ; / / ; en prolon-
geant donc y ? jusqu'à sa rencontre avec L / , on obtiendra le point
ftf ; et 9 comme ce point est sur y ; /

 9 dont on connaît déjà le point
T»//

 5 cette droite y / / se trouvera déterminée ; on -pourra donc la cons-
truire ? et son intersection avec D /7/

 5 dont la direction est déjà connue s

déterminera le point cherché w///. I/ïnspection des figures 8 et 9
mettra cette construction dans tout son jour,

10. On voit que, pour chaque nouveau point, tel que *a>n/, qu'on
veut déterminer , on est obligé d'avoir recours à un point auxiliaire ?

tel que p/ ; de manière qu'après la construction achevée , on se trouvera
avoir deux fois autant de points qu'on en cherchait ; si donc m ex-
prime le nombre des angles des polygones ( S ) et ( S ) , comme trois
Àes points de ( S ) sont donnés P on aura déterminé 2 (rn — 3) ou
2/72—6 points de ce polygone, qui, joints aux trois points déjà donnés
ou pris arbitrairement, feront en tout zm—3,

11. Ainsi 5 un polygone de 772 côtés étant donne ou construit arbî *
trairement sur un plaix, il est toujours possible, i.° de construire,
$u,r ce plan , un autre polygone , aussi de 771 côtés , de manière qu est
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joignant deux à deux 9 par des droites 9 2m—3 points du premier avec
leurs correspondans dans le second 5 ces droites soient parallèles ou con-
courent en un même point ; et ? s'il en est ainsi v comme alors la figure
qu'on aura construite sera la perspective d'un tronc de pyramide v il
arrivera ? de soi-même ( 7 ) ; 2.0 que toutes les autres droites qui join-
dront des points correspondans des deux polygones ? seront parallèles
aux premières ? ou concourront au même point qu'elle ; et qu'enfin
3.° les intersections des lignes correspondantes ? dans les deux poly-
gones 5 seront toutes situées sur une même ligne droite ? si toutefois
ces lignes ne sont pas parallèles; mais on voit que s si seulement quel-
ques-unes de ces lignes étaient parallèles entre elles, elles devraient
Fètre aussi à la droite qui contiendrait les intersections de toutes les
autres deux à deux.

12. Si Ton fait actuellement attention qu'en général tout système
de rn droites qui se coupent deux à deux, sur un même plan , forme
un polygone de m côtés , on reconnaîtra sans peine ? dans les
propositions qui viennent d'être énoncées, celles qui se trouvent à
l'endroit déjà cité de ce recueil ; de manière que la démonstration de
ces dernières se trouve renfermée dans ce qui précède.

13. La construction que j'ai indiquée ( 9 ) était la plus propre à
conduire à la démonstration que j'avais principalement en vue; maïs,
comme le problème auquel cette construction se rapporte se présente
fréquemment dans le tracé des figures de géométrie 7 on ne sera pas
fâché j je pense 5 d'en trouver ici une solution plus commode que 9

pour plus de clarté , j'appliquerai à un exemple particulier»

Soit ABCDE (fig. 10 et 11 ) la perspective donnée de l'une des
bases, soit d'un tronc de pyramide, soit d'un tronc de prisme ; soient
AA7

 ? BBX, CCX ? les perspectives 9 aussi données , de trois de ses arêtes
latérales consécutives ; et proposons-nous d'achever la construction de
la perspective de ce tronc*

Soient d'abord menées D D ' et E E /
3 parallèles a A A ' , BB ' , CC^

(fig. 1 0 ) , ou concourant au même point qu'elles ( fig* n ) ; soient
ensuite prolongés BA et B;A; jusqu'à leur point de concours A/; %
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puis BC et WCy jusqu'à leur point de concours en O7 ; en menant
A//O/, cette droite sera la perspective de l'intersection des plans desf
deux bases ; menant donc et prolongeant les diagonales BD, BE ?

jusqu'à la rencontre de A^C/7 en D7/ et E " , si l'on mène ensuite
B'D" et B'E", coupant DD' et E E ' e n D ' e t E ' , ces points D' et E /

seront les sommels d'angles cherchés ; de manière qu'en menant C/D7 >
D'E' et EyA;

 9 la construction sera terminée»
- Au surplus , l'obligation oxx sont les côtés correspondais des deux
polygones de concourir en un même point de A^O7 peut fournir ?

§oit une autre construction 5 soit un moyen de vérifier celle-ci.
14- La construction serait peu différente si ? au lieu des trois points

A ; , B7
 5 O , situés sur AA;

 ? BB/
v CC/, on en donnait trois autres

situés sur les perspectives de trois droites quelconques, parallèles aux
arêtes ( fig. i o ) , ou concourant au sommet ( fig. 11 ).

i5. On pourrait aussi ne donner qu'un seul point de l'une ou de
l'autre sorte, et remplacer les deux * autres par la perspective K!fÇJf

de l'intersection des plans des deux bases.
' i6» Les mêmes constructions peuvent aussi être appliquées à la ré-
solution des deux problèmes survans :

i.° Etant données la perspective d'un cône ou d'un cylindre, droit
ou oblique ; celles de trois droites passant par le sommet du cône %

ou parallèles à celle qui joint les centres des deux bases du cylindre ;
et enfin ? celles de trois points situés sur ces droites ; déterminer
tant de points cjuon poudra de la perspective de la section du cène
eu du cylindre par un plan passant par les trois points dont les
perspectives sont données ?

2»° Etant données la perspective d'un cène ou d'un cylindre ̂  droit
ou oblique ; celle de l intersection d'un plan qui le coupe avec le plan
de sa base ; celle d'une droite passant par le sommet du cône, ou
parallèle à celle qui joint les centres des. deux bases du cylindre ;
et enfin celle du point*.où le plan coupant rencontre cette dernière
droite ; déterminer tant de points qu'on voudra de la perspective*
de la section ? ,
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La solution de ces problèmes , déduite des méthode^ expôsëes ci-

dessus 9 sera incomparablement plus courte et plus simple que celles

^ fournirait la géométrie descriptive proprement dite.

Théorèmes sur les triangles , relatifs à la page 64

de ces Annales ;

Par M. LHUXLIER, professeur de mathématiques à l'académie

impériale de Genève,

THEOREME* Dans tout triangle, le quarrè de la distance des

centres des cercles qui lui sont inscrits et circonscrits >. est égal au

rectangle du rayon du cercle circonscrit, par Vexcès du même rayon

sur le double de celui du cercle inscrit ( * ) .

(*) Ce théorème a aussi été adressé, mais sans démonstration , aux Rédacteurs des
jLnnahs ,par M Kramp, professeur doyen de la faculté des sciences à Strasbourg*

Le même théorème est connu des Rédacteurs depuis 1807 , il leur fut communiqué,
à cette époque , par feu M. Mahieu, professeur de mathématiques «au collège d'Alais , '
qui le tenait de M. Maisonneuve, ingénieur des mines. Yoici de quelle manière M.
Mciisènneuve y était "parvenu.

Eh désignant par c , c ; , df, les trois cotés du triangle , et par D la distance
entre les centres des cercles inscrit et circonscrit ? on trouve, sans beaucoup de
peine ,

C 2 C /2 c / /

(c+c/+c/0(c+c/—

ïBals on sait qu'en désignant par R le rayon du cercle circonscrit, par r celui
àù Pinscrit, et par T Pake du triangle , on a ces trois expressions ;
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§• L

LE MME. Bans tout triangle, la hase esta la hauteur,
le produit du sinus de Vangle au sommet par h sinus total est au
produit des sinus des angles à la base.

i'6TE= (c+c'+c'OCc+tf

sT ==r(c+c'+c'O ?

4RT = cc'c" ^

des deux dernières équations on tire d'abord ;

cr/c"

comparant ensuite le quarré de la troisième à la première , on

41 . ic+c'-J-c") (c+c-'—c") CcH-c"—c) (ç^

et parlant t ^

qui n'est que îa traduction, analitique du théorème de M, Lnuilîery ët>q&'.
€§t aussi celle de M. Kramp*

Ces sortes de rencontres , qui n^ôtent rîen an surglus au mérite personnel de
chaque inventeur, ne sauraient être fort rares dans les sciences exactes, où Toa
marche constamment dans la voie de k vérité ; e'est ainsi que M. Mahieu, ver̂ .
lrépoque déjà indiquée y trouva le théorème suivant, auquel M, Lhuiiier est/aussi
parvenu de son côté , ( voyez ses Elémens d'analise géométrique et d'analise &l-
gèbrique ; Genève 1809 , pag. 224 ) *

a Si l'on désigne par r , r ' , tn, f/r, les rnyons des quatre cercles qui peuvent
tt toucher à la fdis les trois- cotés d'un même triangle , considérés comme des droites.
fc indéEnies j et par T Paire dç ce triangle, on aura T=Vl>lVr/'r///t "

C Nate des éditeurs* )
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Soit ABC un triangle donf. AB est la base, et dont CQ est la-

hauteur (fig. 12). J'affirme que AB ; CQ = i*;Sin.C : Sin.A.S.in,B,
"Démonstration*

AB z ÂG=Sin.C : Sin.B,

AC : G Q = i . Sîn.A;

donc AB : CQ = Sin,C; Sin.A.Sin.B.

COROLLAIRE, Dans tout triangle, un des côtés est au rayon
>«4u cercle inscrit, comme le produit du sinus total par le cosinus
de la moitié de F angle opposé à ce côté est au produit des sinus
ides demi-angles qui lui sont adjacens*

En eflet 9 le triangle qui, ayant son sommet au centre du cercîe
inscrit, a pour base le côté dont il Vagit, a sa hauteur égale au
rayon de ce cercle ; de plus 5 ses angles , à la base ̂  sont moitié des
angles correspondons du premier triangle ; enlin 9 son angle , au som-
met 9 est le supplément du complément de la moitié de Fangle a»
sommet du même triangle,

§• IL

LEMME CONNU. Dans tout triangle, h rayon du cercle tir*
conscrit est à l'un des côtés, comme le sinus total est au doubla
du sinus de l'angle opposé à ce cètè*

§• ni.

LEMME. D'ans tout triangle^ le rayon du cercle circonscrit est
au rayon du cercle inscrit > comme le cube du sinus total est â
cjiiatrefois le produit continuel des sinus des demi-angles du triangle*

Soit ABC un triangle; que les rayons des cercles, dont Fun lui
e$t circonscrit et dont l'autre lui çst inscrit, "soient désignés par R
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et r respectivement; j'affirme que R : r = i 3 : 4Sin.f A.Sin.fB.Sin,fC.

Démonstration. • •

AB : r = i xCos.fC : Sin.f A.Sin.iB. , ( §. I. Coroll. )

R : AB = l : aSin.C ; (§-H.)

donc, R : r = i*xCos.iC : 2Sin.iA.Sin.iB.Sin. C ,

SÇHOLIE. Quatre fois le produit continuel du sinus des demï-
angles d'un triangle, est égal au produit du quarré du sinus total par
l'excès de la somme des cosinus des angles de ce triangle sur ee sinus
total. ,, .

• En.effet, Cos.A+Cos.B-{-Cos.C— i =Cos.A-hCos.B—2Sin.airC

= aCos.i (A-fB) Cos.i (A—B)—2Sïn.'i

= 2Sin.; C {Cos.i (A—B) — Cos.i (A-4-B) \

= 4Sin.;A.Sin.|B.Sin.iC,

On peut aussi exprimer ce produit continueL dans les côtés
triangle.

En effet,

Sïn.fB- T/k{-

Sm.-C""" MX iK

kB—AC+BC) xK— AB+AC+BC)

BAXAC

Al^—MO+AC)Xr(—AB4-BC+AG)
1 ABXBC

;AC—BC+AB)XK—-AC+BG+AB);

dona.,
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donc ,

ï(AB+BC-CA)Xi(AE-BC+CA)Xi(-AE+BC+CA)
— - — — •

ABXBCXCA

K—AB+BC+CA)

ABxBGxCAxf(AB+BC+CA)

ABC

ABXBCXCAX~(AB+BC+CA)

S. iv.

THÉORÈME. Le quarrè de la distance des centres de deux cercles P

dont lun est circonscrit à un triangle 9 et dont Vautre lui est ins->
crit 2 est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit par ïexcès
de ce rayon sur le double de celui du cercle inscrit.

Soit ABC un triangle 3 soient Z et z les centres de deux cercles 9

dont l'un est circonscrit au triangle, et dont l'autre lui est inscrit\

que les rayons de ces cercles soient 72 et r > j'affirme que Zz =,
R(R—2r).

Démonstration. Soient ZP et zp? perpendiculaires à Fun des cotés s

tels que AB.

Zl* = (ZP—zP)2+ (AP—AP)2

^AZ'—2ZPxzp—2Ap X AP-f-zp" +Ap^

=7272— 2RrCos.C—APXAB+A^+>T (*)

=7272—272r+4^Sin.3^C—ApxBp+r/- (**)

(*) A cause de sAP=AB et de ZP=AZ Cos. AZV=R Cos.G.
O A cause de Cos. C=î—z SIn.2|C.

( Notes des éditeurs, )
Tom h
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in.2fC—rr(Cot.f A.Cot.iB—

=R(R—2r)+4RrSm.*{C—rrx
Sin. j A Sin. ~B

.iC—rx ,. .
5m. i-

( §. m. )

§. V.

Corollaire* I/équatîon Zz ZZLR(R—zr) détermine la relation qui
règne entre les distances des centres et les rayons de deux cercles,
dont Tun est circonscrit à un triangle 5 et dont l'autre lui est inscrit ;
de manière que deux de ces quantités étant données ? la troisième est
déterminée*

Ainsi, (i?—r\ ~Xz -\-<rr

et zr~ ou R: i?+Zz=i2—Zz : 2t

Savoir : le quarré de la différence des rayons des deux cercles est
égal à la somme des quarrés de la distance des centres et du rayon
du cercle inscrit.

Le rayon du cercle circonscrit est à la somme de ce rayon et dç

kC) A cause de A p ^ p , Cot. zAp=r. Cot. £ A, et de Bp~zp, Cot. zBpsw, Col. \ B,

( Note des éditeurs, )
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la distance des centres, comme la différence de ce rayon et de celte
distance est au double du rayon du cercle inscrit.

§•

La relation entre la distance des centres de deux cercles et les
rayons R et r de ces cercles , étant telle qu'il vient d'être dit ; si on
circonscrit au cercle dont le rayon est r un triangle dont un des côtés
Soit une corde de l'autre cercle , ce triangle sera inscrit à ce dernier
cercle; et réciproquement, si Ton inscrit au cercle dont le rayon est
H un triangle dont un des côtés soit tangent à l'autre cercle ? ce
triangle sera circonscrit à ce dernier cercle.

Il y a donc un nombre illimité de triangles qui peuvent être à la
fois inscrits à un cercle et circonscrits à un autre cercle , lorsque les
rayons de ces cercles et la distance de leurs centres sont liés par l'é~

quation Zz = R(R—2r).
Pour que cette inscription et cette circonscription simultanées soient

possibles , on doit avoir R ^ s r . Lorsque R~j2r, alors Zz = o; les

deux cercles sont concentriques ; les triangles sont équilatéraux , et ils
diffèrent entre eux seulement par la position de leurs côtés.

Lorsque l'inscription et la circonscription simultanées sont possibles ?

pour que le problème soit déterminé, on doit ajouter, sur le triangle
à construire , quelque autre condition indépendante de l'équation

Exemple* Que Ton donne un angle du triangle cherché , tel que
Pangle C. Le cercle dont le rayon est R fait connaître le côté AB ?

opposé à cet angle, par l'équation AB^^TZSin.C. Dans le triangle
ABC , dont on connaît l'angle C, on connaît aussi la somme des
angles A et B ; de plus, dans la proportion AB : r = Cos.~C : Sin.^A*
Sin;|B, on connaît le quatrième terme, savoir, le produit des sinus
des demi-angles dont la somme est donnée; mais 5 ^Sin.^
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Cos.{(À—B) — Cos.f(A+B) ; donc , on connaît le cosinus de la demi-*
différence des angles A et B ; et partant on connaît aussi la dejni~
différence de ces angles, et on les connaît Tun et l'autre»

On a.

~ . Cos.̂ C
A13

Comme la plus grande valeur de Cos.-(A—B) est l'unité, on doiî
avoir :

>

d'où

r < zRSln.'-C (i —Sin.iC) ,
ou encore

r <4#Sin.f C.Sin.* (45°—^C).

dans le cas de la limite, le triangle est isocèle»

§. VI I .

Ce qui vient d'être développé 9 sur le cercle circonscrit et sur le cerclç
inscrit à un triangle, peut être appliqué 5 avec de légers changemens 5

au cercle circonscrit et à l'un des trois cercles exinscrits à ce même
triangle 5 savoir : à un cercle qui touche un des côtés du triangle ex-
térieurement ? et les prolongemens des deux autres cotés ( Voyez mos
Élémens d'analyse, etc , §, 131 • )•
• Comme le rayon du cercle exinscrit à un triangle, dans l'un de
ses angles 5 a, relativement au côté qu'il touche extérieurement 5 une
direction opposée à celle du rayon du cercle inscrit ; dans la formule

ï& ^JX{R°~>«-zr) % on doit changer le signe de r 5 ee qui donne l'é-
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quation Zz zz jR( i î+2r) 9 savoir : le quarré de la distance des centres
de deux cercles dont F un est circonscrit à un triangle, et dont l'autre
lui est exinscrit, est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit
par la somme de ce rayon, et du double du rayon du cercle exinscrit.

On peut parvenir à cette équation immédiatement, sans partir de
ia doctrine des quantités négatives, et de la correspondance-qui a lieu
entre les ehangemens de direction et le changement des signes, en
procédant comme il suit :

i.° Dans tout triangle, la base est au rayon du cercle exinscrit»
relatif à cette base , comme le produit du sinus total par -le cosinus
du demi-angle opposé à la base, .est au produit du cosinus des demi-*
angles à la base,

2.0 Dans tout triangle, le rayon du cercle circonscrit est au rayon
de Fun des cercles exinscrits, comme le cube du sinus total est à
quatre fois le produit continuel des cosinus des demi-angles à la base t

et du sinus du demi-angle qui lui est opposé.

Scholie. ^os.-A.Cos.^B.Sin^C^Cos.A+Cos.B—Cos.C+x,

ABC*

* ABxBCxCAxK—AB+BC+CA)

THÉORÈME» Le quarte de la distance des centres de deux cercles
dont Vun est circonscrit à ce triangle, et dont Vautre lui est ex-*
inscrit, est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit par la
somme de ce rayon et du double de celui du cercle exinscrit»

Soit ABC un triangle ; soit Z le centre du cercle circonscrit, et j?

json rayon; soit z' le centre d'un cercle exinscrit à ce triangle, dan$

l'angle C ; et soit rf son rayon : j'affirme que Zz/ = j

Démonstration» Soit z7p7 perpendiculaire à AB«

- A P 0
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RR-h zRr'Cos. C—Ap' X P '

J*(iH-ar>>—aflr/( i —Cos.C)~rVTang. f A.Tang. i B+rV

^(i—Tang.iA.Tang.iB)

Cos.iA.Cos.iB

§. VII,

(*) De toute cette analise dérive naturellement la démonstration des deux
énoncés à la page 64 de ce volume.

En reprenant, en effet, les symboles employés dans la première note, de Pé-
quatiori :

on tirera successivement :

R*—D*

Gr, la valeur unique de r , donnée par la première formule, étant toujours
possible, tant que R n'est pas nul , et étant de plus positive , lorsqu'on a R > D f

on en peut conclure, i.a qu'un point étant donné arbitrairement, dans Vintérieur
Hun cercle dont le rayon est R % et à une distance D de son centre ; il y $
toujours une longueur 9 et une seule longueur r, laquelle étant prise pour rayoh
d*un nouveau cercle, ayant son centre au poinp donné ;*il arrivera qtfun mênyt
triangle pourra être à la J'ois inscrit au premier des deux cercles et circonscrit
au second.

Quant à la seconde formule , bien qu'elle donne pour R deux valeurs essentiel-
lement réelles, Tune positive et l'autre négative » et cela indépendamment du iiap-
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QUESTIONS PROPOSÉES.
Problème de Géométrie.

U N cercle étant donné, le partager, par un nombre limité d'opé-
rations faîtes avec la règle et le compas seulement, en un nombre
donné quelconque de parties 9 égales à la fois en surface et en contour*

i Autre problème.

Concevons, qu'après avoir divisé tous les côtés d'un polygone quel-
conque en m parties égales 5 on prenne sur [es deux côtés de chacun
de ses angles, et à partir de son sommet P n de ces parties ? n étant
< 7 m. .

Si l'on coupe les angles du polygone par des droites qui passent
par les points déterminés de cette manière sur chacun de leurs côtés,
on transformera ce polygone en un autre d'un nombre de côtés
double. ..

On pourra opérer sur ce nouveau polygone de la même manière
qul l vient d'être dit pour le premier j e t , si l'on poursuit continuel-

port de grandeur entre r et D ; comme néanmoins le changement du signe de
r ne fait simplement que changer les signes de ces valeurs, sans en changer la
grandeur absolue, on en doit conclure que Tune d'elles , savoir, r — \fr2^D2

 ? est
relative au cercle que M» Lhuilier appelle exinscrit 3 et que par conséquent la valeur
de R. 3 relative au cercle inscrit, est unique , comme celle de r dans la première
formule. Ainsi ? a.0 un point étant donné arbitrairement ? sur le plan d'un cercle dont
le rayon est r , 'et à une distance quelconque D de son centre, il y a toujours
une longueur , et une seule longueur R , laquelle étant prise pour rayon d'un
nouvê&u cercle, ayant son centre au point donné , il arrivera qu'un même triangh
pourra être t à lu fois 9 circonscrit au premier des deux cercles et inscrit au second*

( Note des éditeurs* )
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lement ainsi, on formera une suite de polygones 5 tels que le nombre
des côtés de chacun sera constamment double du nombre de ceux du
précédent, dont celui-ci fera nécessairement partie ^ si le polygone donné
est convexe.

On conçoit 5 enfin 9 que tous ces polygones seront circonscrits à une
même courbe fermée 9 qui pourra être considérée comme leur limita
commune.

En supposant donc que le polygone primitif soit donné , ainsi que
les nombres m et n > on propose de déterminer la nature de cette
courbe ?

Vrohlème d'anaîise*,

Tous ceux qui ont écrit sur le calcul différentiel se sont occupés f

avec plus ou moins de détails , du changement de la variable indé-
pendante 5 dans les fonctions différentielles où cette variable est unique ,
et ont donné des règles pour effectuer ce changement.

Mais 5 dans les traités même les plus étendus 9 on ne trouve absolu-
ment rien de relatif au changement des variables indépendantes , dans
les fonctions différentielles de plusieurs variables : changement quî
pourtant peut être souvent utile, soit pour simplifier les formules y

soit pour faciliter leur intégration, soit enfin pour rendre possible 9

par la différentiation des équations 5 l'élimination de certaines variables
qu5on aurait d'abord considérées comme indépendantes.

Afin donc que cette omission se trouve réparée, autant du moîna
que peuvent Fexiger les besoins les plus ordinaires de la géométrie
et de l'analise ; on propose d'indiquer ce <ju*il faut substituer, dan& les
formules 9 à la place des cinq coefficiens différentiels %

àz àz fcz fez âzzî
dx 5 ây * dx* * dy* 9 dxdy '

lorsqu*on passe de l'hypothèse où z est fonction de oc et de y9 \
celle dans laquelle x y y, z, sont, toutes trois ? fonctions dte§

• nouvelles variables indépendantes t et u l
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ASTRONOMIE.

Sur le quadrilatère sphérique bi-reclangle ;

Par M. KRAMP , professeur , doyen de la faculté des sciences
de l'académie de Strasbourg.

ï . JLJE théorème de trigonométrie sphérique , dont les applications
nombreuses à l'astronomie seront enseignées dans ce mémoire ? peut
être énoncé ainsi qu'il suit : Tout quadrilatère sphérique bi-rectangle
est immédiatement réductible au triangle sphérique obliquangle*

2. Le quadrilatère sphérique peut être bi-rectangle de deux ma-
nières. Dans la première , les deux angles droits A et B ( fig. ï ) ,
du quadrilatère ABDE 9 sont adjacens au même côté A B. Alors, pro-
longeant les côtés AD et BE jusqu'au point C, qui sera le pôle de.
Tare A B ? on a ara :

Le côté AB, égal à l'angle C;

Le côté AD ? égal au complément du côté CD;

Le côté BE ? égal au complément du côté CE ;

Le côté DE 9 commun au quadrilatère ABDE et au triangle CDE;

L'angle ADE 5 supplément de l'angle CDE;

L'angle BED 9 supplément de l'angle CED»
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Ainsi, le quadrilatère A B D E sera entièrement réduit au triangle

spliérique CDE^ et toutes les formules déH&ontrées fmà$ le triangle

seront immédiatement applicables à ce quadrilatère.

3. Dans la seconde ? les deux angles droits A et L ( fig. 2 ) , du

quadrilatère sphérique E A S L 9 s o n t diagonalementopposés l'un à l'au-

tre. Ce quadrilatère se rencontre fréquemment en astronomie. Un des

cas les plus communs c,*t celui mi îe côté E A désigne Féquateur, le

côté E L Fécîipilque v et S une étoile quelconque, On aura alors ,

L'angle E = a l'obliquité de Fécliptique;

L'angle P S L n à l'angle de position ;

Le côté AE. = à Fascenslon droite J

Le coté A S = à la déclinaison ;

Le côté E L = à la longitude ;

Le côté S L ^ à la latitude (* ) .

(*) Outre les deux quadrilatères qui viennent d'être considérés par l'auteur, on
peut encore , comme Ta fait M. Carnot, relativement aux figures planes reclilîgnes,
considérer les quadrilatères des figures 3 et 4 , dans lesquels deux côtés opposés
§e coupent, et 011, pour mieux faire saisir, leur analogie avec les premiers , noua
$vons désigné les points correspondant à ceux dçs figures 1 et_2 par le*
mêmes lettres. La théorie de ces quadrilatères ne dillérant pas essenlUlkment da
celle des quadrilatères dont s'occupe M» Kramp dans son mémoire , nous
croyons suffisant de les faire remarquer.. Nous observerons seulement, i.° que
le quadrilatère de la figure 4 e§t celui qu'il faut employer ? toutes les fois que
l'étoile n'est point comprise entre i'écliptique et Tëquateur ; 2.^ que les quadrila-
tères des figures 1 et 3 peuvent, entre autres usages , servir à résoudre ces deux
questions générales, dont chacune en contient quatre particulières ;

i.° De ces quatre choses : les déclinaisons , la différence des ascensions droites ,
et la distance angulaire eh deux , étoiles } trois quelconques étant ^connues 9 de™
terminer la quatrième ?

a»0 De tes quatre akoses : les latitudes , la différence des longitudes de deuss
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4. Pour fixer les idées ? nous allons considérer le quadrilatère sphé-

rique bi-rectangle sous ce dernier point de rue. Mais 9 pour abréger»
nous désignerons : . l

\
Par E •. . . l'obliquité de Técliptique ? ou l'angle A

Par S . . . . l'angle de position 5 bu l'angle P S L ;

Par À .."..l'ascension droite de l'astre ? ou ]'arc AE ;,

Par A ' , • . . l a déclinaison de l'astre, ou î'arc A S ;

Par L . . . . la longitude de l'astre , ou l'arc E L ;

Par I / . . . . l a latîtade de l'astre ? ou l'arc SL.

5. Prolongeons le côté AS jusqu'en P 9 pôle de l'arc A E ; prolon-
geons de même- l'arc SL jusqu'en Q , pôle de l'arc E L ; ei menons
les arcs de grands cercles E P 9 E Q y P Q : les quatre arcs A P ? E P S

XvQ , E Q ? seront ainsi des quarts de circonférence; et l'arc PQ sera
la mesure de l'angle P E Q ? égal à l'angle A E L . On aura? par con-
séquent, dans le triangle SPQ ?

Le côté S P = 9 o ô — A ^

Le côté

Le côté

étoiles y et leur distance angulaire ^ trois quelconques étant connues, déterminer
la quatrième ?

On peut, au surplus, à ces deux questions, substituer la suivante , plus géné-
rale, qui en comprend vingt et une particulières 5 et peut fournir quarante-deux
formules :

De ces sept choses : les déclinaisons, les latitudes, la différence des ascensions
droites , celle des longitudes, et la distance angulaire de deux étoiles , cinq
quelconques étant connues ? déterminer les deunc autres ?

< Note des éditeurs. )
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L'angle PSQ=S;

L'angle SPQ=9O°+A;

L'angle SQP^go0—L.

Ainsi, le triangle SPQ sera entièrement représentatif du quadrila-
tère bi-rectangle AESL ; tous les angles et côtés de l'un se retrou-
veront dans les angles et côtés de l'autre.

6* Appliquant d'abord au triangle SPQ le théorème par lequel, dans
tout triangle sphérique, les sinus des angles sont proportionnels à ceux
des côtés opposés 5 on aura les trois, proportions qui suivent :

( i )• Cos. A; : Cos. L=Sin. E : Sin. S y

( 2 ) . Cos. L/ : Cos. A = Sin. E : Sin. S \

( 3 ). Cos. A : Cos. L = Cos.IV : Cos.A'.

La dernière proportion se tire immédiatement des deux triangles EAS
et EL S v rectangles en A et L ; ils fournissent :

Cos.ES = Cos:EA.Cos.ASj

Cos, ES—Cos. E L. Cos, L S.

4'ou Ton tire :

Cos, A, Cos*A/—Cos. L» Cos*I/# _ .

7» Appliquant à ce même triangle SPQ le théorème en yertu du~
quel on passe des trois côtés ? supposés donnés ? aux trois angles da
îxiangle ^ on aura les trois équations qui suivent :

Cos.E + Sin.A/.Sin.L/

(4). CS

x Sn.A'+.Cos.E.Sin.L'
(D). Sm.L = ^r-^rz;—r:
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Sin.L' + Cos. E.Sin.À'
(6). Sin.A=-

Sin. E. Cos. A/

Ces trois formules renferment la solution du problème qui suit : Con-
naissant la déclinaison et la latitude d'un astre9 trouver sa longi*
tude 9 son ascension droite et son angle de position ?_

8. De ces trois formules 5 on tire de plus :

( 7 )• CosJE ^Cos.S.Cos.A7. Cos.L/—Sin.A7. Sin.L/ ;

( 8 ) - Sin.A'=Sin.E.Sin.L. Cos.L/—Cos.E. Sin.L/ ;

( g )• SinX /==SinJLSin.A. Cos.A7—Cos.E. S i n ^ .

Au moyen de la seconde 9 on déduit la déclinaison de la longitude et
de la latitude ; et la troisième fait connaître la latitude 9 lorsque l'as-
cension droite et la déclinaison sont données.

9, On connaît de même les formules moyennant lesquelles on trouve
les côtés d'un triangle sphérique dont on connaît les angles. En les
appliquant de même au triangle SPQ ? on rencontre les expressions
littérales qui suivent ;

• \ >̂ T-I Cos.S'—Sm.À.Sin.L
( i o )• Cos.xîi =

( xi ). SIn.A'=

( 1 2 ) , Sin.iy=

Cos.A. Cos.L.

SinX—Sin.A.Cos.S

Cos.A.Sin.S

Sin.A—Cos.S.Sin.L

Sin. S* Cos.L

Elles renferment la solution du problème : Connaissant la longi-
tude 5 l'ascension droite d'un astre 9 et son angle de position, trouver
sa latitude et sa déclinaison*

i o» De ces trois formules , on tire encore celles qui suivent :

i3 )• Gos,S^Cos.E# GostA.Cos.L+Sin,AtSin.L ;
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( 14 ). SinX=Sin.A'.Cos.À. Sin.S+Sin.A.Cos.S ;

( i5 ) . SinA==Sia.iy.Sin.S.Cos.lH-Cos.S.SînJL .

La première est remarquable : elle apprend à trouver l'angle de
sitlon ? lorsqu'on connaît la longitude et l'ascension droite.

I I . Appliquons de même au triangle SPQ les formules qui font
trouver deux angles d'un triangle spherique dont on connaît le troi-
sième et les > deux côtes qui le comprennent ; on parvient à la solu-
tion des problèmes qui saivent.

En regardant comme donnés les deux côtés SP et P Q ? et l'angle
compris SPQ, on aura :

16). Tang.L =
_<Tang.A'.Sin.E+Sin.A.Cos.E

Cos. A

Cos.A'. Cot.E+Sin. A. Sin.A'
( 1 7 ) . Cot.S = — .

Ainsi ? connaissant, outre l'obliquité de l'écliptique , l'ascension droite
et la déclinaison d'un astre ? on trouvera ? par ces formules 7 sa lon-
gitude et son angle de position.

En supposant donnés les deux côtés PQ et SQ , et l'angle com-
pris PQS ? on aura ;

7
Cos.L

(19 ) . Tang.A= ^ .

Âînsî, connaissant ? outre l'obliquité , la longitude et la latitude d'un
astre, on trouvera, par ces formules, son ascension droite et son angle
de position.

Considérant enfin comme donnés les deux côtés PS et QS , et l'angle
compris PSQ^ on aura :
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. . _, Tana-A'. Cos.T,'-4-ros.S.S'nL'
( 2 0 ) . Tang.L= - — ;

, N ._ . Tanc.L'.Cos.A'+Cos.S.Sîn.A'
( a i ) . Tang.A = — 2 _ _ .

12. Appliquant aussi au triangle SPQ les formules qui apprennent
# à trouver deux côtés d'un triangle spliérique ? dont on contrait le troi-

sième côté et les deux angles adjacens j on parviendra à là solution
des problèmes qui suivent.

En regardant comme donnés le côté SQ arec les angles adjacens
P S Q et P Q S , on aura:

Cot.S. Cos.L—Sin.L. Sîn.L^

, « x ™ A > Tang.L. Sin.S—Cos.S. Sin.I/

En supposant donnés h côté PS avec les angles adjaeens P S Q et
S P Q 9 011 aura :

. x _ __ Cot.S. Cos^Â—Sin.A. Sin.A'

( 24 ). CotE= - — ;

(25). Tang.I/=
Cos.A7

Considérant enfin comme donnés le côté TQ avec les deux angles
îjacens PQS et Q P S , on trouvera:

J •> x m * Tanff.L. Cos.A—Sîn.A. Cos.E
( , 6 ) . T a n g . A - • ^ • ;

x ™ ^ Tanff.A.Co«.L~Sîn.L.Cos.E
(37). Tang.I/= ^-j . -
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Elles nous apprennent à trouver la latitude et la déclinaison d'un

astre dont on connaît la longitude et l'ascension droite,
i 3 . Les problèmes dont nous venons de donner la solution sont au

nombre de trente-six. Nous allons en donner l'aperçu dans la table
qui sait. Nous rappellerons encore que nous désignons

Par E 9 . . • . l'obliquité de l'écliptique ;

Par A , • . . . l'ascension droite ;

Par A ' , . . . . la déclinaison ;

Par L ? . . . . la longitude ;

Par L 7 , . . . . la latitude ;

Par S 5 • • , . l'angle de position.

Dans les quatorze premiers de ces problèmes«, l'obliquité de Téelip-
tique est au nombre des quantités données 5 et l'angle de position n'en
est point ; savoir :

Data* Quœsita.

E , A , A' , L . (16) .

E 5 A , A / 9 L/. ( 9 ) .

E , A, A' , S. ( i 7 >

E , L , iy , A , ( 19).

E 5 L , XJ , A'. ( 8 ).

E , L> L 7 , S. (18).

E , À, L , . . . . ' M ( 26 ).

E , A, L , I / . ( 27 ).

E i A, L 5 S . ( i 3 ) .

E
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Data* Quœsita*

E, A', 1/ , • . v . . . . A. (6) .

E , A', 1/ , . . L. (5) .

E, A/, L/ / / . V . .V. . . . . . . S. (4).

E , A , 1/ , S. ( a ) .

E ? A ' , L , .- . . . - . ' . - • ' S. ( i ) .

Quatre autres problèmes sont compris dans la proportion ( 3 ) , en
vertu de laquelle le produit des cosinus de l'ascension droite et de la
déclinaison est égal à celui des cosinus de la longitude et de la la-
titude j il en résulte que ? connaissant trois de ces quatre quantités 9

on peut toujours trouver la quatrième par une simple règle de trois»
Dans les quatre problèmes qui suivent ? on suppose qu'outre l'obli-

quité de Técliptique et l'angle de position ? on connaît Tune des quatre
quantités A ? K/ , L , L/. On en trouve la solution par l'une ou l'autre
des proportions ( i ) et ( 2 )•

Enfin ? dans les quatorze derniers ? l'angle de position est au nom-
bre des quantités données, tandis que l'obliquité de Fécliptique n'e»
est pas , savoir :

Data. Quœsita*

S, A , A' , . . • . . . . . . • . . . L . (14) .

S, A , A' , ! / • ( a5 ) .

S, A , A' E . (24).

S, L , 1/ , A . ( i 5 ) .

S, L , L^ , • • . . • A'- ( 23 )•

S y JLJ y \J ? * * * « « * « * « e * • • E • ^ 2 2 \

Tom I. «23
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Data. Quasita.

S, A , L , A', ( I I ) .

S , A , L , . . . ' . . L'. (12) .

S , A , L , E . ( 10 ) .

S , A ' , 1/ , A. (21) .

S , A' , 1/ , L. ( 20 ).

S , A ' , 1 / - , E. ( 7 ).

S , A , 1/ , E. ( 2 ).

S , A ' , L , E. ( 1 ).

i4« Le but de'ce mémoire est de faire voir comment, par des for-
mules faciles et simples, on peut toujours déterminer trois des six
quantités E , A , A / , L , IV, S , lorsqu'on connaît les trois autres ;
et que la solution de toutes les questions qui s'y rapportent , ne
suppose , dans tous les cas , que la simple connaissance du triangle
sphérique.
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STATIQUE.

Recherches nouvelles sur les conditions d'équilibre} dans
un système libre, de forme invariable ;

Par M, GERGONNE»

*J 'AI donne* , au commencement de ce volume ( * ) , une méthode pair
laquelle on parvient directement aux conditions de l'équilibre , entre des
puissances dirigées d'une manière quelconque dans l'espace , et appli-
quées à des points invariablement liés entre eux.

Cette méthode consiste à introduire ? dans le système 5 des puissan-
ces arbitraires > mais telles néanmoins que , soit en les composant en-
tre elles ? soit en les combinant avec celles du système primitif, on
soit également conduit à une résultante effective ( ** ). Ôri conçoit
en effet que 7 pour parvenir aux conditions cherchées 9 il n'est plus
alors question que d'exprimer que la résultante du système modifié
est identiquement la même que celle des puissances arbitrairement
introduites.

Pour assujettir ces puissances arbitraires à la double condition d'a-
voir à elles seules une résultante effective 3 et d'en fournir une aussi

( * ) Page 4 et suivantes.

{** ) «Pemploîe ici cette expression pour désigner une résultante qui n'est
appliquée à une distance infinie.
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par leur combinaison avec les puissances primitives du système ? je
me suis trouvé obligé d'établir six- équations entre les premières (**)•
J'ai prouvé que 9 dans tous les cas 5 ces équations ne seraient pas suf-
fisantes pour déterminer les . grandeur et direction des puissances in-
troduites ; et j'en ai conclu que les conditions exigées pourraient tou-
jours être satisfaites 9 et même d'une infinité de manières différentes.

Un savant. ? dont .j'ambitionne <le suffrage et l'estime 5 mVfait, contre
ce raisonnement , une objection sérieuse que je m'étais au surplus déjà
faite à moi-même 9 postérieurement à l'impression du. mémoire dont
il s'agit. Cette objection consiste,, en ce que ? pour prouver que des.
quantités sont assignables 9 il ne suffit pas de faire voir qu'elles sont
en plus grand nombre que les équations qui les lient , attendu 4ju*un
problème n'est pas toujours possible par cela seul qu'il est indéterminé,
et que souvent, dans ce cas , ses conditions ne peuvent être remplies

, qu'au moyen de certaines relations entre les donnée^, qu'il renferme»
Afin .donc de mettre cette théorie à. l'abri de toute atteinte 5 il eût

été nécessaire de prouver que les équations que j'avais établies ne se
trouvaient pas dans le cas d'exception que je viens de mentionner ;
et il s'offrait 9 pour parvenir à ce but $ un moyen bien simple 3 en
apparence: c'était de sortir dç dessous le signe S lesTsix indéterminées

. A77 W 9 C/; A /7
? B / 7 , C7/, Qen chercher les valeurs en fonction des

données et des- autres arbitraires du système, d'en, cqnclure les valeurs
de i - f X ' , B"fY.j C-f-Z, et de prouver qu'à Faide de ce que ces
dernières valeurs renfermaient d'indéterminé 5 il serait toujours possible
fie faire, en sorte qu'aucune d'elles ne devînt nulle.

Mais ? en examinant la chose avec plus d'attention , je ne tardai
pas d'apercevoir que cette voie de démonstration m'engagerait dans des

• calculs et des discussions qui feraient perdre à mon procédé une gratide
partie de la brièveté qae j'avais principalement eu en vue.

J 'ar donc "préféré revenir sur le fond même de la ^méthode ,~ et fe

f ^*) Ces ëquations ,qpi se, trouvent aux pages 8 et Q du mémoire , y sant âé~
signées par ( I ) et ( I I ) ,
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suis parvenu ainsi à lui donner une extrême simplicité'. C'est sous cette
nouvelle forme que je vais l'exposer, en supposant toujours connues

.et la composition des forces qui concourent en un point, et celle des
forces parallèles % dans le cas où elles ont une résultante unique et
effective,

L E M M E L

Quels que soient le nombre et la nature des puissances d'un sys-
tème 9 ce ̂ système peut toujours être réduit à deux puissances qffec*
tives au plus.

Démonstration. I. Soit imaginé un plan ? situé comme on le voudra
par rapport au système , et soit décomposé chacune des forces qui

-pourraient lui. être parallèles 7 en deux autres qui ne le soient pas; ce
qui pourra toujours être fait d'une infinité de manières différentes.
-Toutes les forces du système rencontreront alors le plan arbitraire.

II. Soit décomposé chaque force 9 au point où elle rencontre ce plan,
en deux autres 9 dont Tune y soit contenue et dont l'autre lui soit
perpendiculaire. Par ce procédé , tout le système se trouvera réduit
à deux groupes de forces dont les unes seront dans un même plan,
tandis que les autres seront perpendiculaires à ce plan ? et conséquent*
ment parallèles entre elles,

III. Les puissances de cette dernière sorte pourront toujours, comme
Ton sait ? être réduites à deux au plus lesquelles , étant parallèles en-
tre elles et aux composantes , seront dans un même plan perpendi-
culaire au premier. Si , au contraire, elles peuvent se composer
en une seule , on pourra toujours v par la direction de celle-ci , con-
duire un plan 9 qui sera également perpendiculaire à l'autre , mais
dont alors la situation demeurera indéterminée. Ainsi 9 dans tous les
cas 5 les puissances du système pourront être réduites à des forces
contenues dans deux plans perpendiculaires entre eux, et se coupant

, eonséquemjment suivant une certaine droite.
IV. Soit pris arbitrairement deux points sur cette droite , et soit
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pr is , aussi arbitrairement, un point sur la direction de chacune des
forces comprises dans l'un et l'autre plans , dont elle est l'intersec-
tion ; en joignant chacun des points de la dernière sorte aux deux
premiers par deux droites , chaque force pourra être décomposée en
deux autres , dirigées suivant ces droites ; et , cette décomposition
faite, toutes les puissances du système se trouveront réduites à deux
groupes de forces qui 5 dans chaque groupe ? seront appliquées à un
même point.

V. Or des puissances qui agissent sur un même point , peuvent tou-*
jours , si elles ne se détruisent pas , être composées en iî*fe seule 9

agissant aussi sur ce point ; donc , par l'effet de cette dernière opéra-
tion j le système se trouvera réduit, comme l'annonce la proposition ?

à deux puissances effectives, au plus.

On peut même dire généralement que , dans tous les cas , le sys-
tème se réduira en effet à deux puissances ? en sous-entendant que
l'une ou l'autre, ou toutes les deux peuvent être des puissances nu l -
les 5 appliquées à des points quelconques 5 suivant des directions ar-
bitraires* ~~

LE MME II.

Pour que deux puissances se fassent équilibre, il est nécessaire
et il suffit qu'elles soient égales et directement opposées.

Démonstration. Comme il est de soi-même évident que deux puis-
sances se font équilibre 5 lorsqu'elles sont égales et directement oppo-*
sées, il ne peut être question ici que de prouver que l'équilibre ne
peut subsister entre deux puissances que dans ce cas unique.

O r , les deux puissances peuvent être ou n'être pas dans un même
plan ; et , lorsqu'elles y sont 5 elles peuvent ou agir suivant une même
droite 9 ou concourir en un même point 5 ou enfin être parallèles ; ce
qui fait en tout quatre cas que nous allons considérer successivement,

I. Deux puissances qui agissent suivant une même droite ayant une
résultante égale à leur somme ou- à leur différence 9 suivant qu'elles
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agissent dans le même sens ou en sens contraire ? cette résultante ne
peut être nulle > et conséquemment il ne peut y avoir équilibre ? à
moins que ces deux puissances ne soient égales et agissent en sens
contraire ; ce qui est le cas indiqué dans Pénoneé de la proposition»

IL Si deux puissances concourent en un même point ? elles auront
une résultante représentée, tant en grandeur qu'en direction v par
la diagonale du parallélogramme construit sur les grandeurs et direc-
tions de ces forces ; e t , comme cette diagonale ne sera jamais nulle 9

il s'ensuit que jamais de telles forces ne pourront se faire équilibre*
III. Si les deux puissances sont parallèles ? et qu'elles agissent dans

le même, sens, elles auront une résultante égale à leur somme, et con-
séquemment elles ne seront pas en équilibre.

S i , agissant en sens contraire 5 elles sont inégales 5 elles auront une
résultante égale à leur différence ? et conséquemment elles ne seront
pas non plus en équilibre.

Si enfin 5 agissant toujours en sens contraire ? elles sont égales ?

elles formeront alors un couple ; et on sait qu'un tel système ne sau-
rait être de lui-même en équilibre (*)•

(*) Si j'admets ici cette dernière proposition , ce n'est pas cependant que je la re-
garde comme suffisamment établie dans les élémens de statique qui ont été publiés
jusqu'à ce jour ,* je crois môme qu'il «st extrêmement difficile, pour ne pas dire
impossible , de la prouver nettement à priori*

Beaucoup d'auteurs se sont contentés de la déduire des formules qui donnent les
grandeur et situation de la résultante de deux forces qui agissent parallèlement et
en sens contraire ; mais s outre que, pour que ce moyen de démonstration fût
concluant ? il 1 «mirait prouver qu'une résultante zéro , appliquée à une distance
infinie, ne peut être remplacée par la même résultante appliquée à une distance
finie. ïl n'est pas exact, en général ? d'appliquer des formules à un cas pour lequel
elles n'ont pas été construites, elle problème, si connu 9 des deux lumières, montre
qu'une pareille application peut souvent conduire à des conséquences absurdes. Mais
Ce dernier problème peut du moins être traité pour le cas particulier où les intensités
des deux lumières sont égales, et on obtient ainsi le résultat qui convient véritable-
ment à ce cas ; tandis que ? û l'on applique a la composition de deux forces égales
Ct parallèles , agissant en $ens contraire , les raisonnement qui conduisent à la
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IV, Considérons enfin le cas où les deux puissances ne peuvent être

comprises dans un même plan; soit P et Q ( fig. 5 ) ces deux forces;
XZ et TV les plans parallèles qui les contiennent ; et AB la perpen-
diculaire commune à leurs directions \ soit enfin BN la projection 9 sur
XZ 9 de la direction de P ; soit fait 5 dans ce plan , l'angle

résultante de ces forces, lorsqu'elles sont inégales, iL sera impossible de parvenir
à aucune conclusion.

C'est sans doute parce qu'il a senti cette difficulté > que M. Poinsot, qui avait
un grand intérêt à bien établir cette proposition , sur laquelle repose toute sa stati-
que , a cru devoir étayer, par divers raisonnement, les conclusions que lui avait
fourni le calcul ; mais ces raisonneniens portent principalement sur ce qu'un
même système ne saurait admettre deux résultantes distinctes, ou , en d'autres
termes , sur ce que deux puissances, distinctes ne sauraient être équivalentes : pro-
position vraie dans tous les cas, et évidente dans un grand nombre, mais qui
cesse d*être telle , lorsque les deux puissances , étant égales et parallèles, agis-
sent dans le même sens.

Loin qu'il soit évident de soi-même que deux puissances égales et parallèles 5

agissant dans le même sens , ne sont pas équivalentes , et ne peuvent consequem-
tnent être substituées l'une à l'autre , il serait, au contraire , facile de prouver t

par un raisonnement très-spécieux, qu'une puissance peut être transportée en un
point quelconque parallèlement à elle-même. « Lorsqu'une puissance est appliquée
v à Pun des points d'un corps >f , dîrait-on , a son action sur ce corps ne peut
v être , en effet, que de faire avancer ce point en ligne droite, suivant sa direction^
>f et conséquemment f par la liaison des parties de ce corps , de faire décrire
tt à tous les points qui le composent, des droites parallèles avec des vitesses égales ;
n résultat auquel on parviendra pareillement, en appliquant la puissance dont il
tt s'agit à un autre point quelconque, pourvu qu'on lui conserve sa grandeur et su
f» direction. >t

On ne saurait même douter qu*il nen dût être ainsi, pour une force unique
appliquée à un corps dépouillé de masse, du moines tant que ce corps serait parfai*-
tement libre , mais non point pour plusieurs forces ; puisqu'alors Teffet que chacune
cfelles tendait à produire se trouverait contrarié par l'action des autres ; et , sit n'en est
pas ainsi, dans la nature, pour une force unique, appliquée à un corps parfaite-
ment libre , c'est seulement parce qce la niasse de ce corps donne naissance à
itne force d'inertie qui contrarie l'action de celle qui lui est appliquée.

On verra , au surplus , dans la note suivante t que la théorie qiùm expose ici
peut être rendue indépendante de toutes ces difficultés,
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NBQ ? et soît appliqué au point B 5 suivant BQ' , une force Q / : =Q ; les
deux puissances Q et Q7 étant dans une situation absolument sembla-
ble 5 par rapport à P , si Q pouvait faire équilibre à P ? il en devrait
-être de même de Qf qui ? par conséquent, serait équivalente à Q ; donc
la puissance Q7/ égale et directement opposée à Q 7 , et lui faisant con-
séquemment équilibre 5 devrait aussi faire équilibre à Q ; donc enfin
deux puissances Q et Q/y

 P concourant en un même point B , se fe-
raient équilibre ? ce qui est absurde ( II ). Ainsi 9 le cas où deux puis-
sances sont égales et directement opposées est Tunique où elles se fas-
sent équilibre ( * ).

Problème.

Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour tèquiïi-
ire entre les puissances d'un système de forme invariable , absolu^
ment libre dans Vespace?

Solution* II vient d être prouvé ( Lemme !• ) que tout système peut
toujours 9 quelle qu'en soit la nature , être réduit à deux puissances
effectives; et (Lemme IL) que9 pour qu'il y ait équilibre entre deux

(*) Voici comment celte importante proposition peut être démontrée, indépendam^
ment de la considération des couples,

II est d'aboi d évident que , si des puissances se font équilibre , leur équilibre
ne pourra être troublé par l'introduction dans leur système3 d'un axe fixe, autour
duquel ce système ne puisse prendre qu'un mouvement de rotation; d'où il résulte
que , si des puissances ne se font pas équilibre autour d'un tel axe, l'équilibre n'aura
pas plus lieu entre elles , si cet axe cesse d'exister.

O r , ex cepté le cas particulier où deux puissances agissent suivant îa même droite f

et pour lequel la proposition à établir est évidente d'elle-même', il n'est pas difficile
de se convaincre qu'il est toujours possible d'introduire dans leur système uti axe fixe-
tellement situé que ces puissances tendent toutes deiiit à produire , dans le même
sens, un mouvement de rotation autour de cet ax<i , et tendent cons-équemnieni à
produire un mouvement effectif. Si donc elles ne sont- pas même en équilibre autour
d'un axe Exe fr elles ne le seront pas y à plus forte raison > lorsqu'elles auront toute
liberté d'agir.

Tom L 24



1?8 CONDITIONS
puissances > il est \ la fois nécessaire et suffisant que ces deux-puis-
sances soient égales et directement opposées.

On peut donc dire 5 d'après cela que , pour qu'il y ait équilibre v
dans UF2 système de forme invariable 9 absolument libre dans Ves-
pace «, il est nécessaire et suffisant que les deux puissances auxquelles
il peut toujours être recuit ^ soient égales et directement opposées. Il
ne s?agit donc 5 pour résoudre le problème proposé , que de traduire
cette proposition en analise ? et c'est là une chose extrêmement facile,
comme on va le voir :

Soit en effet P 9 P ' , P / ; , . . . . . . 9 des puissances dirigées dans l'es-
pace d'une manière quelconque, et appliquées à des points invaria-
blement liés entre eux ; soit ccf

 v y
/, z/ , les coordonnées rectangulaires

du point d'application de P ; ; soit de plus X / ; Y\ 7J , ses compo-
santes parallèles aux axes5 et soit adopté des notations analogues pour
les autres puissances du système*

Soit réduit ( Lemme I. ) tout le système à deux puissances seu-~
lement; soit t, u 9

 {/ P les coordonnées du point d'application de la pre-
mière ; T 9 U 9 V 5 ses composantes parallèles aux axes ; t1, uf , vf

 P

les coordonnées âa point d'application ^de la seconde et T /
5 U /

Ç V /
9

ses composantes parallèles aux axes» Par le principe de' la composi-
- tion des forces parallèles 9 nous aurons :

(¥) CommeV par le Lemme I , ces équations peuvent toujours être saiisfaitf s ,
il en résulte cette conséquence analitiqtie, qui peut trouver quelquefois' son appli^

cation > savoir : que si , enU'e des indétemiinées X 5 Y ? Z« ? X
; j . ï ' 3 U ? x 5 y % $ *

ac/
 9 y

f
 9 zf s et les quantités connues quelconques &>b$cidieij

>
9g)hik'9 on a

les neuf équations:
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Présentement , pour qu'il y ait équilibre clans le système , il est né-

cessaire et il suffit ( Lemme IL ) que les deux puissances auxquelles
IÏOUS l'avons réduit soient à la fois égales et directement opposées: of,
cela exige d'abord que les composantes de chacune, parallèles aux axes ,
ne diffèrent des composantes de l'autre, parallèles aux mêmes axes,
que par le signe seulement; ce qui donne i.°

T>=— T , U ' = r - U , V '=—V j

éliminant T7 , U / , V7
 9 des neuf équations ci-dessus , au moyen de

celles-là , elles deviendront : . ,

Alors , les deux puissances étant égales, parallèles et agissant en sens
contraire ? il suffira , pour leur équilibre , qu'elles aient un point com-
mun ; c'est-à-dire , qu'il suffira que les coordonnées de l'un des points
de la direction de l'une satisfassent aux équations de l'autre ; or, l'une
d'elles a pour ses équations :

V ( W ) = T ( z - , ) , V ( r - K ) = U ( z - , ) ;

et, comme tf, uf, vr, sont les coordonnées de l'un des points de la
direction de l'autre 5 on devra avoir 2.0

ou

t—t') = T(?—*>')

éliminant les binômes /—if et u—uf des équations ci-dessus , au moyen
de celles-là, et faisant en outre, pour abréger, T~m~V et U = /zV?

elles deviendront :

ces équations ne seront jamais impossibles , c'est-à-dire, qu'on pourra toujours y sa-
tisfaire par des valeurs réelles et finies des indéterminées qu'elles renferment.

Il en sera donc de même de tout système d'équations déduites de celles-là , par Pé~
iiminatioa de quelques-unes des variables entre lesquelles elles établissent des relations.
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£(Z ' )=o ,
éliminant enfin , entre ces dernières, les trois quantités :

étrangères au système primitif, on obtiendra ainsi les six équations :

lesquelles expriment conséqaemment les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour l'équilibre de ce système.

GEOMETRIE ANALITIQUE.
Méthodes directes pour résoudre , dans tous les cas ,

cette question : Etant donné d'espèce et de position sur
un plan, une courbe quelconque du second degré 9 pla-
cée comme on voudra f par rapport aux axes des coor-
données ; établir l'équation numérique de cette courbe ?

relativement à sa situation actuelle ?

Par M. RAYMOKD , professeur de mathématiques au collège
de Chambéri ? membre de plusieurs sociétés savantes.

'A MM.-LES RÉDACTEURS DES ANNALES,

MESSIEURS ,

JL/ARTICLE que fai Phonnetir de TOUS adresser est sans doute de peu
d'importance} mai$ TOUS ayez annoncé que vous donneriez sur-tout
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TOtre attention aux vues qui auraient pour objet l'utilité et la sim-
plicité de l'enseignement des mathématiques ; sous ce rapport v j'ai
pensé que voas ne dédaigneriez pas quelques détails propres à abré^
ger les recherches des élèves 5 dans la matière dont il s'agit. J'ai donc
rhonneur de vous transmettre ces détails 5 en attendant que je puisse
m'occuper de quelque objet plus digne d'intéresser vos lecteurs.

Les traités élémentaires de MM. Lacroix ? Biot 5 Lefrançais, Gar-
nier, etc. , fournissent bien aux élèves les données nécessaires pour
la solution de la question inverse de celle posée ci-dessus, savoir.» de
la question : Étant donnée une équation numérique quelconque s du
second degré 5 déterminer Vespèce et la position de la courbe à la-
quelle elle appartient,, et construire cette courbe graphiquement ? Mais
ces ouvrages ne donnent aucun moyen direct d'arriver à la solution
de la première question v et il est nécessaire pour les élèves de la sa-
voir résoudre en général et avec facilité. Nous allons donc nous en
occuper successivement ? pour chaque espèce de courbe*

ï, Commençons par rappeler que Féquation générale \

Aj^+B^j+C^ 24-Df+E^4-F^:o ,

étant résolue par rapport à y ? peut être mise sous cette forme :

# ' et xN représentant les abscisses des limites , dans le sens des s 5
auquel caa le diamètre de la courbe, dans la même sens, a pour
équation 1

B D

La résolution ? par rapport à oc 7 donne les résultats analogues I
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B E

2. i.° Pour l'ellipse. Soit l'ellipse 1LFL/ ( fig.6 ) disposée de telle
manière que l'on ait :

A D = - , A E = 2 , A B = 4 , A B ' = 8 , 0 L = 2 .
2.

le diamètre DF aura pour équation :
a 3

J 4 :
substituant donc 9 sous le radical 5 les valeurs r

w— / <rif— 8

Téquation totale deviendra :

— — OC— i
4

Mettant sous le radical la valeur de x relative au centre O de la
courbe et faisant ainsi :

# = AC=:—6 ,

la partie radicale de Fordonnée exprimera alors la valeur du
diamètre OL 3 et Ton posera par conséquent :

y x—4=2,

ce qui déterminera la valeur numérique da facteur j l'on aura

ainsi :
B*—4AC _ 4-4 _

l

d'où :
3 3 -M / •

4 * r
Isolant le radical, élevant tout au carré, transposant et réduisant % OK
aura enfin :
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équation cherchée , dont on constatera Inexactitude par la discussion.

Le procédé serait absolument semblable ? si l'on donnait les limites
de la courbe 5 dans le sens des y*

3. Soit O ( iig. 7 ) un point considéré comme le résultat de la con-
traction d'une ellipse réduite à ce point ; soient :

A D = 2 , A E = 2 , A B ~ 5 .

L'équation du diamètre DO sera :

y
On a ici ;

#/ = #":= 5 ,
d'où;

en substituant l'abscisse relative au centre ? qui-est de même valeur
que la limite unique , et observant que tout diamètre de la courbe
est nul ? on trouvera ;

o

ce qui nous apprend qu'on peut donner à ce facteur la valeur qu'on
voudra. Nous choisirons la plus simple P et 5 attendu qu'il est toujours
négatif t dans l'ellipse, nous le ferons =—-i ; nous aurons ainsi r

Isolant le radical 5 élevant au carré1, transposant et réduisant, il vien*»
tira enfin :

29 = o

(*) îl est facile de se rendre raison de l'indétermination qu'on rencontre ici pour la

valeur de ^ — ™ ^ ) si en effet on pose ce coefficient = T W , il viendra :. •

'où i en transposant et faisant disparaître le radical
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4- 2.° Pour Vhyperbole. Soit une hyperbole, disposée comme dans
la fig, 8 5 et telle qu'on ait ;

A D = i 5 A E = 3 ? AB=5 , A B ^ i 9 OL=3*

L'équation du diamètre sera :

et , à cause de ^ = 5 et de ^ z z — i , on aura pour la courbe :

Mettant sous le radical, à la place de x ? la valeur de A C = 2 , et
comparant ce radical, ainsi modifié ? à la valeur de O L , prise sous
une forme imaginaire , par la raison que le second diamètre ne saa-
irait rencontrer la courbe ? on fera ainsi :

4AC)
A i — x — 9 = 3 / — i ;

er y lorsque m est positif, comme on ie suppose ici , cette équation ne peut être satîs*î
faite qu'en posant séparément

y—x—a=o et m(x—5)==o %

ou, plus simplement y

y x Z=ZQ et JC—5=0 J

d'où Ton voit que le coefficient m disparaît de lui-même. De plus r comme Ton &

(y—#

on devra avoir, dans le cas actuel, mr r—.
o

On voit par là qu'un même point conjugué peut être exprimé par une infinité
<féquations numériques différentes*

( Note des éditeurs, )

ce
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ce qui donne , toutes réductions faites ,

9/2—6xy—8x2-+-i 8/+3o^r+54 = o.

5. Soit l'hyperbole de la fig. 9 , et supposons que Ton ait r

Le diamètre IV 9 dans le sens des x, aura pour équation ;

y=-—x—2 ;

ce diamètre ne pouvant rencontrer la courbe 9 les limites AB et A F
qui le déterminent doivent être introduits dans l'équation sous la forme
imaginaire ? et il faut faire :

—i=z\/—1 9 xt'—kVs/*—1=—2)/—1 1

ee qui donne :
(x—x')(x—x»)~x*-\~4 :

ainsi 5 on aura :

Faisant maintenant, sous le radical5 j — o , attendu que Pabscisse re-
lative au centre est nulle ? et observant que le diamètre L I / est réel 9

on posera :

d où :

Ainsi ? Péquation

> -

B

deviendra :

4A»

2—4A(

4A*

3 9

4

ou :
6x—20 = 0.

6- Soit Fhyperbole de la fîg. 10, rapportée aux asymptotes OS
et OZ ; supposons que Fasymptote OZ soit parallèle à l'axe AY des
ordonnées 9 ce qui annonce déjà que le quarré de y manquera dans
Téquation cherchée» Soient ensuite :

A Z = A S = 3 , A G = A H = 2 , AB-6, A K = | .

Tom. h s5
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I/asymptote OS aura pour équation:

et celle de l'asymptote OZ sera :
OC —— •"•i"1"" o 5

d'où : j-4-2#—6 = 0 et

Comme ces deux équations appartiennent au système commun deê
lignes OS et OZ 9 on les combinera par voie de multiplication et
Ton aura ;

xy-\~2x2-{-3y—18 = 0 ;

équation qui suffirait , si Ton ne cherchait qu'à représenter le sys-
tème des asymptotes dont il s'agit; mais, comme la courbe existe,
il faut tenir compte des données que fournit sa situation» Or «> on voit
que l'équation finale doit être telle que, x.° si l'on y fait #^=o? oïl
doit trouver ;

d'où : 3 j—8~o ;

2.° si l'on y fait j = o , il doit venir :

d'où : ^2 = i{ , et par conséquent , zx*—8 = o ;

ce qui indique que le terme indépendant des variables doit être'—8,
et qu'ainsi l'équation cherchée sera :

#/+2#a+3y—8 = o.
Et en effet 9 outre les deux hypothèses alternatives ocz^o et y~of

gui donnent des résultats convenables 5 on tire de cettç équation ;
10

résultat qui, dans le cas de ^ ^ c o 5 se réduit à

qui est bien l'équation de l'asymptote O S ; pareillement 5 on aura
jr=^oo , si l'on fait x^z—3 9 qui est Téquatiou de l'autre asymptote O Z.
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7. Soit encore l'hyperbole de la fig, 11 , dont Fasymptote OS est

parallèle à Taxe AX ? ce qui fera manquer ? dans l'équation ? le quarré
de pc ; soient ,

l'asymptote OS aura pour équation 9

et celle de l'asymptote OZ ? ordonnée relativement à Taxe AY? sera :

Multipliant ces deux équations par ordre , on obtiendra pour celle du
système asymptotique :

2x = o.

Mais v à cause de A G = 3 ? on voit que l'hypothèse de yr ro entraînera
la condition œ = 3 , d'où :

ce qui fait voir que le terme indépendant des variables doit être + 6 f

et qu'ainsi l'équation cherchée sera :

3 ^ J + 3 J 2 — 2 ^ + 6 = 0 y

€e qui se vérifiera aisément par la discussion.
8. 3.° Pour la paralole. En revenant à l'équation générale (1) et

laissant d'abord la valeur de y sous cette forme ;

on voit que la condition attachée à la parabole

B3—4AC = o ,
réduit cette valeur à ce qui suit :

valeur qui peut se mettre sous cette forme :
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yc? représentant l'abscisse de la limite unique de la courbe dans le sens des jr#

II faut, en outre , se rappeler que , si Ton remplace x , sous 1©
radical, par l'abscisse relative au paramètre , ce radical exprime alors

la moitié du paramètre.
9. Cela posé ? soit la parabole NIN /(fig. 12 ) dont le paramètre Nî

soit égal à 4\/2 *> soient en outre :

A B = 2 , BI = 2 , d?où 1 0 ^ / ^ * 5 AC = 3,

Le diamètre AO a pour équation :

en aura donc , pour la courbe*, à cause de x?~

Faisant donc #i=AC = 3 , on posera (8) :

y 2 ( B D - 2 AL)

„ , aÇBDa.\E)_Q

dou : "*• • • ,. — o ;
4 A -

ainsi 9 Téquation chercliée sera :

—2) 7

ou y%—'ixy-^rpc'2'—8#-4-16 ^3 o«

P . 5. Permettez-moi 5 MM. , de saisir cette occasion pour indi-
quer ? en passant, une forme assez élégante à laquelle on peut ra^
mener l'expression du volume d'une portion d'hyperboloïde de révo-*
lution terminée par un pian perpendiculaire à l'axe.

Ce volume étant équivalent P comme Fon sait, au volume du trône
de cône engendré par le trapèze asyniptotique correspoudaat » moins
h rolume du cylindre de môme hauteur et d'un diamètre égal au
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second axe de la courbe ; si l'on fait ( fig. i3 ) I X = # 9 Oï —#, IB=^
l'expression analitique du volume engendré par le segment hyper-
bolique ICX, sera ;

quantité qui peut s'écrire ainsi :

Or, si Ton mène IE parallèle à l'asymptote OD ? les triangles sem-
blables OBI et IEX donnent :

*t ainsi —*~ exprime Taire du cercle décrit par XE ; d'où il suit

que l'expression (A) représente un cône ayant pour base le cercle dé-
crit par XE 9 et pour hauteur Tabacisse IX , plus un cylindre de même
base que ce cône et d'une hauteur XG^OI^^r .

Par conséquent 9 le volume de Phyperboloïde engendré par le segment
ICX sera équivalent au volume engendré par la révolution du ira*
pèze IEFG autour de IG.

Cet énoncé me paraît utile 9 dans les élémens , comme réunissant 5

à la fois ? la commodité pour la mémoire ? la simplicité de l'expressioa
et la facilité du calcul»

*Tai l'honneur d'être, etc.

G, M. RAYMOND.

(*) Ce que l'on vérifie aisément , au surplus, en substituant, dans la formule

)'zdoQ ? la valeur de y2 tirée de l'équation de la courbe 9 intégrant et

condtante pour le sommet I de l'hyperboloïde»
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE.
Recherche de l'aire dun polygone ? en fonction des coor-

données de ses sommets ;

Par M. DE STAINVILLE (*) , répétiteur à l'école impériale
polytechnique.

, C/ 9 ( y ^ C 7 ^ , . » . . . , les côtés successifs d'un polygone ;

* , /s 9 «/ ? p' 9 ^ 7 jS", ^ / / ;
5 iS^/j ? les coordonnées de ses som-

mets. Si d'un point pris dans l'intérieur du polygone 9 et dont les coor-

données sont x1 et yf
 ? on abaisse des perpendiculaires sur les direc-

tions de ses côtés , leurs expressions seront respectivement :

y—axr—b y!—afxf—hf yf

e~a v af
 5 ctu

 ? al1/^ • «•••'., désignant respectivement les tangentes trig

nométriques des angles que font les côtés cv cf
 v c/f

5 ctf/
 ? 5 avec

Taxe des abscisses 9 et b , ' b 1
5 b/;

 5 bn/, 5 les ordonnées de cea

côtés qai répondent à l'origine (**)• Si Pon multiplie la première par

(*) IVL de Stainville a adressé aux rédacteurs une solution du problème i-€r de la
page 17 de ce volume , semblable en tout à celle qui a éto donnée par M, Encontre.
Ils regrettent de ne l'avofr pas reçue assez tôt pour la mentionner en son lieu. Ils
croient devoir indiquer , parmi les ouvrages où se trouve résolu le problème auquel
celui-là se réduit , celui qui a pour titre : Recueil de problèmes résolus par des
considérations purement géométriques ; à,Paris, chez Courtier.

( Note des éditeurs. )

(**) Soient xf etyf lès coordonnées du poîrt M ( %. i4 ) ; ^ de ce point on afcaisse
deux perpendiculaires MP et MQ , l'une à la d.oite BP, dont l'équation esty—ax*^b f

et l'autre à Taxe BX des abscisses , on aura un tr'angle MOP , rectangle en P , qui
donnera MP—MO Sin. MOP=MO Cos. y ; or MO est égal à l'ordonnée du point M,
diminuée de l'ordonnée de la droite BP qui correspond à Pabscisse AQ=xf'; ainsi, cette
©rdonnée z=zaxf-\-b ; donc MOrrj'—ax!—b \ û donc on désigne par/? la perpendiculaire
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c 5 la seconde par cf, la troisième par cn

 7 et ainsi de suite, on aura
évidemment le double de l'aire du polygone j de.sorte qu'en désignant
ee polygone par P ? il viendra ;

t—b t y—!afxf—bf , yf—alfxf—htf ^

is 5 l'aire du polygone est indépendante des coordonnées &7 et y/

= o 9 B = o et 2 P = — C ; c'est-à-dire :

tt par conséquent :

formule élégante et à laquelle on peut arriver facilement, par la géo»~
métrie ordinaire. En effet un polygone 5 dont toutes les parties sont
situées dans l'un des angles que forment les axes auxquels on rap-
porte les coordonnées des sommets , peut être considéré comme étant
la différence de deux polygones qui auraient pour base commune la
partie de l'axe des abscisses comprise entre celles des perpendiculaires
abaissées des sommets sur cet axe ? qui sont les plus distantes ? et pour
côtés adjacens ces mêmes perpendiculaires ; or 9 si on évalue les tra-
pèzes dans lesquels se décomposent les polygones 5 lorsque de chacun
de leur$ angles on abaisse des pex'pendiculaires sur la base , il est
évident que l'excès du double du polygone convexe sur le double
du polygone concave v c'est-à-dire 5 le double du polygone dont il
§*agit , aura pour expression :

MP ?

4oric enfin p^=^
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or ? le dernier terme de chaque produit est détruit par le premier
terme du produit suivant ? à l'exception de celui du dernier produit
qui est détruit par le premier terme du premier produit, il ne reste
donc de chaque produit que les termes dans lesquels les deux fac-
teurs n'ont pas les mêmes accens ; on a donc , comme précédemment ;

C'est encore ce qu'on peut obtenir autrement 9 en remarquant que
le double de l'aire du polygone peut être mis également sous ces
deux formes :

O + ••
ce qui donne 7 en prenant la demi-somme des deux expressions , le
même résultat que ci-dessus.

On peut remarquer, en passant ? que la quantité A = o ayant pour
expression i

_ _ £ _ i c ' , c" ,
yi-j-a* y i+û / 2 \Ji-\-aff~

il en résulte que la somme des produits des côtés d'un polygone, soïl
par les sinus, soit par les cosinus des angles qu'ils font respective-
ment avec une droite tracée d'une manière quelconque sur un plan 5

est égale à zéro ; ce qu'on peut d'ailleurs démontrer directement d'une
manière fort simple (*)*

On pourrait aussi trouver , pour les polyèdres 5 des formules anale-*,
gués aux précédentes et démontrer, par des considérations pareilles à
celles dont nous venons de faire usage ? que la somme des produits
des aires des faces d'un polyèdre par les sinus ou cosinus des "angles
qu'elles font respectivement avec un plan quelconque est zéro ; et qu'il
en est de même de la somme des produits des côtés d'un polygone
rectiligne 9 plan ou gauche 5 par les sinus ou cosinus des angles qu'ils
forment avec une droite située d'ane manière quelconque dans l'espace»

(*) Voyez l'ouvrage déjà elle*
GÉOMÉTRIE



TSPROBLÈME DE GEOMETRIE. i93

GEOMETRIE ANAL1TIQUE.
Solution analytique dun problème de géométrie ;

Par M. SCHUMACHER , professeur extraordinaire en
astronomie , à l'université de 'Copenhague.

A MM. LES RÉDACTEURS DES ANNALES.

MESSIEURS ,

votre journal ne me soît connu que par le récit que mon
Illustre ami ? le professeur Gauss , m'̂ en vient de faire ? dans une de
ses lettres ; ce qu'il m'en dit suffit cependant pour me former une
idée du mérite de votre travail. I/utilité d'une pareille entreprise ne
saurait être contestée que par ceux qui ne savent pas combien de
petits mémoires , de théorèmes ? problèmes , etc. périssent 9 parce que
l'occasion de les publier manque à leurs auteurs.

Je ne sais pas si vous verrez avec plaisir , de temps en temps > quel-
ques bagatelles de ma façon ; j'en ferai cependant l'essai , en vous
envoyant un petit problème de géométrie.

Un de mes amis 9 très-versé dans la méthode des anciens géomètres ,
me parla d'un problème dont il avait une solution synthétique , et qu'il
était tenté de croire très-difficile, ou au moins très-compliqué9 par l'a-
nalise ; le voici :

PROBLÈME. Un point étant donné de position par rapport à
un angle connu 9 et dans un même plan avec lui P trouver sur ce
plan deux autres points par lesquels menant 9 dans une direction
arbitraire 9 deux droites parallèles coupant les deux côtés de Vangle 9

le point donné se trouve constamment sur la direction de Vune des
diagonales du trapèze intercepté entre les parallèles et les deux côtés
de Vangle donné?

Soient C et QJ les deux côtés de l'angle y S son sommet, O le point
Tom 1. 26
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donné 5 P et P ' les deux points cherchés jDe tD 7 les deux parallèles
conduites respectivement par ces points , et enfin K et K/ leurs inter-
sections respectives avec C et C7 ; il s'agit de déterminer les points P et P ;

de manière que ? quelle que soit d'ailleurs la direction commune des deux
parallèles D et D ' ? le point O soit toujours en ligne droite avec les
points K et K7.

Solution. Soit pris le sommet S de l'angle donné pour origine des
coordonnées , son côté C pour axe des x , et son côté O pour ax#
des y j désignons les coordonnées

du point donné O ? par ....<* 5 £ 5

du point cherché P , par. •. • %f , y/ ,
du point cherché P7

 ? p a r . . . . ocn
 9 y

ff *

Les équations des deux parallèles arbitraires D et D ^ conduites
par P et P 7 , seront de la forme :

-y—.y/=N(ar—x*) 9 y—f'—NQv—x'*\ ;

où N demeurera indéterminée.
On trouvera ? d'après cela, pour les coordonnées

û e K « *•'- ? o ;

de YJ . . . - . . , . o , y»

L^équatîon de condition, pour que trois points {xf ^yft)^

{ocu/
 ? y

/;/) 9 soient en ligne droite ? étant :

donne «> appliquée aux points O 5 K 9

ou; ^ ( ) N J { f ' ^
équation qui , à raison de l'indétermination de N , se partage dans
les trois suivantes :

(A)
ix'zio :
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le problème est donc indéterminé , puisqu'il ne fournit que trois équa-
tions seulement entre les quatre coordonnées x1 ^ y1' •> x11 •> y" des deux-
points cherchés P et Y'.

Les deux premières équations ne peuvent être satisfaites que pat
l'un des quatre systèmes de valeurs.

y ' = y ' — o

x1 = •

de ces quatre systèmes , îl n'y a que le premier et le dernier qui
puissent s'accorder ayec la troisième équation ? ainsi qu'il est facile
de s'en convaincre.

Le premier ? qui exprime que le point P est sur Taxe des x., et le
point P/ sur Taxe des y ? change la troisième équation en celle-ci %

&/(y// fi) ay/Vno ;

cjuî * exprima que les deux points P et P ' sont en ligne droite avec
le point O ; ainsi 5 de cette manière, les points cherchés seront les in-
tersections des deux eètés-de l'angle donné avec une droite menée j
d'une manière quelconque ? par le point donné*
' Quant' au dernier système 9 qui exprime que les points cherché^

$ont sur des parallèles menées aux deux axeS par le point O ? il ré-
dtuH la troisième équation ^

xVy'—flx'-ZSiQ 9 OU CC^'^—y^^^^O' s

qui exprime que les points P et P ' sont en ligne droite avec Fojrî̂
gine i en sorte que ? pour ce second cas 9 les points cherchée seront lea
intersections d\me droite menée d'une manière quelconque s, pat le;
sommet de Fangle donné, avec des parallèles à ses deux côtés pas-*
aaat. par- le point donné,

11 me serait très-agréable, MMM.sî vous" trouvez dans ma solntîqn
une nouvelle preuve qae Fanalise parvient aux résultats 5de la
toujours avec une égale élégance, mais très-r-souveiït:aVee UB.6 é

t une, généralité supérieures à celles dont la synthèse est capable*
Àh c§ 8 b 8
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QUESTIONS PROPOSEES.
Problèmes de Géométrie.

I.

U N ingénieur veut établir une commun!caf!cn entre trois tîlîes t

non situées en ligne droite , au moyen d'une route composée de trois

branches aboutissant d'une part aux trois villes 5 et se réunissant de

l'autre en un même point entre ces trois villes. On demande comment

il doit établir le point de concours des trois branches, de route ? pour

que leur longueur totale soit la moindre possible (*) ?

11.
A un triangle donné quelconque , inscrire trois cercles ? de manière

que chacun d'eux touche les deux autres et deux côtés du triangle (**) ?

(*) On peut généraliser ce problème , en demandant cb déterminer , sur un plan,
un point dont la somme des distances à un nombre de points quelconques siiués sur ce
plan soit un minimum. On peut même Pcleadre à dss points situés d'une manière,
quelconque dans l'espace.

(**) Ce problème ne présente aucune difficulté, lorsque le triangle est équilatéral.
Jacques Bernoullii'a résolu pour le triangle isocèle ( Voyez ses œuvres , tome 1, page
3o3 , Genève, 17 44) > mais sa solution est beaucoup moins simple que ne le eora-,
porte ce cas particulier.

On pourrait * au lieu de trois cercles , proposer d'en inscrire un nombre de la forme

3-3— : alors trois seulement toucheraient à la fois deux côtés du triangle, les autre*
2.

cercles extérieurs en toucheraient quatre et un côté du triangle , et chaque cercle inté-
rieur devrait être touché par six autres»

Ou bien, on pourrait propo ser d'inscrire h un polygone de m côtés , m cercles de
telle manière que chacun d'eux en touchât deux autres et deux côtés du polygone £
mais il paraît qu*alors le problème serait indéterminé.

Enfin, on peut proposer d'Inscrire à un tètracâre donné quelconque quatre sphère^
de manière que chacune d'elles touche les trois autres 7 et trois /aces du tétraèdre ?
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TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE.

Analogies entre les triangles rectangles rectilignes et
sphériques ;

Par M. LHUILJER, professeur de mathématiques à l'académie
impériale de Genève»

connaît, depuis long-temps, plusieurs analogies entre les trian-
gles rectilignes et les triangles sphériques ; maïs ces analogies sont
purement relatives aux différens cas que présente leur résolution.

Je me propose ici de faire remarquer la correspondance qui a lieu
entre les triangles rectilignes rectangles et les triangles sphériques rec-
tangles , sous le rapport des propriétés fondamentales des premiers i
c'est une considération dont je ne crois pas que personne se soit oc-
cupé jusqu'ici.

Les propriétés fondamentales des triangles rectilignes rectangles
sont les suivantes :

i.° Le quarré de Phypothénuse est égal à la somme des quarrés
des deux autres côtés.

2#° Du sommet de l'angle droit, soit abaissé une perpendiculaire
sur Fhypothénuse ; le quarré de chaque côté est égal au rectangle
de Thypothénuse par le segment adjacent.

3.° De là , les quarrés des côtés sont entre eux comme les segmens
adjacens de Phypothénuse.

4-° Le quarré de la hauteur est égal au rectangle des segmens
de Thypothénuse*

Tom. /* 2]
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5.° I/hypothénuse , les côtés et la hauteur forment une propor-

tion géométrique.
Je vais développer 9 sur les triangles sphérîques des théorèmes cor-

respondans à ceux que je viens d'énoncer sur les triangles rectilignes.
. THÉORÈME L Dans tout triangle sphérique rectangle ? le quarrè

du sinus de la derni-hypothènuse est égal à la somme des produits
des quarrés des sinus de chaque demi-côté par le quarrè du cosi-
nus de la moitié de l'autre.

Soient A , B , C , les côtés d'un triangle sphérïque rectangle , dont
A est Phypothénuse,

" J'affirme que Sin.2iA=Sin,2{B Cos.2fC+Sin.^C Cos,2f B. ^ ^
Dém onstration.

donc

mais

i— Cos.A=2Sin,2~A

donc ? enfin,

CQ-F.D.
Corollaire L L'application aux triangles rectiîignes a lieu en subs-

tituant aux sinus des demi-côtés ces demi-côtés eux-mêmes , et en
substituant Vunité à lexurs cosinus.

Corollaire IL Soit désigné par oc l'angle Formé par les chordes
des jambes de l'angle droit d'un triangle sphérique rectangle. Les
chordes des trois côtés étant les doubles des sinus des moitiés de ces
côtés 9 on aura , par la trigonométrie rectiiigne 5 Fécjuation
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^B~oSm^BSin.icCos.

.^C+Sin^CCos^B ( Théorème L ) ;

de là :

donc 27

Savoir 9 Dans tout triangle sphérique rectangle, le produit du rayon
par le cosinus de Vangle formé par les chordcs des arcs qui sont
les jambes de l'angle droit ? est égal au produit des sinus des moi-*
tiès de ces arcs.

Corollaire IIL Dans un triangle sphérique dont un côté est un qua*
drans : le quarré du cosinus de la moitié dç Fangle opposé au qua-
drans est égal à la somme des produits du qurrré du sinus de cha-
cun des demi-angles restans par le quarré du cosinus de la moitté
de l'autre. Ce corollaire se déduit immédiatement du Théorème IVpar
la considération du triangle polaire ou supplémentaire.

THÉORÈME IL Dans tout triangle sphérique rectangle 7 le qUarrè
du sinus d'un des côtés est au produit du sinus de l'hypoténuse
par le sinus du segment adjacent à ce côté > comme le sinus total
est au cosinus de l'autre segment de ThypotJiènuse*

Soient W et O les segmens de Thypothénuse faits par la hau-
teur y et adjacens aux côtés B et G respectivement.

J'affirme que Sin^B: Sin.ASin.B7^: 1 : Cos.C.
Démonstration. Soit h la hauteur du triangle sphérique*

On a Cos,B=Cos.^Cos.B/ ,

donc . Cos.B : Cos.C=Cqs.B' : Cos.C ,

Cos.2B : Cos.BCos.C=: Cos.B7 : Cos.O *

ou Cos.2B : Cos*A=
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donc ~ Cos.2B : Cos.ACos.B7= i : Cos.C7 ,

e t Ï—Cos,3B : Cos.C7—Cos.ACos.B7= i : Cos.C7 ,

ou Sin.2B : Cos.C7—Cos.ACos.B'.p: i : Cos.C7 , T

or C 7=A—B 7 ;

d'où Cos.C7—Cos. ACos.B7=Sin.A Sin.B7 ;

donc, enfin , Sln.2B : Sin. A Sin.B7 = 1 : Cos.C7.

C.Q.F.D.

Corollaire* I/application aux triangles rectilignes a lieu en subs-
tituant aux sinus de A de B et de B7 ces quantités" elles-snêmes ; et
en substituant l'unité au cosinus de C7.

THÉORÈME III. Dans tout triangle sphérique rectangle , les
quarrès des sinus des côtés sont entre eux comme les sinus des
doubles des segmens adjacens.

Tout étant comme précédemment ,
J'affirme que Sin.2B : ShVC~Sin.2B7 : Sin.^C7.
Démonstration.

Puisque ( Théorème IL ) Sin.2B : Sin. A Sin.B7 = 1 : Cos.C7 ,

on doit avoir Sin.2B : Sin. A=Sin.B7 : Cos.C7 ,

et pareillement Sin. A : Sin.2C=Cos.B7 : Sin.C7 ;

donc Sin.2B : Sin.3C = Sin.B7CosJB7 : Sin.C7Cos.C7 ,

ou enfin Sin.2B : Sku3C = Sin.2B7 : Sin.^C7.

C.Q.F.D.

Corollaire. L'application aux triangles rectilignes a lieu 9 en subs-
tituant aux sinus des côtés et des doubles segrnens, les côtés et les
doubles segmens eux-mêmes.

THÉORÈME IV. Dans tout triangle sphéricité rectangle , le
quarrè du sinus de la hauteur est au produit des sinus des seg~
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mens de Vhypothènuse, comme le quarrè du rayon est au produit
des cosinus de ces segmens.

Tout étant comme précédemment ,
J'affirme que Sin.2^ : Sin.B/Sin.C/:= i : Cos.B'CoS.C'.
Démonstration*

Par le ( Théorème II) Sin.2B : Sm.ASin.B/= i : Cos.O ;

maïs Sin. B : Sin.A = Sin.b : i ,

d'où Sln. B : Sin.* : S i n J ^ i : Cos.O ;

et pareillement Sin.CSin.£ : Sin.G/ = i : Cos.B7 ;

donc Sin.BSin.^Sin. C Sin.# : Sin.B/Sin,C/:= i : Cos.B^os.C7;

or Sin.BSin.^rz:Sin.CSin.^=:Sin,A ;

donc5 enfin ? Sin.2// : Sin,B/Sin.C/= i : Cos.B7 Cos.C7.

C.Q.F.D.

Corollaire. La proposition correspondante sur les triangles rectilignes
s'obtient, en substituant aux sinus de la hauteur et des segmens ,
ces quantités elles-mêmes, et en substituant l'unité à chacun des
cosinus des segmens.

THÉORÈME V. Dans tout triangle sphèrique rectangle , le si-
nus de Vhypothènuse 9 les sinus des côtés et le sinus de la hau-
teur , sont en proportion géométrique*

Tout étant comme précédemment ,
J'affirme que Sin.A : Sin.B = Sin.C : SinJu
Dém onstration.

on a Sîn.A : Sîn.B= i : Sin,# ,

et Sin.C : Sin,^ = i : Sin.3 ;

donc Sin.A : Sin.B=Sin.C : Sin.^.

C.Q.F.D.
Corollaire. La proposition correspondante 5 sur les triangles rectllignes,

s'obtient en substituant aux sinus les quantités elles-mêmes. ,
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DYNAMIQUE.

Démonstration élémentaire du principe fondamental de
la théorie du mouvement uniformément accéléré ;

Par M . ' D E S T A I N V I L L E , répétiteur à Tëcole impériale
polytechnique.

JL HEORÈME. Dans le mouvement uniformément accéléré, les es~
paces parcourus pat un mobile sont entre eux comme les quarrès
des temps employés à les parcourir ? en supposant que la force ac-
célératrice constante agisse sur ce mobile à partir du repos*

Démonstration* Soient E et W les espaces que parcourrait un
corps qui serait soumis pendant les temps t et tf à l'action d'une force
accélératrice constante ; n et nf deux nombres entiers aussi grands
qu'on voudra 5 et qui soient entre eux dans le rapport des temps t
et t1 ; c'est-à-dire , tels qu'ils puissent exprimer le nombre des in-
tervalles de temps égaux contenus dans / et t;. Cela posé5 si un corps
est soumis à l'action d'une force accélératrice constante ? il doit, par
la nature de cette force 9 se trouver sollicité , au commencement de
chaque instant de la même manière que lorsqu'il est sorti du repos,
et par conséquent acquérir , en temps égaux, des degrés égaux de vi-
tesse ; si donc on désigne par v l'espace parcouru par le mobile dans
le premier instant et par e celui qu'il parcourrait dans le second, si
à la fin du premier 7 la force accélératrice cessait d'agir sur lui % e-k-v
sera celui qu'il parcourra dans le second, 2<?-~W celui qu'il parcourra
dans le troisième ? et ainsi de suite } par conséquent l'espace total %
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qui se compose des espaces partiels 5 sera la somme des deux suites,

or t> 5 qui exprime l'espace que parcourrait le mobile pendant un ins-~
tant, s'il était uniquement soumis à Faction de la force accélératrice,
est nécessairement moindre que e 9 qui exprime celui qu'il parcour-
rait pendant le même temps ? s'il se mouvait uniformément avec la
vitesse acquise à la fin du premier instant j donc nt> est moindre, que
ne ^ d'où 11 suit que l'espace total E , parcouru pendant le temps t,
sera plus grand que ,

mai& plus petit que ,

e'est-a-dire 5 qu'on' aura ;

72(72 î)

on aura de même :

on aura

E n* — n E

Si Ton fait* la division des seconds membres de ces inégalités et que 9

pour abréger ? on représente la fractioti — par & 5 on aura :

quelque grand d'ailleurs que soit ^ ; o r , 6n peut toujours conce-
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voir ce nombre assez grand pour que les seconds termes des seconds
membres de ces inégalités soient aussi petits qu'on voudra. Ainsi v on

peut conclure de la première inégalité que le rapport — est plus

grand que toute quantité moindre que x2 , et de la seconde que ce
même rapport est moindre que toute quantité plus grande que x* ;

E
le rapport •— ne pouvant -ainsi être ni plus grand ni plus petit que x2,

. . , * nz t*
il s'en suit qu'il doit lui être égal ; et 9 comme on a x%~ —=—,i len

résulte qu'on a , en général ,

E _ i2

ï? ~~ 7* y

ce qu'il fallait démontrer»

AN ALISE ELEMENTAIRE.

Examen des pas où un problème du premier degré est
indéterminé, quoiquil y ail, pour le résoudre, autant
d'équations que d'inconnues ;

Par M. SUREMAIN-DE-MISSERY , ci-devant officier d'artillerie,
membre de plusieurs sociétés savantes.

jLEUT-ÈTRE^le point d'analise que je vais examiner paraîtra-t-il,
d'abord , un peu trop élémentaire ; mais 5 comme dans les traités d'al-
gèbre , même les plus étendus , il. n'a été présenté que d'une ma-
nière très-incomplète ; je crois devoir y suppléer 3 en faveur de ceux

pour
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pour qui ce qu'on en a écrit paraîtrait insuffisant ; et je tacherai de
trouver grâce auprès des autres 9 soit par la manière dont je présen-
terai cette recherche ? soit par les applications que j'en déduirai.

1. Soient en premier lieu , entre les deux inconnues x et y 7 le»
deux équations complètes du premier degré :

on sait qu'elles donnent, étant résolues ,

cb1—bcf ^

ab*-~ba> *

tt ce que nous proposons ici est de savoir dans quel cas le problème
qui aura conduit à ces équations demeurera indéterminé,

2. Or 9 il est clair qu'il faut ? pour cela 5 que les deux équations
n'expriment pas deux conditions distinctes , c5est-à-dire ? qu'il faut
qu'elles n'équivalent qu'à une seulement 9 ou encore que le premier
membre de l'une scit le produit du premier membre de l'autre par
un certain multiplicateur (*)• Désignant donc ce multiplicateur par
m, il viendra :

/ = m (a

d?où on déduira les équations de condition :

ma—a' , mb—b' , mc~cf :

desquelles éliminant m , on aura v

aef~—.cal'=.o , bc;—cW—o ;

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
a, b s c y a* > b', cf, pour que les deux équations proposées ne soient
pas essentiellement différentes Tune de l'autre ? et par conséquent se
réduisent à une seule ; ce qui rend le problème indéterminé.

(*) Ce cas répond, en géométrie, k celui où cherchant l'intersection de deux
droites tracées sur un même plan, il arrive que, ce* droites se confondent*

Tom l. 28
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Or ? de ces relations on déduit encore celle-ci ,

ah*—a'b — o v

qui peut remplacer une quelconque des deux premières; et, en vertu
des unes et des autres v les valeurs générales des inconnues deviennent

3« Réciproquement , si l'on a les deux relations

ae'-r-ca'—o , bcf—cb' — o ;

lesquelles , comme nous venons de le voir, emportent la suivante :

ah'—ha' ,

et réduisent conséquemment à — les valeurs des inconnues ; il arrivera
o

que l'une des équations sera le produit de l'autre par un certain mul-
cf c

tiplicateur 5 qu'on pourra supposer—pour la première e t—pour la

seconde ; en effet, si l'on écrit l'équation
cf

û/x-+-h/y-+-c/=^ — {ax-±*by-\-c) ,

elle deviendra, en chassant le dénominateur et transposant 9 *

(ac/—car)x-\-(J>cf—ch;)y=o ;

équation qui , d'après les relations ci-dessus ? se réduit à o=o«

Et , comme les valeurs de x et y ne peuvent prendre la forme •— qu'au-

tant que ces relations existent 5 on doit en conclure que , lorsqu'elles

prennent cette forme 5 on se trouve nécessairement dans le cas que

nous venons d'examiner.

4- Si l'on fait 772=='- 5 les équations de condition prendront cette

forme symétrique :
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et alors x et x' pourront tous deux être supposés entiers; on pourra,
par exemple v faire

En adoptant cette notation 9 la relation entre les équations propo-
sées devient 7

et l'on volt de nouveau y par îà , que chacune d'elles est comportée
par l'autre \ de manière qu'on peut supprimer indifféremment Tune
ou l'autre.

5. Dans ce qui précède 9 nous avons tacitement supposé qu^aucune
des deux équations proposées n'était dépourvue de son dernier terme ;.
mais 5 lorsqu'au contraire on a ^ = ^ = o , c'est-à-dire, lorsque les équa-
tions du problème sont ,

il y a alors à distinguer les deux cas que voici :
i.° II peut se faire que les quantités connues a , h * a* ? V 9 ne

soient pas assujéties à la relation 5

ah1—ba/'=.o ;

alors la question est déterminée ; et elle est résolue par les seules va-
leur*

# = o y y — 0 î

car les valeurs générales des inconnues sont dans ce cas
o o

équivalentes à celles qui précèdent.
2.0 Il peut se faire, au contraire, que les quantités connues soient

assujéties à la relation

abr—a/b'=-o i

alors la question est indéterminée ; et elle est résolue non-seulement

par les valeurs
x~o > y-oi
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mais encore par une infinité d'autres ? représentées par les symboles

ce dernier cas se rapporte toujours , au surplus, au cas unique exa-
miné ( art. 2 ) ; il est clair , en effet, qu'on a alors :

b'(ax-\-by)-—b{a/x+b/y) — o (*).

6. Soient maintenant, entre les trois inconnues oc, y , z , les trois
équations complètes du premier degré

a x-^rb y-\~c z-\-d n o ,

* at x-\-bf

sait qu'elles donnent, étant résolues ?

ab'c"—acfb"+cafbf/—ba!c"-\-bcfa"—cfraf'

a& cn~~acf dn^ca! dir—~da! cn~\*dcfa,n--—cdfatf

ab'c"—acW+ca'b"—ba'c" + bcfaff—cb

b"—bafd"+bdfa"

abw — açfb"+cafb"—bafc"-\-bda"—cb'af* 7

et ce que nou$ nous proposons ici est de «avoir dans quels cas le pro-
blème qui aura conduit à ces équations demeurera indéterminé»

7. Or , il est clair que ? pour cela , il faut que les trois équations
n'expriment pas trois conditions distinctes ; c'est-à-dire 5 qu'il faafc
qu'elles n'équivalent qu'à deux 5 ou à une seulement; ce qui fait deux
cas qu'il importe extrêmement de ne pas confondre»

Les trois équations peuvent se réduire à deux de deux manières,
savoir: i.° si Tune d'entre elles ne diffère de l'une des deux autres

(*) Ces deux cas répondent également, en géométrie , à celui où deux droiles tra-
cées sur un même plan passent Tune et l'autre par Porîgine des coordonnées ; avec
cette différence que , dans le premier elles ne se confondent pas, et que daixa le
second elle§ se confondent.
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t[ue par un certain multiplicateur ; en sorte qu'en désignant 'ce multi-
plicateur par m, on ait a/x^b/y^c/z^d/~m(ax-\rby-\rcz-k-d)~o ;
et encore faut-il alors , pour que le problème soit indéterminé «» que
la troisième équation ne soit contradictoire avec aucune des deux pre-
mières ; puisque, s'il en était ainsi, le problème, loin d'admettre une
infinité de solutions , n'en admettrait aucune.

2» Les trois équations se réduiront encore à deux , si Tune d'elles
est la somme des produits dts deux autres par certains multiplica-
teurs ; en sorte qu'en désignant ces multiplicateurs par m et m' 9 on ait
a//x+b//y^c//z+d//=m(ax+by+cz+d)+m/(a/x-+b/y-{-c'z+d') ;
et encore faut-il alors 5 pour que le problème soit indéterminé , que
deux des trois équations ne soient pas contradictoires $ puisque 9 s'il
en était ainsi ^ le problème, loin d'admettre une infinité de solutions
n'en admettrait au contraire aucune.
. Quant à la réduction des trois équations à une seule, elle ne peut
avoir lieu que d'une manière unique ; et c'est lorsque l'une d'entre
elles est à la fois égale à chacune des deux autres , multipliée par
une certaine quantité; en sorte qu'en désignant par m et m/ les deux
multiplicateurs~7 on a , en même temps ,

a//x+b"y+c//z+d//=m^ax-^by+cz-i-d) 3= m'(a'x+}'y+c'z-i-d/)*
Dans ce cas 9 le problème est toujours possible et il est plus qu'indé-
terminé 5 c'est-à-dire 5 qu'il faut deux conditions nouvelles et distinc-
tes pour en lever l'indétermination 9 tandis qu'une seule suffit dans
le premier cas (* ) •

8. Soit en premier Heu :

a/X"\-b/y^'C/Z'\'df=m (âx+by-{*€Z-\-d) = o ;

on aura les équations de condition > , ,.. r , ,

(*} Ea géométrie, le premier cas répond k celui où, cherchant le point com-
mun à trois playis , il arrive ou que deux de ces plans se confondent, ou que le
troisième passe par la commune section des deux premiers. Quant au second cas #

il répond à celui où, cherchant le point commun à trois plans, il arrive que ce«
trois plans se confondent.
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a* 9 mb — b1 , mc—c1
 9 md=df ;

desquelles éliminant m 9 on aura : .

ad'—dat—o , hdf—db'—o 9 cd;—dcf~o ;

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
a > b 9 c 9 d 9 a

1
9 b1

 9 cf
 9 d/

 9 pour que les deux premières des trois
équations proposées ne soient pas essentiellement différentes l'une de
l'autre ? et par conséquent n'équivalent qu'à une seule ; ce qui réduit
les trois équations proposées à deux , savoir : la troisième et Tune
quelconque des deux premières., et rend ainsi le problème indéterminé»

De ces relations on déduit aisément les trois suivantes:

caf

dont chacune peut remplacer une quelconque des trois premières ; et 9

comme les valeurs générales des inconnues x , y 9 z , peuvent être
mises sous cette forme :

—baf)cft

on voit (jumelles deviennent ? dans ce cas *

o o o
o . o a

g. Réciproquement ? si Ton a les trois relations

çdr—d&i—o ^ bd^—dbf~& 9 ed/—dc'~o %

lesquelles ^ comme nous -venons de le voir 9 emportent les trois sui-
vantes *

aV—barzzo 7 bcl—cb'zzo $ car—ac'—o j
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et réduisent conséquemment à— les valeurs des inconnues; il arrivera

que l'une des deux premières équations sera le produit de l'autre par

un certain multiplicateur ? qu'on pourra suppposer — pour la pre-

mière et *- pour la seconde ; s i , en efFet, l'on écrit l'équation ;

_ à*

elle deviendra ? en chassant le dénominateur et transposant ê

équation qui 5 d'après les relations ci-dessus ? se réduit à 0 = 0*

10. Si Ton fait rn~ v les équations de condition prendront cettf

forme symétrique ; ,

et alors h et AX pourront tous deux être supposés entiers ; on pourra
faire , par exemple 9

En adoptant cette notation , la relation entre les «deux premières
équations devient :

et l'on voit de nauveau , par là 9 que chacune d'elles est comportée
par l'autre ; de manière qu'on peut supprimer indifféremment T
ou l'autre.

i l . Soit ensuite : N

on aura les équations de condition :'
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desquelles éliminant d'abord m', il viendra :

éliminant ensuite m entre ces dernières , on aura ;

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
a , b , f;, J , #' 9 h;, c' 9 d' v af/ blf

 9 c;/
 5 ^ ; / , pour que chacune des

équations proposées soit comportée par les deux autres ; c'est-à-dire ?

pour que cliacane d'elles soit la somme des produits des deux autres
par certains multiplicateurs ; ce qu i , en permettant d'en supprimer
une quelconque , réduit à deux le nombre des équations essentielle-
ment différentes , et rend conséquemment le problème indéterminé.

De ces relations on déduit facilement 9 en transposant, multipliant
et supprimant les facteurs communs aux deux membres de l'équa~
lion-produit 5

relation nouvelle , qui pfeut remplacer une quelconque des deux pre-
mières ; en les développant toutes trois ? elles deviennent, après las
réductions ?

=io , (i)

o , (2)

=o ; (3)

multipliant respectivement ces équations par b, a , c \ et prenant la
somme des produits, il viendra, en réduisant et divisant par d ,

{bcf—cb>)a»+{caf—acW-\-(ab< — ba^^o J (4)
relation
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relation qu'on pourrait ? au surplus, écrire sous cette forme

{act—ca*) (btc"—l"cf)—(bc'—cbf) {afd'—ai'cf) — o 5

et qui peut , comme l'équation (3) , remplacer une quelconque des

deux premières.
O r , en vertu.des équations (1) , (2) , (3) , (4) 5 on voit ( art, 6 )

que les valeurs générales des inconnues deviennent

12. Réciproquement, si Ton a les deux relations

(ad'—da') {ddff—dfc^)—{cdf—dcf) (aW—d'a") = o 9

(bd'—db%c/d'<—d'c»)—(cd/—dc/)(b/d»—d'b//) = o ;

lesquelles , comme nous venons de le voir , emportent l'existence des

équations (1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) , (4) > e* réduisent conséquemment à — les

valeurs des inconnues ; il arrivera que l'une quelconque des trois équa-
tions proposées sera la somme des produits des deux autres par cer-
tains multiplicateurs ; ainsi, par exemple , on pourra admettre que la

. . . c'dn—dfc"
troisième est la somme des produits de la première par et

* L dd—ca!
de la seconde par ; s i , en effet, l'on écrit l'équation

A de1—cd{ x

dcf—cdl

elle deviendra, en chassant les dénominateurs, transposant et réduisant 9

(càf—dc^^^

équation qui, en vertu des relations (1) et (2) , se réduit à 0 = 0.

i 3 . Si Ton fait 772= , m'— , les équations de condition

prendront cette forme symétrique :

et alors * 9 h/ v >Jl, pourront ^ tous trois > être supposés entiers j on
pourra faire 5 par exemple ,

Tom. /* 20
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En adoptant cette notation , la relation entre les trois équations devient

et Ton voit de nouveau , par là , que chacune d'elles est comportée
par les deux autres ; de manière qu'on peut indifféremment en sup-
primer une quelconque.

i4- Soit enfin

on aura les équations de condition

desquelles éliminant m et mf
 5 il viendra

^—da^-o , îd"—dbf/—o , cd"—dc"—o ;
"—d!a" — o 5 lUVf—Mb» —o , c/d//—d/c//=o ;

Et telles sont les relations nécessaires , entre les quantités connues

a , b 9 c , d 9 ^ / , ^ , cJ ? ^7 , ^ 7 / , i / 7 , ^ / 7 , ^ 7 / , pour que chacune

des trois équations proposées résulte indifféremment de la multiplica-

tion de l'une ou de Fautre des deux restantes par une certaine quan-

tité ; c'est-à-dire 9 pour que chaque équation se trouve, à la fois, com-

portée par chacune des autres, prise isolément; ce qu i , en permettant

d'en supprimer deux quelconques 9 réduit le nombre des équations à

une-seule ,,et rend conséquemnlent le problème plus qu'indéterminé.

De ces relations on déduit facilement celles-ci

atyi—ba;/=o 9 b cy/>.—cbN~o ? c aff—acf/~o ;

ce qui donne encore

adt—daf — o , &d'—Jb'=20 9 ciï

abf—baf=o 9 hcf—cb'^o \ caf

;

et l'on voit qu'en vertu de ces dernières ( art. 8 ) , les valeurs généra-
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les des inconnues deviennent

o o o
o J o » o

15, Réciproquement , si les relations
o , bd"—db"=o , cdu—dc"^ ;

existent, ce qui emportera aussi l'existence des autres ? et réduira con-

séquemment à — lçs valeurs des inconnues ; il arrivera que chacune des

trois équations proposée pourra s'obtenir y en multipliant Tune quel-
coaque des deux autres par un multiplicateur convenable ; ainsi, par
exemple , on pourra admettre que la troisième est le produit de la

dff . dff

première par -*— et celui de la seconde par — j s i , en effet, on écrit

les équations

— — (a x+b y-\-c z+d ) ,

= — (a'x+b'y+c'z+d') ,

elles deviendront, en chassant les dénominateurs 5 transposant et réduis

(a dfï

équation qu i , en vertu des relations ci-dessus 9 se réduisent à 0=0*

16. Si l'on fait m = et / » / = , les équations de conditioa

prendront cette forme symétrique

et alors x , x7 , x/>f, pourront, tous trois, être supposés entiers; on
pourra faire , par exemple ,

En adoptant cette notation , les relations entre les trois équations
deviennent

h
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et Ton voit de nouveau , par là, que chacune de ces équations se trouve
comportée par chacune des autres , ce qui permet d'en supprimer in-
différemment deux quelconques.

i*j. Dans ce qui précède ? nous avons tacitement supposé qu'aucune
des trois équations proposées n'était dépourvue de son dernier terme ;
mais lorsqu'au contraire on a d—d'z^d'^o, c'est-à-dire, lorsque les
équations du problème sont

n
z = o , a

il y a alors à distinguer les deux casque voici :

i .° II peut se faire que les quantités connues # , # , c 3 ay, h1 ^ c\

aN, hff
 5 cf/, ne soient pas assujetties à la relation

ab/c//~ac/b//+ca/b//—ba/c//-+-bc/a//—cb/a//=o ;

alors la question est déterminée, et elle est résolue par les seules valeurs
x=^o 9 y ~ o j z = o ;

ce qui est évident ( art. 6 ).
2.° Il peut se faire , au contraire ? que les quantités connues soient

assujetties à la relation
ablc"—ac/b/f\ca/btf—ba'c"-*rbcfa"--cbta"=o ;

alors la question est indéterminée > et elle est résolue 9 non seulement

par les valeurs *

mais encore par une infinité d'autres représentées par les symboles
o o o

18. Il est facile de voir ( art. 8 , n , i4 ) i»° que , si cette rela-
tion résulte de ce que

àbf—ba'~o 5 bcJ—cb;~o 5 caf—acf=o ;
ce sera une preuve que les deux premières équations ne sont pas es-
sentiellement différentes ; et qu'on peut , en conséquence, supprimer
l'une d'elles. Ce serait au contraire la première et la troisième qui se-
raient équivalentes 9 si l'on avait

c//—cb//=o , ca"—ac"=o ;
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enfin les deux dernières seulement seraient équivalentes 9 si l'on avait
uniquement

2,° Si 9 au contraire ? cette relation existe sans qu'on ait

a fy—b a*'=0 , h c;—ch;=^o^ c a f ;

ni a b/;—ba/;=^oy b cN—cbu'=. o , c a;/—ac/f~o ;

niconséquemment afhn—^V7=o , bfcn—c/b//'=-o9 cfa/f—afcft~=-o ;

un devra en conclure que chacune des équations proposées est com-
portée par les deux autres 9 et qu'ainsi on peut indifféremment en
supprimer une quelconque des trois.

3.° Si , enfin 9 cette relation subsiste avec les six relations parti-
culières qui viennent d^être indiquées ? ce sera une preuve que toutes
ces équations rentrent les unes dans les autres 5 et que conséquem-
ment il suffit d'en conserver une quelconque»

On voit par là que 9 lorsque les équations tombent dans le cas du
2.0 de l'article 17 ? elles se rapportent toujours à l'un des cas exa-
minés ( art. 8 9 11 , 14 )•

ig. Nous venons de faire connaître les relations nécessaires et suf-
fisantes entre les coefficient des équations du premier degré à trois
inconn aes pour les différens cas d'indétermination dans lesquels ces
équations peuvent se trouver ; et nous avons fait voir que ? dans tous 2

les valeurs des inconnues se présentaient également sous la forme — ;

il est aussi facile qu'important de s'assurer que? réciproquement5 lorsque
ces trois valeurs se présentent sous cette forme , les équations tom-
bent nécessairement dans l'un des cas d'indétermination que nous avons
discutés.

En effet 5 pour que les valeurs de x 9 y ? z ? se présentent toutes

trois sous la forme —, il est nécessaire que les quatre fonctions des

eoelBcîens desquelles elles se composent, soient également zéro , et nous
savons ( art, 11 ) qu'il suffit pour cela qu'on ait
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•cdf) aff-^ (caf—acf)dff'=^o ,

Ï Valions qu'on peut encore écrire ainsi

vu de cette autre manière

or, nous savons aussi ( art. 11 ) qu'alors les équations proposées tom-
bent au moins dans le cas d'indétermination où elles n'équivalent qu'à
deux seulement ; et s si l'on n'a uniquement que ces relations % cha-
cune d'elles sera comportée par les deux autres ; mais si l'on a

ee qui emportera aussi

ou si Fon a

ce qui emportera aussi

ou ? enfin , si l'on a

ce qui emportera aussi
aty*—bfaff=o f bfctr—c!b"z=.o 9

il arrivera que deux équations seulement seront équivalentes 9 savoir;
la première et la seconde, dans le premier cas ; la première et la troi-
sième , dans le second ; et la seconde et la troisième dans le dernier»
Enfin, si l'on a , à la fois,

9 bdtr—dbf/=o , cdff—dc"=o

te qui emportera aussi

afd"
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e t , par suite ,

a br —ba f = o 9 b c1 — cbf = o 9 c af —a c! =^=o ,

a blf—bat!^=.o , h cf!—cbffz=ro , cau—ac!l^=^o ?

alors les trois équations n'équivaudront qu'à une seulement ? et con~
séquemment le problème sera plus qu'indéterminé.

.20. No as n'étendrons pas ces recherches à quatre équations du pre-
mier degré renfermant quatre inconnues 5 ni à un plus grand nom-
bre d'équations du premier degré qntre un pareil nombre d'inconnues.
Ce que nous venons de dire pour deux et pour trois équations de ce
genre ? doit mettre sur la voie pour continuer, ou du moins doit faire
sentir comment on pourrait, continuer. Le principal fruit qu'on peut
retirer des recherches de cette nature est de se procurer des ca-
ractères pour reconnaître 5 dans les problèmes qui , bien que le nom-
bre des équations y soit égal au nombre des inconnues ? se présen-
tent néanmoins sous une forme indéterminée ; combien il y a d'équations
superflues 9 et quelles sont celles qu'il faut supprimer.

21. Lorsque les équations, toutes dépourvues de dernier terme 9

tombent dans le cas de simple indétermination , c'est-à-dire 5 dans
le cas où il n'y en a qu'une seule de ̂ superflue ; on en peut déduire^
si non les valeurs des inconnues «, du moins les valeurs de leurs rap-
ports*

Qu'on ait en effet les deux équations

avec la relation

àbf—ha;=o

elles n'équivaudront qu'à une seule ( art. 5 ) ? et on en tirera
x b x h*
— = ou
y a y ar

valeurs égales 9 en vertu de la relation ci-dessus.
2.2.* Pareillement, si l'on a les trois équations
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ayec la relation

abfc"—acfbff+cafb"—bafc»-\-bcfa"—cbfa"-=zo ;

ces équations n'équivaudront qu'à deux au plus ( art. 1 7 ) ; divisant

donc par z ? on pourra1 déterminer — et —, et conséquemment aussi

x— ? à l'aide de l 'un des trois systèmes d'équations

z

—

z
c = 0

f L + €<=0 ; X

z
a •—

z

desquels on tirera :

œ _ cV—bcf

z

z

X

z

aW—b'a"

cb»—bc»

a'b"—b'a"

y act!—ea!f

9 z ~~ ab"—baff

et par suite

x

y
X

y
X

y acl/—ca!t

valeurs équivalentes , en vertu de la relation ci-dessus. Ces valeurs
seront toutes déterminées , si chaque équation est comportée par les deux
autres ; mais si , au contraire, deux des équations seulement revien-
nent l'une à l'autre , c'est-à-dire > si j 'on se trouve dans le cas du i*°
de l'art. 1 8 , on trouvera pour un des systèmes

X

z
o

o

CI

o

Des circonstances analogues se présenteraient ^ si l'on avait un plus grand
nombre d'équations entre un pareil nombre d'inconnues*

22. Eorsqu'on a à résoudre un problème da premier degré qui r

bien que son énoncé fournisse autant d'équations que d'inconnues 5 est
néanmoins indéterminé > à raison des relations qui existent entre ses
données j si ? pour déterminer les valeurs des inconnues ? on a immé-

diatement
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diatement recours aux formules générales, on trouvera pour chacune

d'elles , ainsi que nous venons de le voir — ; mais si ? au contraire y

dans la vue d'obtenir une équation finale ne renfermant plus qu'une
seule inconnue ? on procède à l'élimination ? on arrivera à Téquatioa
finale o ~ o .

En effet v puisque des deux équations

on déduit
cfr —bd

"~ abr—baf ?

il s'ensuit que Féquation finale oc ? résultant de l'élimination de y entre
ces deux équations 5 est

équation qui devient 0 = 0 , lorsqu'on a

àbf—ha;=-o 5 cbf—bc/l=^o ;

e'est-à-dire ? lorsque le problème est indéterminé.
Pareillement, puisque des trois équations

cx+bf+cz+d—o ,

on déduit

il s'ensuit que l'équation finale çn oc, résultant de l'élimination àe y
et z entre ces trois équations v est

{ab'cff—acfb"-±carhfl—ba'c^bc'a'^cbWOx+idbW—dc'bv+cdW—bdW

équation qui devient aussi 0 = 0 , lorsqu'on a > à la fois 3

c'est-à-dire 9 lorsque le problème est indéterminé.
ir en serait de même pour un plus grand nombre d'équations du

Tom L 3o
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premier degré, entre un nombre égal d'inconnues ? et on pourrait prou-
ver que le même caractère d'indétermination se manifeste aussi, dans
les problèmes des degrés supérieurs au premier.

2 3. Nous allons main.tenant appliquer les principes qui viennent
d'être développés aux trois équations

En les écrivant ainsi :

x—cy—$z~o j —cx-\-y—az~o , —bx—
et les comparant à celles de Fart. 6 ? on aura

a = i ? b = — c , c = — h 9

af = — c 5 h1 = i , ' cf = — a ,

en conséquence, la fonction

deviendra

suivant donc que cette fonction sera ou ne sera pas zéro , le pro
blême sera ou ne sera pas indéterminé.

Si cette fonction n'est zéro qu'à cause des relations particulières

les deux premières équations seront équivalentes. Ce sera la première
et la troisième qui le seront, si Ton a

et ce sera la seconde et la troisième 9 si l'on a

Si ces relations ont toutes lieu à la fois ? les trois équations n5é~
quivaudront qu'à une seulement ; et si aucune d'elles n'a lieu 9 et que
cependant on ait
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chaque équation sera comportée par les deux autres 9 et deux quel-
conques pourront remplacer les trois,

* y
24. Dans ce dernier cas 9 on pourra assigner les valeurs de — 5 — >

«/
et 5 par suite , celle de —. En faisant les substitutions convenables

oc

dans les formules de Fart. 21 5 on trouvera :
ce b-\~ac y a*\-bc z i—c*

y a^bc * z i—c* ' x b-\-ac *
& I—a2 y c-\-ab z b-\-ac

z b-\-ac x
se c-\-àb y 1—b2 z a-\-bc

y !—1,2 * z a*\-bc 9 x

De ces expressions on déduira encore les suivantes:

x \/1—a* y \fï—bz z \f i—c2

valeurs qui peuvent être exprimées rationnellement ? au moyen des
formules précédentes.

2.4* Soient A ? B 9 C ? trois angles ; e t , en supposant le rayon égal à
l'unité , faisons

les équations du problème seront

(T)

et on aura 5 d'après les dernières formules,
x __ Sîn.A y __ Sin.B z Sîn.C
y "~ Sin.B * z ~~ SixuÇ 9 x~ ~ Sin.Â *

on pourra donc admettre que x > y , z, sont les trois côtés d'un trîan*
gle rectiligne 7 et A ? B , C ? les angles qui leur sont respectivement
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opposés, et alors les équations (T ) seront des équations de relation çntre
les uns et les autres.

25. Mais il ne faut pas perdre de vue , art. 22 , que tout cela est
subordonné à la condition.

^ 1—a%—bz*—£2—2abc~o ,

laquelle devient^ dans le cas actuel s

1 -r-Cos,2A—Cos.2B-^CosrC—2C0S.A Cos.B Cos.G = o ;

îl importe donc de s'assurer que cette condition se vérifie pour le trian-
gle rectiligne ; çX il faut bien qu'elle se vérifie en effet 5 puisqu'au-
tremerit les équations ( T ) donneraient uniquement j?=:o, j = o , z ~ o ;
ce qui reviendrait à dire QUE , dans tout triangle 9 les trois côtés sont
nécessairement nuls.

Or 5 cette condition peut être mise successivement sous les diverses
formes que voici ;

(1—COS.2À)(I—Cos.2B) = (Cos.C+Cos.ACosJB)* 9

I£8in.ASin,B:= Cos^C'+'Cos.A Cos#B 9

*-<Cos.ACos.B+;Sîn.ASin.B)= CosX ,

Cos.C=—Cos.(A+B).

Cette dernière équation ne peut être prise avec le signe supérieur j
car, en supposant B = A , elle deviendrait Cos.C=—Cos.ozz—1 ; d'où
Ton tire en général C = (2^+1)180° , 2 ^ + 1 étant un nombre im-
pair positif quelconque; mais on a C < i £ o % on devrait donc avoir
2#-+-i < 1 ? tandis qu'il n'y a point de nombre impair positif plus petit
que'Funitéj on doit donc avoir simplement

Cos.C=— Cos.(A-fB).

De cette dernière équation on t|re 9 en général ,

ou
A+B+C=(aA+i)i8o° j
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étant toujours un nombre impair positif; mais ? à cause de

A < i 8 o ° , B < x 8 o ° , C < I 8 o % on a A-f -B4-C<3, i8o° , et consé-
quemment 2£-+-i<3 ? d'où k~o e t , par suite ,

A-+~B+C=i8o° ; X

il serait donc démontré par là r si déjà on ne le savait , que f

dans tout triangle rectiiigne 9 la somme des trois augles vaut deux
angles droits P et est par conséquent une quantité constante ; et c'est
à cela ? comme on le voit, que tient l'impossibilité de déterminer les
cotés d'un tel triangle 5 par la seule connaissance des trois angles,

26. Si ;, comme il paraît plus naturel de le faire ? on suppose an-
rérieurement connu le théorème qui vient d'être démontré ? on pourra ,
en le combinant avec l'équation de relation , en déduire une autre
proposition! beaucoup moins élémentaire. De l'équation

on tire 5 en effet,

C= x8o°—(A+B) d*où Cos.C=~Cos.(A+B) ;
mais on a ( art. 2$ )

Cos.C=—(CoseACos.B+Sin.ASin.B) j

4onc

or 9 on ne peut avoir

puisqu'en faisant A = g o 0 , et supposant B < g o ° , il viendrait

Cos.(9oM-B)=Sin.B ,

équation qui ne peut être admise 5 puisque Cos.(go°-f-B) doit êtra
négatif , et que Sin*B ne l'est pas ; on a donc uniquement

Cos.(A+B) = Cos. A Cos.B—Sin. A Sîn.B.

De là on conclura facilement

Cos.(A—B) =
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et y par suite ,

Sîn.( A±B) = Sin.A Cos/B^Cos. A Sin.B.

27. En étendant la remarque qui termine Part. 2.5 5 il est aisé de
sentir qu'en général , toutes les fois que la solution d'un problème
dépend d'un nombre déterminé de données indépendantes les unes
des autres, si l'on choisit des données telles qu'il y ait entre elles une
ou plusieurs relations nécessaires 5 le problème demeurera indéterminé ?

puisqu'on sera dans le même cas que si l'on avait moins de don-
nées que ne le comporte la nature du problème.

Ainsi ? parce que la somme des trois angles de tout triangle rec~
tlligne est une quantité Connue et constante ? lorsqu'on donne ces
trois angles 9 on n'en donne réellement que deux 5 et le triangle de-
meure indéterminé. Au contraire , cette somme étant variable ? dans
le triangle sphérique ? ses trois angles lorsqu'ils sont connus 9 sont
trois données indépendantes qui * rendent ce triangle absolument dé-
terminé.

28. En conservant les mêmes notations que ci-dessus 5 o n a , pour
le triangle spliérique ? ainsi que je l'ai démontré , dans ma Trigono*
mètrie sphérique analitique ?

1—Cos.2A~Cos.aB—Cos.2G—aCos\& CosJB Cos.C=Sm.2^ Sîa.2A Sin 2B (•>

et ? comme on a évidemment

on aura, semblablement ?

1 _Cos . a A— Cos.2B~Cos.2C—2C0S.AC0S.B Cos.C> o

(*) On a en effet, ( Voyez page io3 de ce volume ) ?

ï—Cos.2x—-Cos.2y—Cos.2^+2Cos.x Cos.j Cos^=Sin.~C S'm.2x Sinty

ce qui , en passant au triangle polaire ou supplémentaire, donne l'équation clr
dessus*
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ce qui, en procédant comme en l'art. 26 9 donnera, en premier lieu?

A + B - f C > i 8 o ° ;

on aura ensuite «, comme dans le triangle rectiligne ? A+B~hC<3,i8o°.
Ce qui prouve v comme nous Pavons annoncé 5 que, dans le triangle
sphérique 9 la somme des trois angles n êst pas une quantité constante,
Comme dans le triangle rectiligne,

-29, Lorsqu'un problème est indéterminé ou plus qu'indéterminé y

il est évident qu'on en peut lever Indétermination , en se donnantf
à volonté ? une ou plusieurs inconnues.

Mais 5 en même temps , il faut avoir soin de prendre, pour les
connues 9 des quantités qui satisfassent aux relations qu'on sait de-
voir alors subsister entre elles.

3o. Appliquons ces principes à la résolution des équations ci-dessus

En supposant le problème indéterminé , il faut qu'on ^it? comme nous
Pavons dit ( art. 2 3 )

équation qui 9 en supposant a et h quelconque ? donne

d'où Pon voit que 5 a et b étant donnés P c ne peut plus être pris ar^
bitrairement.

Ces deux valeurs de c peuvent être également admises en général;
mais si Pon suppose que a 5 b ? c, soient les cosinus des trois angles
d'un triangle rectiligne 5 comme nous Pavons fait jusqu'ici , le signe
inférieur du radical devra ëïre rejeté , puisqu3il donnerait Cos.C= —
Cos.(A—B), au lieu de CosC=—Cos.(A+B) que Pon doit avoir; nous
ne prendrons donc simplement que

3i« Puisque c est donné par une fonction irrationnelle de a et i9

supposés quelconques ? on peut ŝ imposer la loi de ne prendre pour
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c que des quantités rationnelles ; alors a et b devront être déterminés
en conséquence de cette nouvelle condition, ensorte qu'ils ne pourront
plus être quelconques.

Pour rendre rationnelle \/(i— a*,{\ — ùz) il faut rendre séparément

rationnels y/i—a2 et \/1—b% ; on y parvient en faisant

V i—a — n {i a) , y/ x— _ ^

"on obtient ainsi

et ? par suite ?

formules dans lesquelles il suffit de prendre pour m 9 n, /? 7 q , des
ïiombres entiers quelconques*

Supposant donc que z est donné 2 on trouvera ( art. z3 )5

ee qui donnera , en substituant

y
/?a) J pq(n2—m2)

au surplus , pour éviter les fractions, on pourra faire
^=mw(̂ 2~f-p3) , y—pq(n2~$~m2) , z~mn(q*—p2)+p^r(n2—m2) J

telles sont donc les formules générales qu'il faut employer pour ob-
tenir des triangles dont les trois côtés soient des nombres rationnels
et entiers , et dont les angles se trouvent avoir , tant pour leurs sinu&
que pour leurs cosinus , des nombres rationne] s.

Si y par exemple., on suppose 2 nz=^2 , m~ i 9 q = 3 9 /? = -2 , il vien-

dra /
# = 2 6 , j = 3 o j. ^ = 2 8 ;

et
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et ensuite

Cos.A=

Cos.B=

Cos.C=

5 J

5

33

"GÔT >

d'où

Sirt.A= — = 0,800 0000 ,

12.

56

0710 9

56
Sin.C=~ =0,861 5384 ;

65

ce qui , en consultant les tables , donne

A=53° 7' 48" >

B = 6 7 ° 22 / 46" ,

c'est-à-dire, à 2" près 5 A - f - B + C = i8o°« Cette légère différence tient >
comme Ton sait ? à ce que les valeurs des angles ? déduites de leurs
sinus 9 ne sont , en général ? qu'approchées*

32. On pourrait, relativement aux problèmes dts degrés supérieurs
au premier , se livrer à des recherches analogues à celles qui viennent
de nous occuper ; mai^Fétendue de ce mémoire ? déjà peut-être trop
long f nous force de terminer icï#

Tom* I. 3 i
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QUESTIONS RÉSOLUES. O
Solution du problème énoncé à la page 12j de

ce volume.

Par M. * * *

NONCE. Partager un tétraèdre en deux parties équivalentes , par
un plan qui coupe deux couples d'arêtes opposées, de manière que
Taire de la section soit un minimum ?

Solution. Soit partagé les quatre arêtes dont il s'agit en deux
parties égales ; il est aisé de voir que leurs milieux seront les som-
mets des angles d'un parallélogramme 5 et seront conséquemment dans
un même plan parallèle , à la fois v aux deux arêtes restantes \ d'où il
résulte que ce plan partagera le tétraèdre en deux troncs de prismes
triangulaires.

Or il arrivra , à la fois , i.° que ce même plan partagera le té-
traèdre en deux parties équivalentes ; 2.0 que parmi tous les plans
qui , coupant les mêmes arêtes , satisferont à cette condition 5 celuWà
donnera une section dont Faire sera un minimum. (**)

Si les arêtes sur lesquelles doivent être situés les sommets des
angles de la section ne sont pas désignées s le problème sera ans*»
ceptible de trois solutions , parce que 5 dans un tétraèdre 9 il y a trois
manières de choisir deux couples d'arêtes opposées, (***)

(*) Les rédacteurs n'ont encore reçu aucune solution du problème énoncé à la pag©
5 de ce volume.
(**) On propose de démontrer ces deux théorèmes,
(*•*) On propose de déterminer quelle est celle des trois solutions qui ripoml
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Solution du problème énoncé à la page Ï28
de ce volume.

Par un ABONNÉ. 6

Énonce* Deux points étant donnés ? déterminer l'équation la plus
générale des courbes planes qui 5 passant par ces deux points ? sont
telles que l'espace xnlxtiligne compris entre l'arc qui s'y termine et
sa corde 5 soit équivalent à une surface donnée ?

Solution* Soit P et P ' ces deux points ? et rapportons-les à deu&
axes rectangulaires ou obliques ; soit alors ( # ? £ ) les coordonnées du
premier 5 et ( a , £ )- celles du second.

On connaîtra ainsi le trapèze compris entre la droite qui joint ces
deux? points, leurs ordonnées et l'axe des x ; et l'aire de ce trapèze
sera \(h-\-f)(a—*).

Puis donc que l'on connaît aussi Taire du*1 segment compris entre
Tare qui se termine à ces deux points et sa corde ? on doit connaître
également l'aire du quadrilatère îmxtiligne compris par Fare de courbe t

les ordonnées des deux extrémités de cet arc et l'axe des abscisses :
l'aire de ce quadrilatère étant la somme ou la^ différence de l'aire
au trapèze et de celle du segment»

Soit donc représenté cette dernière quantité par k%, et soit désigné
par F , y \ <p 9 trois fonctions absolument arbitraires ? mais nécessaire-
ment différentes 5 de l'abscisse oc ; soit enfin désigné psfr F ;

 vf
/, tf , les

coefficiens différentiels ou fonctions-primes de ces fonctions , l'équa-
tion demandée sera :

^aF'a—(p'têT'aï+i'pa—^ (/JF'a—£F'<O+(Fa—F

4- {h*&'<*/'«—¥'*f

On propose de couvrir i'analise ^iu a pu conduire à ÇQ résultat*
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Eu effets i.° il est facile de se convaincre que cette équation est

également satisfaite par les valeurs x~a , y~b , et par les valeurs
j r ~ ^ 5 y = /3 ? et qu'ainsi la courbe quelle exprime passe par les
deux points donnés.

2*0 II n'est pas plus difficile de se convaincre qu'en substituant
la valeur de y 9 tirée de cette équation , dans la formule fyd%> et
intégrant 5 entre oc~a et &:=:*, on obtiendra k2 pour résultat ? ainsi
qu'il était encore exigé.

QUESTIONS PROPOSEES.

Problème de Géométrie.

JL/EUX canaux rectilignes se coupent sous une inclinaison déterminée y

et une ville se trouve située ? d'une manière connue. v dans l'un des
quatre angles formés par leur intersection.

On veut établir deux ponts sur ces canaux 5 et construire une
route de communication de ces deux ponts à la ville pour l'usage
de laquelle ils sont destinés*

II s'agit de déterminer en quels lieux il faut établir ces deux
ponts 9 et de quelle manière on doit ' diriger les branches de la route 9

pour que la longueur totale de celle-ci soit la moindre possible ? (*)

Théorème de Géométrie.

Dans tout quadrilatère , la droite qui joint les milieux des deux
diagonales passe par l'intersection des deux droites qui joignent les
milieux des côtés opposés»

(*) On peut généraliser ce problème % en supposant les deux canaux de ligure
Quelconque»
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GÉOMÉTRIE ANAL1TIQUE.

Méthodes directes pour résoudre cette question : Etant
^donnée, d'espèce et de position dans l'espace, une surface
du premier ou du second ordre , placée comme on vou-
dra par rapport aux plans coordonnes , établir l'équation
numérique de cette surface, relativement à sa situation
actuelle ?

( Article faisant suite s la question traitée à la page 180 de ce volume, )

Par M. RAYMOND , Principal et Professeur de mathémati-
ques du collège de Chambéri ? membre de plusieurs so-
ciétés savantes et littéraires.

avoir exposé le moyen d'établir les équations numériques
courbes du second degré ? données sur un plan 9 il est naturel d'appli-
quer la même marche à l'espace ? en traitant quelques exemples propres
à mettre les élèves sur la voie. Ce n'est pas que cette recherche séit
susceptible de difficultés ; mais il nous a paru convenable de com-
pléter l'article que nous avons donné précédemment.

10. i»° Pour le plan* L'équation générale du plan est3 comme Ton
sait ,

SI Ton a un plan qui passe par les axes des x , des y, et des z ,
à des distances de l'origine des coordonnées , indiquées par les nom-
bres respectifs 3 ? 2 , 5 ? ou aura, dans ce cas ?

Tom. L 3 2
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— X ~ 5 ' B ~ 3 » ïï~a '
d'où l'on tire ces relations

5A=2B=3C=—D ;

donnant donc à D la valeur que l'on voudra, on déterminera les quatre
eoeii.cie »s de l'équation du plan. Faisant, par exemple, D = i , on aura

B=-i,
ce qui donnera

pour Féquafon du plan proposé.
C'est avec la même facilité que Ton établirait Féquation „ si Ton

avait pour données les valeurs des angles respectifs du plan proposé
avec les plans coordonnés,

II est inutile de s'arrêter à des considérations de cette nature ; pas-*
sons aux surfaces du second ordre.

I I . On sait que Féquation générale des surfaces au second ordre ,
résolue par rapport à z , donne :

a(BC—2ACO a ( R ^ 2 A C ^ r "*C "̂—4AF1?
\yT B*—4AÀ' Xjr B * - 4 A A ' + B»—4AA'

et que le plan-diamètre de la surface a ainsi pour équation

( By+Wx+C )

L'intersection de ce plan avec la surface appartient également an cy^
lindre tangent qui limite cette surface et qui la projeté sur le plan
des xy* On obtient Féquation de cette intersection 5 en égalant à zéro
le polynôme en ocy qui est sous le signe radical de la valeur de z y
et Féquation résultante , indépendante de z , appartient ? à la fois 5 à
tout le cylindre projetant et à la projection même de la surface sur
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le plan des ccy. Ces choses étant rappelées ? nous pouvons passer aux
exemples,

12. 2.0 Pour Vellipsoïde. Soit I L F I / ( fig. i ) la projection , sur
le plan des ccy ? d'un ellipsoïde disposé de manière que son grand
axe soit parallèle au plan des ocy ? et élevé au-dessus de ce plan d'une
quantité égale à 4* Soient

4 , B I = i ,

L'ellipse ILFL7 aura pour équation (2) :

Le plan-diamètre 9 parallèle au plan des ooy ^ aura pour équation (10) l

en sorte que l'équation de la surface sera de la forme

£ =
4A2 w

^2 4 _ _
II ne restera donc plus qu'à déterminer le facteur — v ce qui
se fera comme il suit.

Les coordonnées s et y9 relatives au centre de l'ellipsoïde 9 sont Ici

faisant donc ^ = 3 5 j = ; , dans le polynôme en xy ci-dessus 9 la
valeur du radical deviendra alors celle du demi - second - axe de la
surface. Exécutant donc la substitution ̂  et supposant le demi-second-9

axe égal à l'unité 5 il faudra poser

—4AA/) x B—4AA/
— X — 1 = 1 ? d o u —
4A2 ? 4A«

au moyen de quoi l'équation de la surface deviendra



SURFACES
équation cherche'e , que l'on vérifiera aisément par la discussion.

On obtiendrait une équation toute différente , s i , sous la même pro-
jection , on supposait 5 au second axe de l'ellipsoïde ? une a titre valeur
que celle que nous lui avons assignée.

Ï 3 . Supposons que la même projection de la figure i . r e appartienne
à un ellipsoïde incliné sur les trois plans coordonnés, tel que son plan-
diamètre , parallèle à Faxe des y , tasse, avec le plan des a y , un angle
dont la tangente trigonométrique soit égale à \ , et passe sur Taxe des
£ à une hauteur égale à Tunité , l'équation de ce plan sera. :

celle de la surface sera donc de la forme

4A* KJ

et 9 le second axe étant encore supposé égak à 2 , on aura ? comme
précédemment

B^-~ 4AA'_
- — • — 1 ?

ce qui donnera définitivement pour l'équation dherchée

ou
4^*—l^zx—4^y-Mj2p-f~6#2—Sz—20^-4-36=o,

i4« Soit le point conjugué O ( fig. 2. ) , considéré comme le résultat

de la contraction totale d'un ellipsoïde situé au-dessous du plan des

ccy, et projeté sur ce plan au point O 7 ; soit le plan-diamètre pas-

sant par les points D , E P F , de telle sorte que Ton ait

ioient enfin

le plan-diamètre aura poar équation :
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l!dquation de la projection O / sera (3) :

de manière que celle de l'ellipsoïde O sera de la forme

Substituant donc, dans le polynôme en xy 5 les valeurs de AC et
COX

 ? et égalant le radical à zéro ? à cause de l'évanouissement des
axes de l'ellipsoïde 5 il viendra

*
en donnant donc à ce facteur une valeur arbitraire ; en le faisant ,
par exemple 9 et pour plus de simplicité , égal à — i , on aura

d'oà

4z*+4zy-\~$z£~8^y+5j2+i 7^2—8z—4/—24^+20=0 >
équation chercîiée.

15. 3.° Pour rhyperloloïde* Soit un hyperboloïde à deux nappes,
projeté sur le plan des xy 9 comme on le voit ( fig. 3 ) et de telle
façon que l'an ait

AB=7 , AB/=i s AD=A0=4 > Oh=4<

L'équation de la projection sera

Supposons que le plan-diamètre , pAmilèle a Taxe des s, fasse avec
le plan des ccy un angle dont la tangente trigonométrique soit égale
à ~ , qu'il s'élève du côté des y négatives et passe sur l'axe des z ?

au-dessus du point A 9 à une hauteur égale à 1 j ce plan diamètre
aura pour équation.
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l'équation de la surface sera donc de la forme

faisant, dans le polynôme en ocy 5 ^r=AO = 4 5 J = o , et égalant le

radical à la valeur du. demi-second-axe ? supposée égale à 4 > e t r e ï l~

due imaginaire , on trouvera
B2—4AA'
„ = — x

4A*

ce qui donnera ? pour l'équation cherchée ,

' 16. Soient les deux droites OS et OR ( fig. 4 ) 5 considérées comme
les traces ? sur le plan des J J , d'un système de deux plans tangens
à la surface d'un cône ? et projetant cette surface sur ce plan ; soient

ïes droites OS et OR auront respectivement pour équations

Multipliant ces deux équations par ordre ? on aura pour équation de

la projection
y*—4^2—6^4-12^=0.

Si l'on suppose maintenant que le plan-diamètre 9 en yertu des
donnée^ convenables , ait pour équation

z—4y—6^=0 9

l'équation de la .surface conique sera dê  la forme

substituant 9 sous le radical 5 les valeurs de AC et CO 9 et égalant Ce

radical à aéro ? on trouvera
B2—4AA' o
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faisant donc ? pour plus de simplicité

B2—4AA'

l'équation cherchée deviendra

(y2—4^2—
ou

«s*—Szy—12z.r-f-48^J+i 7J 3 +32 .T 2 —6j~r 12^=o.
17- 4*° Pour le paraboloïde. Soit NIN7 ( fig. 5 ) la projection

sur le plan des xy, d'un paraboloïde tellement situé que l'on ait

A D - 2 , AB=5 , A E - 3 ;

et soit le paramètre NN/ = 4v / / ~? ^'°^ ^ o n déduira

L^équation de la projection sera

j^—S^rjH- ^ 3 +6y—35^+139 = 0;

Supposons que le plan-diamètre passant par Taxe des x fasse 9 avec
le plan des ,#y9 du côté des y négatives , un angle dont la tangente
trigonométrique soit égale à 7 ; l'équation de ce plan sera

£ = — \ r >

et celle du paratoloïde sera de la forme

Substituant 9 dans le polynôme en $y les valeurs de AC=7 et de
CO = 7 , et égalant le radical à 2 | / i 3 , valeur supposée du demi-
paramètre , on trouvera , toutes réductions faites Jt

ee qui donnera
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ou enfin
4z2—4zy— 12^y+5y 2+9^2+^4f— 14o^+556 = o.

Nous laissons aux élèves le soin de -varier davantage les données ;

ils peuvent se proposer, par exemple 9 l'hyperboloïde à deux nappes ,

situé dans le sens des z , Fhyperboloïde à une seule nappe , le pa-

raboloïde hyperbolique 5 etc.

QUESTIONS RÉSOLUES.

Solution du premier des deuoe problèmes énoncés à la
page i5g de ce volume;

Par M, LHUILIER, Professeur de mathématiques à l'académie
impériale de Genève,

JtL NONCE. Partager , PAR LES ÈLÊMENS , un cercle donné , en tin
nombre proposé quelconque de parties ? égales entre elles 9 tant en
surface qu'en contour ?

Solution. Le nombre des polygones réguliers qu'on peut Inscrire
au cercle 9 par la géométrie élémentaire 9 est très-limité ( malgré la
belle découverte de GÀUSS ) ; donc aussi le nombre des manières
de partager un cercle en secteurs égaux entre eux est fort borné ?

du moins tant qu'on ne voudra employer que les voies élémentaires,
c'est-à-dire , la règle et le compas*

Que le rayon d'un cercle soit coupé en parties inégales entre elles f

de manière que les quarrés des distances des points de division au
centre croissent comme les nombres naturels» Soient ensuite décrits des

cercles ?
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cercles ? concentriques au cercle donné 5 dont les rayons soient les
distances de son centre aux points de division ; les couronnes cir-
culaires terminées par deux circonférences voisines seront toutes égales
en surface ? mais elles ne le seront pas en contour.

Comme la surface d'un - segment de cercle est la moitié du rec-
tangle du rayon par l'excès de Tare sur son sinus ? la section d'en
cercle en parties égales en surface ? par des chordes parallèles entre
elles , est un problème transcendant dont on ne peut obtenir la solu-
tion que par des voies de tâtonnement et d'approximation» II est
aisé de voir d'ailleurs que les parties d'un cercle ainsi divisé ne
sauraient être égales en contour.

Il en irait absolument de même si l'on voulait diviser le cercle
en parties égales par des chordes partant du même point de sa cir-
conférence , ou par des droites partant d'un point intérieur autre-
que son centre.

La solution élémentaire du problème proposé paraît donc ne
pouvoir reposer que sur les seules considérations suivantes r

i.° Les circonférences des cercles ( et partant aussi leurs demi-
circonférences ) croissent comme leurs rayons. Si donc les rayons
d'une suite de cercles suivent une progression arithmétique 9 leurs
demi-circonférences suivront aussi une progression arithmétique v et
conséquemment la somme de deux demi-circonférences, également
distantes des extrêmes ? sera une quantité constante et égale à la scmme
des demi-circonférences extrêmes.

2.0 Les surfaces des cercles ( et partant aussi celles des demi-
cercles ) croissent comme les quarrés de leurs rayons. Si donc les
rayons d'une suite de cercles croissent comme les nombres naturels9

les différences consécutives des aires de ces cercles ( et partant aussi
celles des aires des moitiés de ces cercles ) suivront la progression1

arithmétique des nombres impairs. Ainsi les sommes des différences
également distantes du plus petit demi-cercle et de la différence des
deux plus grands 9 seront une quantité constante et égale à cette diffé-
rence des deux plus grands demi-cercles? augmentée du plus petit*

Tom. 1» 3S
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Ces principes établis 9 la construction du problème proposé se ré-

duit à ce qui suit :
Construction. Soit mené un diamètre du cercle donné 9 et soit di-

visé ce diamètre en autant de parties égales qu'on veut obtenir de
portions de cercles égales à la fois en surface et en contour.

Sur les distances des points de division à Tune des extrémités du
diamètre ? prises elles-mêmes pour diamètres 9 soient décris des demi-
cercles , tous situés d'un même côté du diamètre divisé.

Soit fait la môme opération de l'autre côté de ce diamètre ? mais
à partir de son autre extrémité 9 c'est-à-dire en sens inverse.

Il est d'abord clair que le cercle donné se trouvera partagé en
autant de parties qu'on aura fait de divisions dans son diamètre ,
c'est-à-dire , en autant de parties qu'on s'était proposé d'en faire.

De plus j chacune des deux courbes qui termineront chaque partie,
se trouvant être la somme de deux demi-circonférences également
distantes des extrêmes 5 sera égale à la demi-circonférence du cercle
donné , d'où il suit que le contour total de chaque partie sera égal
à la circonférence même de ce cercle.

Enfin 5 chaque partie du cercle divisé étant la somme de deux
différences de demi-cercles également distans des extrêmes 5 toutes
ces parties seront égales en surface , ainsi qu'il était demandée

l/inspection de la ligure 6 où le cercle se trouve divisé 9 par ce
procédé 9 en sept parties , égales à la fois en surface et en contour ^
mettra C£tte construction dans tout son jour.

Le même procédé s'applique à la division d'un polygone régulier
d'un nombre de côtés pair , à celle de l'ellipse et , en général 5 de
toute courbe fermée et convexe , symétrique par rapport à une droite»

II peut aussi être appliqué à la division du cercle en parties dont
les surfaces soient entre elles dans des rapports donnés ; mais les
contours de ces parties ne seront plus alors dans le rapport de leurs
surfaces.
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Solution du deuxième problème de la page 169 de
ce volume ;

Par un A B O N N É , UEK<JOH^

Ht NONCE. Soient divises les côtés d'un polygone rectîlîgne quelcon-
que ? chacun en m parties égales ? m étant > 2 ; soient prises , sur les
deux côtés de Tun des angles du polygone ? à partir du sommet de cet
angle ? n des divisions de ces côtés , n étant < \m ; soient joints les deux
points déterminés de cette manière par une droite , et soit fait la même
opération sur tous les angles de ce polygone. Les droites déterminées
de cette manière formeront, avec les portions de côtés du polygone
primitif qu'elles intercepteront , un polygone d'un nombre de côtés
double inscrit au premier.

Soit opéré sur ce nouveau polygone comme sur le polygone pri~
natif , m et n demeurant toujours les mêmes ; on obtiendra ainsi un
troisième polygone qui sera 5 à l'égard du second ? ce que celui-ci est
à l'égard du premier ? et sur lequel on pourra encore opérer de la
même manière ; de sorte qu'en poursuivant sans cesse le même pro-
cédé 9 on engendrera une suite de polygones , faisant tous partie lé$
uns des autres et du polygone proposé , si celui-ci est convexe ? et tels
que le nombre des côtés de chacun sera double du nombre de ceux
du précédent.

Tous les polygones ainsi formés seront évidemment circonscrits à
une même courbe fermée , laquelle sera leur limite commune.

En supposant donc que le polygone primitif est donné, ainsi que
les nombres m et n , on propose de déterminer la nature de cette
courbe ?

Solution* II n'est pas difficile d'apercevoir qu'en général la courba
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cherchée ne saurait être une courbe continue ; mais qu3elle doit être
formée d'autant de branches de courbes 5 tangentes les unes aux autres ,
à la manière des anses de paniers ? qu'il y a d'angles dans le poly-
gone proposé. Si 5 en effet, on conçoit que ? sans changer la grandeur
et l'inclinaison respective de deux côtés consécutifs de ce polygone ?

on altère d'ailleurs sa figure d'une manière quelconque , il n'y aura
absolument rien de changé dans la portion de courbe Inscrite à l'angle
formé par ces deux côtés» Si donc le cours de la courbe pouvait être
continu , il en résulterait que plusieurs courbes continues pourraient
avoir une partie finie commune , ce qu'on sait être Impossible.

Il n'est pas plus difficile d'apercevoir que les points de contacts de la
courbe cherchée , tant avec les côtés du polygone primitif qu'avec les
côtés des autres polygones dont elle est la limite commune 5 sont les
milieux même de ces côtés,

D'après ces diverses observations , on volt qu'il suffira , pour notre
but 5 de considérer ce qui se passe dans l'un des angles du polygone
proposé.

Soit donc P Î Sj Q, l'angle dont il s'agit ( fig. 7 ) ; soit Mx , le

milieu de S ^ ; soit fait S I l \ - — S I P l ? S , S l = — Sf Q, et soit
m m

mené P t S s dont M 2 soit le milieu; soit porté S I S 1 de Q, en Q2;

soit fait S , P 5 = — StVt,StS%= — S , Q , et soit mené P , S . dont

M, soit le milieu; soit porté S , S , de Q, en Q, ; soit f a i tS 3 P 4 =

— S3 P 5 , S3 S 4 = — S 3 Q 5 et soit mené P 4 S 4 dont M 4 soit le mi-

lieu ; en poursuivant continuellement le même procédé P j S ^ P 2 S 2 >

P J S J 5 P 4 S 4 ,... seront des côtés de polygones et leurs milieux M, , M 2 5

Mj 5 M 4 ? ... seront conséquernment des points de la courbe cherchée.

Cela posé ? soit pris le point St pour origine des coordonnées rec-

tangulaires auxquelles, pour plus de symétrie 9 nous supposerons d'ail-

leurs une direction quelconque j soient a et b les coordonnées de Pj

et G et d cçll^s de Q;«



ËÉSÔLÙÊS.
D'après la manière dont on vient de voir que se construisent les points

j 9 S2 ? S3 ?.....? on trouvera facilement pour leurs équations, savoir :

pour

pour S2

pour S ;

( V m / c~o

H-— 272

m

X~=- r

•t en général

m—2/2

m

p©ur

X~ 7

De même 5 d'après la manière dont a vu que se construisent les points
y
t ? P 2 9 P 3 5 ,?on trouvera facilement pour leurs équations , savoir:

pour P,

pour P z

pour Pj

x=z \ ) ^+" "—\ {rn—on)-+-2n
m J 2(772—or"'* N

/ îî U,

\m J 2.{m—3/2) ( v \ \ m ) v y \

w—3/z)+2/2 ( — ) —(m—
\ m /

m

\ m /
: —(772 72

^ • ^
m

m V J "



pour Vh

et en général

QUESTIONS

y v
 ??Î ^ v

C 3
m

(m

D'après cela 9 cn trouvera facilement pour les équations des milieux

M f ? M , , M, , Mfc, de S I P I , S 2 P 2 , S 3P 5 , S ^ P ^
savoir :

pour M,
X — - —— C / f - ) 7 ~~ 7- l - J C 9

—z>n j V m * m—on v m '

d\( ) i )
~5n ) \ m

pour Mj

n
- -

m—3^

n

m—6nv m

m—in S m—2n

m

m—in S m—272 \ 2

pour
8 * (

—2 n

m—d» x m

et en général

p o u r JMjfc
771—è>n )

m—2,Ti

m-—3/; m

m—%nfm—272'S
2 m—3/Î^ m

d •

Telles sont donc les équations générales d'un point de la courbe
cherchée , et desquelles on déduirait tant de points qu'on voudrait de
cette courbe 5 en donnant successivement diverses valeurs à h y si donc
on. élimine h entre ces deux équations, l'équation résultante en x et
y étant indifférente à toutes valeurs de h 7 sera l'équation de la courbe
cherchée.
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Pour parvenir à cette équation, soient considérés f ) et I 1,
^ \m J \ m J

dans les équations ci-dessus , comme deux Inconnues distinctes , OR
en tirera : '

fc-*' 2(rj—dx)

(

\ m J bc-r-ad
772——2T/\£~Ï (772—3/2f) [« (2y—•£?)——^(:

??2 / (m—2.h)(bc—ad) f

en prenant les logarithmes des deux membres de ces deux équations,
elles deviendront

bc—ad

(m—3

(pi—^zn) (bc—ad)

ce qui donnera , en multipliant en croix ,

fm—2n\ 2(cy—dx) / n \ . (m«

(A) log^-^-j. log. -5^7-= log. f V } log.-
telle est l'équation de la courbe demandée.

Cette courbe est en général transcendante 5 maïs elle peut devenir
algébrique 5 dans des cas particuliers; c'est ce qui arrive 5 par exem-
ple 9 si m~4n i l'équation devient alors s en effet3

atcydx)
log. 7. log. ——-— =: 2 log. 7. log.

en divisant par log.f ? cette équation peut être écrite ainsi

s^cy—dx) i (a+c)(2y+b)—(b+d)(2x+a) )»

izïr=h>S'\ 7iï^ \ '"
ou 5 en passant aux nombres 9

^c—ad l zÇbc—ad)

équation qui devient 5 toutes réductions faites



et qui appartient, éyldemment à une parabole. SI 5 dans ce cas par-
ticulier , on suppose ,que Fangle P ^ Q j est droit ? ou qu'on a pris
cet angle pour celui des coordonnées 5 on aura a = o , J—o^et l'é-
quation prendra cette forme très-simple

b2x (x—c)—2.bcxy-$rc2y( y—£)+ \b V2=o*

Si Ton suppose de plus c~b ? elle deviendra

cc{x—V)—2xyrlry ( y—b)-\~ i b2 = o.

L'équation ( A ) se réduisant à 0 = 0 , dans le cas ou #2 = 3/2 ? il est
nécessaire de traiter ce cas en particulier. Les équations des points S r 9

Sz ? S 3 9 » $k 5 sont alors ? savoir :

pour S5

p o u r S ,
k

On trouvera ensuite les équations des points Px > P* > P ,
fc-i ? ainsi qu'il suit 5 savoir :

2Û OC | ( - V | 5

pour r 2 t ' ^ ^ J \ J / j >

v

pour
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P o u r

- En conséquence, les équations des points M;;, M t , M , , . . . . Mb, se
ront telles qu'il suit :

pour M, —)(f» ,

pour

II n*est donc plus question que d'éliminer k entre ces deux dernières
équations pour obtenir celle de la courbe.

Pour cela 9 traitons-y d'abord k et ( ^ ' W m e deux inconnues
distinctes 7 il yiendra ainsi ;

__ a (2f—d)—h (2x—c)
f£— . . .

2,(cy—dx)

hc_ad

De la première de ces deux expressions on déduira

(a—c)(2,y—h)—(h—d)(2x—a)
/£- 1 = s m

la seconde donnera , en passant aux logarithmes

Tom. L H
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multipliant , enfin, ces deux dernières équations en croix, il viendra,
en transposant ,

j—&)—(iJ)(2ar—fl) a(cy—dfjc)
Jog.o + log.— 2=0 ;

telle est alors l'équation de la courbe.
Voici une application de cette théorie. Soit SP et SQ ( fig. 8 )

deux branches d'une même route qu'on veut raccorder par une ligne
courbe , tangente à Tune et à l'autre ; soit P ; et Q' les points indi-
qués comme points de contact de la courbe avec les deux branches
de route; soit pris P 'PmP'S et Q / Q ^ Q ' S ; si, ayant choisi arbitraire-
ment deux nombres entiers m > 2 et n<^\m , et considérant SP et
SQ comme deux côtés d un polygone , on opère comme il a été pres-
crit dans l'énoncé du problème qui vient d'être résolu , on obtiendra
tant de points qu'on voudra de la courbe cherchée. La figure est cons-
truite pour le cas où l'on a z?2 = 3 et n~\.

M. Puissant a indiqué un autre procédé pour la résolution du même
problème (*) ; mais, outre que ce procédé n'est susceptible que d'une
forme unique , la courbe de raccordement qu'il fournit fait nécessai-
rement des jarets avec les deux branches de route; ici, au contraire,

elle leur est rigoureusement tangente; et , en variant le rapport— f

on a la faculté de faire plus ou moins approcher cette courbe du
sommet de l'angle ; ce qui peut être utile , en permettant de varier
la construction suivant les accidens et les obstacles que le terrain peut
présenter. Au surplus, en faisant m = /l?iv on obtient, paî  une autre
voie , la courbe de raccordement de M. Puissant , avec cette diffé-
rence que les points déterminés sont des points d'une parabole tan-
gente aux deux côtés de l'angle.

(*) Voyez 'Recueil de diverses propositions de géométrie , etc, , 2*e édition f

page 174. Vojez a»ssi Traité de topographie, etc. 9 page 261,
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Solution du problème de la page 160 de ce volume*

Par M. GERGONNE.

JLLNONCÊ. Déterminer ce qu'il faut substituer à la place des cinq
coefEciens différentiels partiels

dz dz â2z dzz dzz
"S « T""" — / %

dans une fonction ou une équation qui les renferme , lorsqu'on passe
de l'hypothèse où z est fonction de x et y 9 à celle où ^ , J , Z J sont
toutes trois fonctions de deux nouvelles variables indépendantes u
et ? ?

Solution* Les formules demandées sont plus compliquées que
difficiles à construire 9 et c'est sans doute pour cette raison qu'au-*
cun géomètre ne s'est occupé de leur recherche. Néanmoins ? comme
ces formules peuvent être utiles dans plusieurs rencontres 9 je vais
suppléer, à leur égard, à l'espèce d'omission que présentent les traités*
de calcul différentiel. >

Par l'intermédiaire de s et y 5 la variable subordonnée z pouvant
tout aussi bien être considérée comme fonction de u et *> que comme
fonction de x et y ? on doit avoir à la fois

7-d+
du

«t par conséquent



i52 Q U E S T I O N S
mais 9 parce quô x et y sont, l'un et l'autre, des fonctions de u et
F ? on doit avoir aussi

àx , d# _ , ày <3y,
Ar = Tdw+7-df, dy4^—d^+—-d^ ;

tta dt> ^ dtf dv

substituant donc dans l'équation précédente 5 elle deviendra

La différentielle complète de cette équation , par rapport à u et

ç , sera

'x , <îJy dxdx pdxd / drcdy"! dj dy

or 5 a cause de l'indépendance des différentielles au et d^ ? les équa
tions ( I ) et ( I I ) se partagent dans les cinq suivantes :

àx , ây àz àx ày àz

à2x
(3> dT

àx àx r~àxSy àx dj"l dj ày

dx d/ /drA , àx ày

(*) Ces équations , en y changeant x et y en w et v , eè ẑV« ^^r5fi , rentrent dans

celles au*a données M. Lacroix , pour une transformation analogue à celle-ci ; mail
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du dv

dx dz

dv du
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Si 5 dans ces équations , on considère p , q 5 r > S « 15 comme incon-

nues ? on tirera d'abord des deux premières

dy dz dy dz
dv du du dv

' dx dy dx dy 5

du dv dv du

posant alors ? pour abréger,

uy dz dy dz

dv du du dv '"

dx dy dx dy 9

du dv dv du

dx dz dx dz __ dx dy dx dy
— —. - „_ «-- J J « . JL „__, , y —-
du dv dv du v du dv àç du

auquel cas les valeurs de p et q deviennent
G H

on tirera des trois dernières équations

ày
dv du dudy

| dy\* d2/ )

KdjV d2z ây dy d2z fày\2 d2z )

dv) du2 dv du dudv \duj dv2 )

dy\* à2x dy ày d*x fàfV à2x
dvj du* ~ dv du dudv \du/ dv2

^ ( dx dy d3y T~àx dy . dx ày~l d2y <ix dy ày )

^ d̂  dr du2 l^àu dv dv du^j dudv du du dv2 j

. ( dx dy d2z Pd.tr dy . dx dj"l d2z dx dy d2z )

( d̂  d̂  duz l^àu dv dv àu^j dudv du du dv2 )

dx dy d2x JTdx dy dx ày~~\ d2x . dx dy d2x |

dt> dv du3* L,du dv dv du ] dudv du du dv2 )

qui en diffère en ce que , dans la sienne > ce sont u et v qui sont considérés comme des

fonctions de x et y , tandis qu'ici , au contraire , ce sont ces dernières variables que

nous considérons comme des fonctions des premières, ( Voyez le Traité de calcul

différentiel et de calcul intégral ; tome I I , pages 565 et 566. )



X
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QUESTIONS

dx dx d2ydx dx d2y /dx\* cPy )
2 ~ dv du duds \duj d^2 }

d*r ï

d^2 )d^/ dw2 ~ dt> du dw

dx\2 d2x dx dx d2x /dx\2 d2x
— I """-" "̂ ~ 2 • b -4- [ — 1 ——
dv/ dw2 dv dw di/dv ' Vdw/ d*>2

Telles sont les formules demandées.
Quoique le procédé que nous venons d'employer > pour par-

venir au but ? ne laisse rien à désirer du côté de la brièveté 9 on
pourrait lui reprocher d'être basé sur la considération des quantités
infiniment petites du et dp ; mais on peut le présenter sous une forme
analogue à celle que Fillustre auteur de la Théorie des fonctions,
analitiques (*) a indiquée pour le changement de la variable indé-
pendante , dans les fonctions d'une seule variable ; ne reposant alors
que sur la série de Tailor 9 il pourra être traduit dans toutes le»
notations. Voici ce qu'il faut faire pour cela»

Concevons qu'on fasse subir à u et ç> des accroissemens arbitraires
et indépendans , respectivement désignés par g et // 5 on pourra ,
par la série de Tailor 5 développer les valeurs correspondantes de x
et y ? et en posant ? pour abréger 9

dx g dx k

~~ dui <~~

ces valeurs seront

h* *» . •—^r- -
au i

:
dv i

z y comme fonction de x et y, deviendra donc

G H
i ' i • • • • 5

Ç) Voje& cet ouvrage , n,° 20o.
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mais comme , par l'intermédiaire de x et y, la variable subordonnée
z est aussi fonction de u et ç , on peut dire également qu'elle de-
viendra

dz g . dzh

on doit donc avoir

G H _àzg dzh
' i 7 i du i dv i

mettant 9 dans cette dernière équation ? pour G et H leurs valeurs 5 et
ordonnant Féquation résultante par rapport aux puissances et pro-
duits de puissances des accroissemens g et h ? tous les termes de
cette équation ? en vertu de l'indépendance de ces accroissemens 5 de-
vront séparément se détruire ; et ? en exprimant qu'ils se détruisent
en effet , on obtiendra une suite indéfinie d'équations ? dont les.
cinq premières seront les mêmes que celles que nous avons obtenues
ci-dessus 5 et donneront conséquemment les mêmes valeurs pour p 7

ç v r , s v t.

Voici encore 5 pour parvenir au même but , une autre méthode qûî,
je crois v n*a été indiquée nulle part, et qui ? sans être aussi labo-
rieuse que la précédente ? a , comme elle ? Favantage de ne dépendre
aucunement de la considération des infiniment petits ; elle s'applique
d'ailleurs ? avec une extrême facilité ? au changement de la variable
indépendante 9 dans les fonctions d'une seule variable.

Soit l'équation M = o ? dans laquelle M est supposée une fonc-
tion quelconque de x 5 y , z ; si Ton cherche ses dérivées successives,
en considérant z comme une fonction de & et y 5 celles du premier
#rdre seront

dM dM dM f dM
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si, au contraire 5 dans la même équation M = o , on considère x ? y y

z , comme fonctions de deux nouvelles variables u et 9 , ses deux
dérivées du premier ordre seront

dMdx dMdy dMd*

dx du dy du dz du

si maintenant 5 entre les quatre équations (A) , (B) 9 (A7) , (B7) 5 on

élimine deux quelconques des trois fonctions —- . —»- , — , la troi-x x dx dy dz

sième disparaîtra d'elle-même ; on obtiendra donc ainsi deux équa-
- _ dx dx dv dy dz dz .

lions ne renfermant plus que ~ , - r - , - r - » T " » T 9 " r " 5 combines
r ^ du è è de è d̂

avec p et ^ 5 et qui donneront 5 pour ces deux coeificiens différentiels,

les valeurs que nous leur avons déjà assignées»

Soit maintenant formé les équations du second ordre ? sous Tun

et sous Tautre point de vue.-En considérant d*abord z comme fonc-

tion de oc et y , les équations (A) et (B) donneront

dM

dM

considérant ensuite ^ , y ? ^ , comme fonctions de u et 9 , on dé-
duira des équations (A7) et
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dM d2x d2M /dx\2 d2M df dz
dx du2 dx2 \diij ~ djdz du du

+ dM d2y daM/dy*y d2M dxdz

df du2 dj2 \duj ~* dxdz du du

dz du*
dzV
il/

d2M dx dj
du

(DO

dM d2x d2M dx dx d2M C df dz dy âz

{\nr. t\iu\o dx2 du df dydz ) du ds> . d^ dudjc dudv

dM d2M df df d2M ( dx dz dx âz"
df di/df dfz du df dxdz \ du dv df du

dM* d2^ d^M tfcg- dz â^^L ( djc éf dx ily>

' ~ - 1 - 1 "^ dz2 lhi T? ' dxdj ( d̂  d^"^" Xf d̂

dM d2x d2M / 4 c y d2M dj .
dx dfx dx2 \ df / dfdz dv

df dfa

A 2 d2M

V *" dxd^

d2M dxdydM d^ d^M
L,

ds dp'a * d^2

Alors , si entre tes dix équations (A) , (B) 9 (C) , "(D) , (E)
(B7) 5 (C7) 7 (D;) 9 (E^) , on élimine p et ^ ? et en outre cinq de&
neuf fonctions

dM dM d * M d 2 M

les quatre autres disparaîtront d'elles-mêmes 5 et les valeurs de F 9

s^tj tirées des trois équations finales seront les mêmes que ci-dessusv
Tarn h 3S
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Le cas le plus simple que puisse présenter le problème général

que nous venons de résoudre 5 est celui où l'on veut passer de l'hy-
pothèse où z est fonction de x et y à celle où , par exemple , $ est
fonction de y et z y on peut poser alors

dx dx dx âx d*x' dzx

au dy9 d̂  dzv du2*^"dj2? dwd̂  djdz * d^2 dz2?

__
-

dz dz

par suite de quoi les valeurs générales de p ? q , r v s ? / , deviennent

Y —.—

^ dx ^ V dx
d* - dsr

/ — — "•—"*• *^~j ^ o « <? * — ™

/dx\2d\t ; dx dx d2a; . (dx\* d%x

\ dz } dy* dz dy dydz x \dy) dz*



QUESTIONS PROPOSEES.

QUESTIONS PROPOSÉES.

Problèmes de Géométrie*

ï.

r nJL ROIS droites indéfinies étant données de position par rapport à une
courbe quelconque du second degré 9 et dans un même plan avec elle;
on propose de construire, EN N'EMPLOYANT QUE LA RÈGLE SEULEMENT ,
un triangle dont les trois côtés soient des tangentes à la courbe et dont
les sommets se trouvent sur les trois droites données (*) ?

n.

On donne ? sur un plan P 5 ï.° les traces a 5 h 9 c ? de trois directrices
« ? £ ? y * dirigées d'une manière quelconque dans l'espace 9 et sur
lesquelles une quatrième droite é ^e meut et décrit une surface gau-
che (**) ; 2.0 les traces J ? e , de la génératrice 9 dans deux de ses
positions ^ ? g ; 3.° enfin 5 une droite ap 5 mençe par a 5 d'une ma-
nière quelconque 5 sur ce plan*

(*) Le problème dont il est question aux pages 17 , 123. et ïs6 de ce volume 9

n'est qu'un cas particulier de celui-ci.

(**) C'est la surface gauche 5 du second degré , désignée par 3VL Monge sont
la dénomination de Paraboloïch hyperbolique. Voyez, son application de Valgèbre
à la géométrie, I,r« partie, page 4̂ » Vojea aussi aa Géométrie descriptive , page i3a»
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La trace de la surface gauche 5 sur le plan P ? étant en général 9

une ligne courbe du second degré 5 passant par les points a ? b 5 c y
la droite ap doit couper cette trace non seulement en a ? mais encor©
en quelque autre point s.

On propose de déterminer le point s 9 et de construire ? en outre ?

la tangente menée, par ce point, à la trace de la surface gauche sur
le plan P (*) ?

Les constructions, que Ton assignera 5 pour la résolution de ce pro-
blème 9 devront être démontrées sans aucun calcul 9 et d'après les no-
tions les plus élémentaires de la géométrie à trois dimensions.

(*) Comme on peut varier, à,l'infini, la direction de la droite ap , il s'ensuit
qu'au moyen de la solution de ce problème , on peut déterminer tant de points s
qu'on voudra de la trace de la surface gauche sur le plan P , et construire ? pour
chacun de ces points, la tangente à cette trace.







FRACTIONS-CONTINUES PERIODIQUES.

ANALISE INDETERMINEE.

Recherches sur les fractions-continues périodiques ;

Par M. KKAMP , professeur , doyen de la faculté des sciences
de l'académie de Strasbourg,

i . JLJ-ÉSIGNONS par les lettres a, h, c, d > •••..., qui sont supposée?
se succéder dans Tordre alphabétique, soit directe soit rétrograda, et
sans omission d'aucun intermédiaire ? une série de nombres entière-
ment pris à volonté 5 et n'étant liés entre eux par aucune loi quel-
conque. Ces nombres étant donnés, formons là série qui suit :

D'après la marche de cette série 9 Ton voit que l'unité 5 quand même
elle ne serait pas formellement exprimée 9 est cependant considérée
comme en faisant. partie et comme précédant tous ses autres termes.
Cela étant ^ nous donnerons le nom de médiateurs aux fonctions lit-
térales désignées par les lettres P , Qi, R 5 S , T ? . . . . . . . . . ?'

!et nous
nommerons hases des médiateurs ? les nombres même que nous avons
représentés par les lettres a ? b, c, d> e ? Nous aurons ainsi ^

Le premier médiateur P=# \>

Le second médiateur Q = tf

Le troisième ¥i

Le quatrième/........ S=.abcd+ab-\rad-j~cd-$-i
9

Tom L ^ 36
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2. D'après cette convention , pour désigner un médiateur quelcon-

que , il suffira d'indiquer , parmi ses bases ? la première et la der-

nière 9 en sous-entendant les intermédiaires qui seront censées se suc-

céder de l'une à l'autre, suivanti'ordre alphabétique 5*et sans,omission

d'aucune.

Ainsi , par exemple ? pour désigner le médiateur qui a 9 pour les

première et dernière de ses bases , celles qui sont marquées par les

lettres // et m 9 nous écrirons simplement (HM) ? et cette notation

sera équivalente à -

Nous substituerons des lettres majuscules aux autres 5 pour prévenir

l'équivoque ? et nous enfermerons le tout entre deux parenthèses.

3. Tout médiate ur , tel que (AN) 5 sera donc déterminé par les
:deux (AM) et (AL)* qui le précèdent ? moyennant la formule sui-

vante 9 que Fon peut regarder comme fondamentale , et tenant lieu

de définition.

= /2(AM)+(AL) (*).

{*) "Quelque facile qu'il puisse paraître , d'après ce principe , de déduire les
uns des autres les médiateurs (AB) , (AC) , (AD) , . . . . ; cependant, lorsqu'on n'a
besoin que du dernier, et que le nombre des bases est considérable, l'obligation
d'écrire .tous les médiateurs qui précèdent celui qu'on cherche, peut entraîner des
longueurs , et doit faire désirer quelque méthode au moyen de laquelle on puisse
directement écrire un médiateur quelconque, dont les bases sont données, sans que
préalablement il soit nécessaire d'en former aucun autre ; c'est à quoi l'on peut
facilement parvenir, au moyen des observations suivantes Î

i.° Tout médiateur ne doit renfermer que des termes de dimensions paires
.seulement ou des termes de dimensions impaires seulement 3 suivant que le nom-

jbre de ses bases est lui-même pair ou impair ; de sorte qu'en général, n repré~
sentant le nombre de ces bases, les termes du médiateur seront successivement de
n y ri'—*2, n—4 y •• •? n-~2k9 • • • s dimensions ;• cette suite se terminant â zéro dîmensjona
ou à une dimension, suivant que n est pair ou impair,

2,.Q Tout médiateur nJa jamais qu'un terme unique de n dimensions $ lequel est
le produit de toutes ses bases. Si n est pair , le médiateur n'aura pareillement
terme unique de zéro dimensions, et ce terme sera l'unité.
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Si. l'on prend > au contraire, les bases dans un ordre rétrograde ? on
aura

(NA)=*(NB)-+-(NC).

3»° Les termes intermédiaires sont des produits des diverses bases multipliées n—2 h
m—2 y n—4 ^ n—4 5 •••••> n—zk.k n—2k \ mais ils ne sont pas tous les produits de
cette nature , comme on va le dire tout-à-l'heure.

4»° Dans tout médiateur9 les, termes sont positifs ..et sans coeiEciens 5 et, comme
jamais la même base n'entre deux fois dans un même terme, ces termes sont aussi
sans exposant,

5»° Enfin on reconnaîtra qu'un produit de n—2k facteurs , choisis parmi les n
bases, doit ou ne doit; pas faire partie du médiateur cherché y au moyeja de la
règle suivante : . - „, -

Soient écrits les facteurs de ce produit suivant Tordre de leur succession alpha-
bétique ; soit aussi écrit le produit de toutes les bases suivant le même ordre, et
soit divisé le second produit paÉ1 le premier, en écrivant le quotient toujours de la
même manière.

Suivant que , dans ce quotient , il y aura ou il n'y aura pas des facteurs 9

en nombre impair ? se succédant sans interruption de la même manière qu'ils le font
dans l'alphabet % le produit soumis à l'épreuve devra être rejeté ou admis.

Ainsi, par exemple $le produit abcg ne peut faire partie..du médiateur (AH) ) car

z£—=éjefh y et Ton voit • dans ce quotient, les trois, lettres consécutives def, et
abcgabcg

la lettre unique h ; au contraire ^ le produit cdi doit faire partie du médiateur (Aï) ;
àbcdefehi , / . , - , , . T . r -, i ,

ear —•••••.•£—•=zabefgh% et l'on ne voit dans ce quotient que les deux lettres consécu-

tives ab et les quatre lettres consécutives efgh*
D'après ces diverses observations y rien n'est plus aise "que de former immédiar-

tement un médiateur dont les bases sont données r ainsi qifoa va le voir dans
l'exemple suivant»

Exemple. Soit proposé de former le médiateur (AF) ?
Ce médiateur doit contenir des termes de G, 4 > 2 5 ° 5 dimensions, et son seul

terme de six. dimensions est, comme nous l'avons va ci-dessus r

ahedef;
divisant ee premier terme successivement, et de toutes les Manières possibles, par
un produit de deux lettres consécutives , c'est-à-dire, par ab, bc, cd9 de , ef9 et
prenant la somme des quotiens, 011 formera la totalité des termes de quatre
sions, lesquels seront ainsi
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L!anallse des médiateurs fournit plusieurs théorèmes intéressais que

nous nous contenterons ici d'énoncer 5 attendu que nous en ayons donné
la démonstration ailleurs. ( Aritlu univ. cfiap. VIII. )

4. Théorème L Un médiateur ne change pas de valeur v lorsqu'on
renverse l'ordre de ses bases ; ainsi 9 par exemple ? les médiateurs
(AN) et (NA) sont identiques entre eux.

5. Théorème IL Si la première ou la dernière base d'un média-

divisant ensuite successivement le même premier terme, de toutes les manières pos-
sibles , par deux produits de deux. lettres consécutives , c'est-à-dire 3 par ab et cd9

ah-et de , ab et ef, bc et de , bc et ef ? câ et ef ? et prenant la sonïmc deê quo-
tiens , on formera la totalité des termes de deux dimensions} lesquels seront ainsi

' ' " ef+cf+cd+af+ad^ab ;
divisant , enfin, le même premier terme par trois^ produits de <Ieux lettres con-*-
•fiéculîves , ce" qui ne pourra a\oir lieu que d'Une manière unique , savoir ab , cd ?

ef, le quotient 1 de cette division sera le terme de zéro dimensions , c'est-à-dire , la
dernier terme du médiateur ; en sorte qu'on aura _

( ebedef ' . , ' • ", *, v

(+1,
On peut désirer , comme moyen de vérification , de connaître > à l'avance, combien

*3e termes de chaque sorte de dimensions un médiateur doit renfermer, ce nombre df

termes est, pour n bases et n—•»2,k dimensions»

n—>k n—&— Î n—h—*a' ' ' n*-~2k~{~i

Le nombre total des termes d'un médiateur de n bases ? a donc pour expression

T m} .... 1 I • », » I ^ .* • _ , „ _ _ _ _ f Tr. '-mil,... 8

A ( - j — - -' *^—— *T~te*^ î * •* „ ^X* t t • • f • I
i • - ï ï Jâ . J» j» • é * • '-

àérie qui se termine d'elle-même si ,comme cela doit toujours' être, n eèt entier c |
pogitif ? et dont la somme des termes peut 4'ailleurs être mise sous cette forme finit11

'des idiuurs* )
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tcuv s'évanouit y il perdra , à la fois, ses deux premières bases dans
le premier cas , et ses deux dernières dans le second ; de sorte que
le degré auquel il appartiendra ? sera diminué de deux unités. Par
exemple ; le médiateur (AN) étant égal à /2(AM)+(AL) , aussi bien
qu'à tf(NB)H-(NC) 9 devient (AL) dans le cas de » = o, et (NX) dans
le cas de a~o.

Ç>. Théorème III. En quelque endroit qu'on partage en deux le mé-
diateur donné (AN) , comme , par exemple 9 entre les bases f et g,
îl sera égal au produit des deux médiateurs (AF) et (GN) ? plus le
produit des deux médiateurs (AE) et (HN) , qu'on obtient des deux
précédens 5 en supprimant la dernière base de l'un et la première de
l'autre. On aura donc généralement (AN) = (AF)(GN)+(AE)(HN),

7. Théorème IV* Si du médiateur (AN) on forme les trois média-
teurs (AM) ? (BN) , (BM) ; en supprimant pour l'un la première des
bases , pour l'autre la seconde , et pour le troisième les deux bases
extrêmes, à la fois ; la différence de produits (AN)(BM)—(AM)(BN)
sera constamment égale à l'unité ; et cette unité sera positive ou né-
gative v suivant que le nombre des bases du médiateur propose sera
pair ou impair*

8* Théorème V* O# peut donner au théorème précédent une ger-
néralité beaucoup plus grande ? en l'énonçant comme il suit : soient
les deux médiateurs (AV) et (HO) 5 tels que les bases du dernier
soient entièrement comprises parmi celles du premier 3 et qu'elles s'y
succèdent dans le même ordre. Si du premier des deux on retranche
les bases excédentes 5 depub p jusqu'à P , et qu'on les ajoute à l'au-
tre v il en résultera les deux nouveaux médiateurs (AO) et (HV) , en-
ti-èreruent compris dans le premier P et comprenant le second. Alors ?

l'excès du produit des deux premiers médiateurs sur lu produit des
deux derniers , c'est-à-dire , (AV)(HO)-*—(ÀO)(HY), sera , dans tous
les cas ? égal au simple produit des deux médiateurs (AF)(QV)5 af-*
fecté da signe plus ou du signe moins 9 suivant que lé nombre dcà
i>asas du médiateur intermédiaire (HO) sera pair ou impair*

$* Théorème VL La fraction-continue
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7
e

reçoit successivement les expressions littérales qui suivent 5 selon qu'on

s'arrête à la première base, à la seconde, à la troisième 9 . . . . 5 savoir ;

à la première . . . . . . . . . . . . . # ou ( A ) : i ;

à la seconde . . . . . (AB) : ( B ) ;

à la troisième (AC) : (BC) ;

à la quatrième (AD) : (BD) ;

à la c inquième. . . . . (AE) : (BE) ;
et ainsi des autres.

10. Nous appellerons fractions-continues périodiques celles dans
lesquelles 5 après un certain nombre de bases initiales qui ne sont sou-
mises à aucune loi , on remarque 2 parmi les suivantes 2 une périodi-
cité constante ? revenant sans cesse à l'infini : telle serait 2 par exem-
ple j la fraction-continue

i

Ici Fon remarque d'abord les bases « , £ , y , qui peuvent être des
nombres quelconques ; viennent ensuite les bases périodiques a et b,
lesquelles sont supposées se reproduire constamment à l'infini* Nou#
nommerons tête de la fraction 9 la partie par laquelle elle commence,
et qui fait exception à la loi de la période ; elle sera comptée inclu-
sivement jusqu'à la base après laquelle la période devient sensible.
Les bases qui composent la tête de la fraction seront nommées bases
initiales , et noua les désignerons par les lettres de Falphabet grec ;
tandis que les lettres de l'alphabet latin seront réservées pour dé-
signer les bases périodiques*.

I I . Pour fixer les idées 7 supposons que les bases initiales aussi
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bien que les bases périodiques de la fraction-contînue Soient au nom-

bre de six. Les premières étant désignées par # ? / 3 , y ? < j > ? g ? < f ; e t

les dernières par les lettres a ? b 5 c, d $ e 9 f'v la partie de la frac-

tion qui s'étend à l'infini 9 depuis le commencement de la période,

£t que nous* représenterons par x , sera

' € A l *

•>+-+- ••

Et 9 si nous exprimons par y la fraction-continue entière P prolongée
à l'infini 9 à jvsrtir de la tête ? nous aurons

La partie de la fraction-continue ce qui se terminç à la base^ sera
égale à

(AF) _/(AE)+(AD)
(BF) ~ #

Pour avoir la valeur de la fraction-continue 9 prolongée à Pmfini,
il faudra remplacer 9 dans cette dernière expression P la lettre f par;

1^ ce qui donnera 9 après les réductions ?

(AE)+*(AF)

ainsi, la valeur oo de la fraction-continue sera Tune des xîeux racine*
de l'é(juation du second degré qui suit :

(BF)^2^{(AF)^(BE)^~(AE) == o.

Et , pour exprimer la fraetion-centinue entière, que nous ayoni
dé îguéo par y $ on aura de même ;
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ce qui donne # —

12. Substituant cette dernière fraction littérale à la place de x 9 dans
l'équation du second degré en x , la valeur totale de la fraction^conti-
nue se trouvera être encore racine d'une équation du second degré %

mais beaucoup plus générale que la première.
Faisons , pour abréger 5

(AE) = A 9 ( « 0 = P >

(AF) = B , (*£) = Q >

( B E ) = C ,

(BF) = D ,

et 5 de plus ? désignons généralement l'unité par u pour les bases ini-
tiales 5 et par v pour les bases périodiques 9 ce qui donne (7)

ÇXTX "pc j . BC. \ry nz: v

Oa aura donc 9 dans tous les cas, tant u=^i que p= 1 ; et cette unité
sera positive ou négative ? suivant que le nombre des bases sera pair
ou impair.

On aura de même , uv~i 3 positif \ si le nombre des bases ini-
tiales et celui des bases périodiques sont tons deux pairs ou tous deux
impairs , et négatif \ si l'un de ces nombres est pair et l'autre impair.

En employant ces notations ? les deux équations précédemment ob-
tenues deviendront :

Dx*—(B—C)#—A=o 3

et

et 5 en substituant ? dans la première 3 la ̂ valeur de x donne'e par îa se-
conde s elle deviendra

0= (AQ+CP)Q — (BQ+BP)P ,

™ ( A S + C R ' Q J + ( B S + D R ) P J 5

or
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or, comme (0)

BS+DR=(/8^XAF)+(/8.)(BF)=(/8F) ;

on voit que l'équation en y pourra être mise sous cette autre forme
plus simple :

donc ? si Ton fait ? pour abréger

L =OX*F

il en résultera Tëquatlon
o == L—(M-f-N)y-hOy\

13. Les quatre coofficîens de cette équation , savoir L ? M ? N ? O 5

sont liés entre eux par quelques relations générales qu'il importe de
connaître.

Examinons d'abord la différence des deux eoefEciens du milieu ?

savoir — M + N ; on a

)= (AF> ) ^
( ) ( ) « ) ( ) = — ( B E > J (7 ; '

donc
—M-f-N=*î(AF)—(BE)}.

Ainsi 9 la différence —M-+-N des deux coefficiens moyens est indé-
pendante des bases initiales de la fraction et dépend simplement des
bases périodiques ; elle est égale 9 dans tous les cas , à (AF)—(BE) 5
affecté du signe plus ou du signe moins, suivant que le nombre des
bases initiales est pair ou impair* La valeur absolue de cette diffé-

Tom. L 07
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reiice déoend donc des bases périodiques , et son signe de la parité
ou de l'imparité du nombre des bases initiales*

Examinant de môme la différence de produits LO—MN 7 on la
trouvera égale au produit des deux facteurs qui suivent ;

et

Chacun de ces facteurs est 9 dans tous les cas 9 égal à 1*unité. Cette
unité 5 pour le premier facteur v est positive ou négative, suivant que
le nombre des bases initiales est pair ou impair. Et ? pour le second
facteur, cette même unité est positive ou négative suivant que le nom-
bre total ? tant des bases initiales que des bases périodiques , est pair
ou impair. On voit par là que la différence LO—MN 3 toujours égale
à l'unité 9 dépendra , quant à son signe , de la parité ou de Fimpa-
rité du nombre des bases périodiques ; de manière que , dans le pre-
mier cas 9 on aura LO—MN = + i , tandis qu'on aura , dans le se-
cond , L O — M N = — i .

i4* Dans la notation que nous avons employée ? il ne faut pas
perdre de vue que les lettres g et £ désignent toujours ïavant-der-
nière et la dernière des bases initiales , et que les lettres e et f dé-
signent , de même ? Vavant-dernière et la dernière des bases pério-
diques. Ainsi 5 l'application des notations («g) , («£) , (/3g) , {$>£) ? n'aura
jamais de difficulté 5 tant que le nombre des bases ne sera pas au-
dessous de quatre.

Dans le cas de trois bases, désignées par les lettres & ? fi ? y ? ou
a y b 9 c 9 on aura :

(«)=(«iO , (AE)=(AB) ,

(/'O') ? (BF) = (BC) .
Dans le cas de deux bases, désignées par les lettres »} /3 5 ou <sr
, on aura •:

(« ) = ( « ) , ( A E ) = ( A ) ,
(^ )=( -^) , (AF) = (AB) ,
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)r= 1 , (BE)= I ,

C ) J (BF) = ( B ) .
Enfin , dans le cas d'une seule base , designée par la lettre « ou

0 , on aura ;
(«)=i , (AE)=i ,

(,£> = • , (AF)=* ,
08,) = o , (BE) = o ,
(*0= i 5 (BF)=i .

Il peut importer encore d'examiner le cas d'une seule base initiale #,
combinée ayec un nombre quelconque de bases périodiques. On a alors

L -—^(AE)+<AF)—«(BE)+(BF) ,
M=— (AE)+ (AF) ,-
N = - * ( A E ; — (BE) ,
O = ~ (AE).

i5. Etant donnée une équation quelconque da second degré

on peut la comparer à
o

moyennant les deux proportions et l'équation qui suivent 1

p : L=^ : M+N y p : L=r : O , LO
On en tire

(*)

(*) Les deux proportions ci-dessus équivalent aux deux équations

desquelles on déduit encore, par rélimination de L 9

M N O
rCM+N)^O.

Si maintenant, au moyen de 1*équation pO=rL , on élimine successivement O et
X de l1 équation LO—MN=i^, il viendra

(A) rL2-~pMN=/?^ , (E) pO2—r3VlN==*y ;
mais, en multipliant successivement par M et par N chacune des deux équations

M + N L M+N)=^fO ? elles deviendront, en transposant;
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d'où l'on déduit, en faisant, pour abréger, h = f—4pr

(*)

16. Les deux premières de ces formules servent à déterminer les
Valeurs entières des y qui peuvent rendre quarrée toute expression
de la forme jny%-\-n% , dans laquelle m et n sont supposés des nom-
bres entiers quelconques. Comparant, en effet ? cette expression à hQ*»Jr
4r2 (**) ou ( ^ _ 4 ; ? r ) O 2 + 4 ^ , on aura

f—4pr~m , î q>—m
> d'où 2p=~

n

il en résulter^ l'équation

qui donne

y-
Ici P Ç pourra être pris a volonté ? et la quantité 0 r=

qu'on obtient ? en développant en fraction-continue la fraction

(G) /?MH~/>MN— r̂LM=o , (D)
<E) pM^+^MN—?LN=o , (F)

formant alors
(A)+cC)=o , (A)+(E)=o , (B)+(D)=o f (B)+(F)=o ,

on obtiendra , en réduisant, les quatre équations de M. Kramp.
(*) Ces résultats s'obtiennent en résolvant successivement chacune des quatre

équations par rapport à chacune des deux lettres qui s'y trouvent au quarré.
(**) L'auteur suppose tacitement ici f^r=+i et ^onséquemment le nombre de$

Lases périodiques pair.
(***) Cette équation s'obtient en substituant, dans l'équation 0=^7—çf~\-ry2 ? fes
, g2—-m n

valeurs pzzzl — et r = - .
( Notes des éditeurs* )
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sera l'inconnue y qu'on demandait. Le radical , lui-même 9 sera

«M—yO = yO—/2N.
17. Comme le coefficient q est entièrement arbitraire , on fera bien

de supposer q = 05 et ? dans cette supposition, l'indéterminée y sera

simplement égale à la fraction * Développant donc cette fraction

€n fraction-continue qui, dans tous les cas ? sera périodique 5 on con-
naîtra ainsi les bases ? tant initiales que périodiques ; le coefficient
O=(j8s)(/3F)—(/3£)(/3E) fera connaître toutes les valeurs de y ; et les
racines correspondantes de my^-A^n1 seront comprises dans la formule
nM ou —/zN; qui revient à /?{(*s)OF)—(*£)(ÂE)}.

18. Dans le cas particulier ? mais très-fréquent où n=i ? on ob-
tient ? sur-le-champ et presque sans calcul ,* les valeurs entières da
l'indéterminée y qui peuvent rendre l'expression my*-\~i un quarré
parfait. Il suffit, pour ceia, de développer en fraction-continue la
racine quarrée du Coefficient numérique;^; et? comme on a
la seule base initiale sera nécessairement (i4)

(AF)—(BE)

< }

On aura de plus yr:(AE); et la racine correspondante de y ,
sera (AF)—^(AE) ou (BE)+*(AE) o u ? enfin ? |{(AF)+(BE)}. Les
exemples suivans éclairciront cette méthode ^ et nous apprendrons aussi
à rendre quarrée la fonction my*—1 ? du moins lorsque cela est pos-
sible*

ig. Exemple 1. Déterminer les valeurs entières de y qui peuvent
rendre quarrée l'expression 3y2~|-i ?

On a ici m := 3 ? d'où

I
1 ~*~T-f-•••••*•;

Dans le cas d'uae seule base initiale, on a (i4)
M = — <AE)+(AF),,
N=—*(AE)—(BE) ;
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ainsi 5 fô^i 9 a~i 9 b = % ; on aura donc les deux séries de média-
teurs que yoici :

( A E ) = i , (BE ) = i ,
<AF)= 3 , ^ ( BF )= a ,

(AE')= 4 , (BE')= 3 ,
(AF')= n , ( BF') = 8 ,

(AE") = i5 , (BE") = ii ,

( A F " ) = 4i , . ( B F ^ ) = 3o ,

ainsi, les valeurs consécutives dey seront celles des médiateurs (AE),
c'est-à-dire , i , 4 ? 15 , 56 , , et les racines correspondantes de
3 y 2 + i seront (AF)—(AE) ou (AE)-+-(BE) ou, enfin, i{(AF)+(BE)],.
c'est-à-dire, 2 , 7 , 2,6, 9 7 . . . . . . . .

Dans cet exemple, on pourrait aussi regarder les deux bases 1 , 1 ,
comme initiales ; les bases périodiques seraient alors 2. , 1, Ayant donc,
dans ce cas ,

on en déduirait les médiateurs que yoici :

( »E ) = 1 , ( £ E ) = o ' ,
( -F ) = a , ( *F ) = 1 ,

donc

d'où

\ ) / 5

>-a«(AE)4-(AF)—• (BE),

• (AF)—(BE)

a(AE)
(*) L'auteur emploie ici «les lettres accentuées f pour distinguer entre elles Ïe5

diverses périodes.
( Notes des éditeurs. J
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on aurait alors y= :O = (jsF)—(£E) ; ce qui , applique aux cas par-
ticuliers, conduit aux nombres précédemment obtenus? savoir: i ? 4?
3 5 , 56 5 Les racines correspondantes seraient comprises sous
la formule générale 2(AE)—($F) \ ce qui donnerait , comme ci-dessus ,
les nombres 2 , 7 , 2 6 , 9 7 , ••#•••

Exemple IL Déterminer les valeurs entières de y qui peuvent rendre
quarrée l'expression 7j3-j~x ?

On a ici 7/2 = 7

' — I

ce qui donne

en employant les formules du n.° 14 , on trouve
M=—2(AE)-KAF) ,
N = — 2(AE)~(BE) ,
O = - (AE).

On a 9 en outre, la suite des médiateurs

( B E ) =
( B F ) =

(
(

(

(

c
(

AE
AF

AE'
AF'

AF-v

) =

) =

) =
) = =

) "****

) —

o
ï

3

48

(BE')= ^ ,
(BF/)= 9 ,

(BE")= 3i ,

(EF")= i44 ,

= 765 ,

les valeurs consécutives de y sont celles de O , savoir : ï , 3 , 48 »

7 6 5 , , . . , ! . , et les valeurs correspondantes de la racine quarrée de

7/ îr l"1 s o n t ce-^es -̂e M o u ^ e ~~N ? c'est-à-dire^ ï , 8 , 127 , 2024 ••••
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En considérant comme initiales les bases 1 , 1 , la période serait 1, 1}

4 j 1 ', on aurait donc
«=3 , 0=1 , /z=i , b—i , c—4- , d—\ ;

de là résulterait

(«0=2 , ( O = 3 , (ft) = i ,
et, par suite ,

L=2(-F)—3(«E) ,

N = («F)— («I
O = (/3F)-

Les médiateurs seraient ici
( -E ) = 2 , " ( *E ) = 1 ,
( -F ) = 3 , ( /3F ) =

)= 3 7 , (/3E/)= 14
)= 4 5 , (/3FO= 17

)= 5go , (*E")= 2.
)= 717 , • ( ^ / ) = 2;

(•JY";= 941J ,
( a F / / / ) = u 4 2 7 ,

ce qui donnerait pour les valeurs de y , et pour les racines corres-
pondantes de 7yJ-|-i , les mêmes nombres que ci-dessus.

Exemple III. Déterminer les valeurs entières dp y qui peuvent
rendre quarrée l'expression 107 y2-f-i ?

En développant \/loy en fraction-continue, on trouve d'abord la
base initiale 10 , puîs les bases périodiques 2 , 1 , 3 , 1 , 2. , 20 :
d'après quoi on a

N= —10 (AE) — (BE),
O = - (AE);

les médiateurs sont
(AE)=o , ' (BE)=i ,
( A F ) = i , (BF) = i ,

(AE9
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(AE0= 93 , (BEX)= 32 ,

= .- 1892 , (BF ' )= 65i ,

)="-178932 , (BE") =

ce qui donne four y les valeurs o , 98 , 178982 , • . . • et 5 pour les
racines correspondantes de 1 0 7 ^ + 1 , 1 ? 962, 1860887.

Exemple IV* Déterminer les valeurs entières de y qui peuvent
rendre quarrée .l'expression. 4IJ*M~l ?

En développant ert fraction-continue ? la racine quarrée de 4l ? on

trouve la base initiale 6 ? suivie des bases. périodiques 2 , 2 , 12 ; de
manière qu'on a s

« = 6 ? ^,= 2 5 3 = 2 5 £=I2fc

Le nombre des bases de cette période est impair, tandis que nos formules
le supposent/?#/r ; mais, comme cette période revient à riniini 9 il est per-
mis de doubler le nombre de ses bases ; la période sera ainsi 2^2 , 12, 2 ?
2 ? 12. Le nombre des bases -se trouvant alors pair 9 l'application des for-
mules précédentes pourra avoir lieu. En s'arrêtant 9 au contraire 9 à trois
baseŝ  ? on trouvera les valeurs de y qui.rendent quarrée l'expression
4îyz—I 5 puisque ? dans ce cas ? on a ^ = — 1 .

Dans l'un et l'autre cas, a désignera toujours la première ht\se périodi-
que ? c'est-à-dire, 2; mais, dans le premier ,£et/aurontles valeurs 2 et 12,
tandis que, dans le second 9 ces lettres se trouveront remplacées par b et c,

Les valeurs de y qui rendront quarrée l'expression 4lf2—l seront
celles des médiateurs- (AE) ? (AE7/) ? (AE / ; / /) . * • , et les racines cor-
respondantes seront > . .

( AF ) -6( AE' ) = ( BE )-f 6( AE ) ,
ou

ou
et, ainsi des autres. Au contraire, les valeurs de y qui rendront quarrée
l'expressicn 4if I~r-1 seront celles des médiateurs (AE' ) , (AE^) j . * * ,
et les racines correspondantes seront

( KV )—6( AE^ )= ( BE/ )+6( AE/ ) ,
ou
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et ainsi de autres. Les médiateurs sont ici

(AE) =
( AF) =

(AE/) =
(AF') =

(AE")=
(AF") =

5 ,
62 ,

3^o ,
3969 ,

20485 ,
254078 ,

( BE
( BF

(RE'
( BF'

(BE"
. ( BF"

) = -
) = ~"

\
\ __

) =
) = 1

Ï29 ,

16,00 ,

8258 ,
0.2428 ,

(AE"') = i 3 n 3 6 o , (BE"O = 528641 ,
(AF /7/)=: 16264961 , (BF//7) = 65568oo .

Ainsi les nombres qui rendent quarrée l'expression 4lf2—"l s o n t $t
2o485 ? . .» , ? et les racines correspondantes sont 32 ? Î 3 I I 6 8 5 •«•• ;
et ceux qui rendent quarrée l'expression 4ïy*-\-1 sont 32O 9 131136o ? • • 9

§t les racines correspondantes sont 2049? 8396801 , ••.
Cette marche doit être suivie 9 toutes les fois que , dans le déve-

loppement de la racine de m , on parvient à un nombre impair da
bases périodiques ; et l'on voit que notre méthode donne, non-seu*-
lement la solution de l'équation my%-\-\ ~z* 9 mais encore celle de
l'équation my%—i^=z2

 9 toutes les fois9 du moins 5 que cette dernière
fst possible en nombres entiers»

Exemple V* Déterminer les valeurs de y qui peuvent rendre quarréf
^expression iSy2*—-i ?

On a ici

î^e nombre des bases est ici impair ; mais , en le, doublant f il da^
yient pair, et on a alors

M=—3(AE)+(AF) ,
N=—3(AE)~(BE) f

O ^ ~ (AE) j
Jes médiateurs sont ensuite

(AE)= 5 -, (BE)ss 3 ,
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( A E ' ) = 180 % (BEO— 109 ,
( A F / ) = 1189, ( B F ' ) = - 7^o 5

(AE") = 6485, , ' (BE") = 3927^, .
(AF") = 42837 > . (BF")= ^594o ,

(AE///)- 23364o y
(AF^)^ i543321 , ( B F ^ = t . -- -

Aiixsl ? les nombres qui rendront quanée Texpression 13r2—~t se-
tont 5 ? 6485, ? et les racines fie.-ces quarrés seront i8 ? 23382?.«;
ceux , au contraire ? qui rendront quarrée Texpression i 3 y a + i se-
ront 180 , 23364o ? . . . . . . . ? et les racines correspondantes seront 649,9

UHoi ,
Exemple VL Déterminer les valeurs de y qui peuvent rendre quar-*

rée l'expression i7j/-2~|-i ? >
On'a simplement ici «2=4 ? ^=r8 ;

la période entière ne consiste donc que dans une base unique. L^5
médiateurs sont

( A F ) = ( B )= 8 ,
)= 65 ,
) = 'B28 ,
)= 4 % »

V-- , , - ) = 3484o..
les valeurs de y qui rendent ijy*—i un quarre parfait sont dbnê
65 5 ^289 ,'V...." j et les racines correspondantes sont

() ;

; ;(^4(OHAF^ ][
et ainsi des autres; celles qui rendent 5 au contraire, i 7^Hr i wn
quarre parfait sont 8? 528, 34840 ? i , .* . . . 5 et les racines correspon-
dantes sont • ' ! • . . . . ^ . ', w . .-. Î '.

'-)—4( AF ) = • - i - f -4( 'AF ) = : 33 ,

et ainsi des autres. , .
201. t/équatien générale du second degré
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o-p—ff+ry*

peut être ramenée à

en déterminant les coefRclens L , M , N , Q , de manière à ce qu'ils,
satisfassent aux quatre équations suivantes

L M+N OL-/> , M+N = y , O = r , LO—MN = ^ ;
la lettre v désignant toujours -l'unité prise en plus ou en moins ? suivant

le nombre des bases périodiques est pair ou impair. Il en résulte

Ainsi , pour que l'équation o~/?—f/"4~rJ2 S0l t réductible à o=Ir—
(M+N)j-j-Oj% sans, qu'on soit obligé de développer^ en fraction-
continue périodique1, ce qui exige quelquefois qu'on "l'évalue d'abord
à 4° OT1 5o décimales (*), il faudra que q%—4/?r"+"4 o u f 2-*"4/?r—4
ŝoit un quarré parfait.

C'est ainsi que l'équation o :rr 13—-2 i y + 3 j 2 , dans laquelle on a
^—4^4-4^C1?)2* devient o^iS^—aogf—zy+3y2 ; an a alors L =
i 3 ? M = i 9 , N = 2 , 0=^3; ainsi, d^ns cet exemple, LO
H-i. De même Péquation o=i7-~i^y-+-j2

 ? dans laquelle on a
^pr—4:=:(11)% 5 devient o = 17— I 8 J — J + J ? ; on a alors L = i 7 ,
J 8 , N= i , 0 = i ; ainsi, dans cet exemple , LO—MN=-—i.

^i , . Etant proposée l'équation générale du second degré ox=.
ry* 9 on peut toujours déterminer tîn facteur Je de manière que l'é-
quation o—kp—kqy~{-kry* soit "réductible à o=L—(M-j-N)/HhOj%
II faudra 9

 vpour cela que (q2*-~4pr)kz~lr4ç' s o^ url4 quarré parfait, fi

C) H est même essentiel d'observer qu'à quelque rïomHre de chiffres décimaux
epïe i*on.pousse l1 approximation , £«i*np s&urpit jsamaiâ avoir une entière confiance
dans le résultai qu'on en déduit 5 si l'on n'a vérifié ce résultai, en remontai^ àJ'équaliQH
du second 4eâ?^ ^ o n t it-doit -lire, «ne des racines;: il peut, .arriveferi effet que la
suite, soit des bases^initiaka ? soit des bases périodiques présente , dès Ms commence-

, une périodicité apparente qui fasse prendre le change sur 1̂  .véritable loi de
fraction-eontinue/ Au surplus, en procédant par la 'méthode dîapproxh'naliQn de
. Lagrange, on évite tout embarras sur ce point. ' '

<ii I v 1 ( Note ies.idit&rs* ) :
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tétant déterminée de manière à satisfaire à cette COfàditloïî 9 on aura

Soit par exemple l'équation 0=7—14X"4"4/3
 5 qui donne yte=7

4 ? et y2—4/?r—84- ^ faudra déterminer £ de manière que
4? ou 2iA2+i soit un quarré parfait; on trouvera d'après cela k=4
12 5 et l'équation sera o=;84—i68y+48ya o u o—84— i3gy—-gjHh
48 j 3 , d'où L=84 5 M=i39 , N=2g 5 0=48 et conséquemment LO—
M N = + i .

32. Etant proposée cette même équation générale du second degré
0=;?—Çy~\~ry2

 ? qui donne 2ry^q-\-\/<]*—i+pr aussi bien que 2 r j=

9—V (f—4pr ? ^ n ei1 tirera facilement les bases initiales, en dévelop-
pant en fraction-continue la fraction

Ç+\/ç3—4pr q—\/q2—k?r
W '"' «rui VU m% a i • i j u i . . . . my. • • «

Connaissant ces bases , et par conséquent les médiateurs L5 M?N ? O>
on peut demander les médiateurs A , B ? C 5D , lesquels conduisent en-
auite (11) aux bases périodiques av h p c ? d, . . • j oh aura :

B — C - ^ R S ^

et de plus BC—AD^P ? c'est-à-dire ~-}-i ou
II en résultera

(*) La première écpation en y un n.° i4 peut être écrite comme il suit :

la comparant, à Qs^f—9rJ+r/2 ? U viendra
A P Q P O P
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Exemple. Soit proposée l'équation du second degré 0=7—1
II faudra déterminer le facteur numérique k de manière que
ou 4(-2i^-2+i) devienne un quarré parfait. On trouvera , par les métho-
des qui ont été précédemment exposées,, ^ = 1 2 j multipliant donc l'é-*
quation proposée par 12 9 ce qui donnera 0 = 84*—*68y-i~48y2i? o n a u r a

développant alors en fraction-continue la valeur numérique de y=z
2 i.l^r\/21) = 11?58:25757 • • . 5 on aura la base initiale « = 2 j et ?après
elle , commencera la période. Cela donnera

d'où l'on, conclura , par les formules précédentes ?

réduisant donc en fraction-continue le rapport D : B ou 60: 67 ? on aura
la suite des bases périodiques 9 savoir :

s 3 . On a vu précédemment que , pour transformer en quarré parfait
l'expression my2~\-n2

 y 11 faut 5 en prenant (j à volonté ? transformer

en fraction-continue y ss^T^!7^ : le développement faisant connaître 5

tant les bases initiales » -> fi 9 y 9 • • • •, que les bases périodiques^ a, ^ 5

r ? » » • ? et par conséquent les médiateurs

(«E)5 («F) ,
et que 9 déduisant de ces médiateurs les valeurs des coelHciens L ? M ?

N ? O j en vertu du N.° 1 2 , les valeurs de y seront celles de O ? tandis
que les racines correspondantes seront

S*A—RS(B—.C)—R*D=r ; *
considérant, dans ces équations, À , B—C, D , comme trois inconnues, et ayant égard
à ce que QR.—PS= r t 1 , cPoù résulte (QS—PR)2^=i, on obtiendra les trois équations
de l'auteur ; en j joignant ensuite l'équation BC*—AD= ,*±r I , on en déduira les valeur*
ÛQ A7 BP C >IX > donuées dans le texte. ' ( Note des éditeurs. )
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riM.—>çO = qO—72N.

Nous en avons fait jusqu'ici l'application au simple cas de /?—T ;
voyons actuellement comment il faudra opérer lorsqu'on attribuera à n
une valeur entière quelconque , différente de l'unité.

Exemple* Proposons-nous de déterminer les valeurs entières dé y
qui peuvent rendre quarrée l'expression 11^ 2 +49 ?

Oiî a ici 772=11 9/2 = 7$ ainsi il faudra développer en fraction~con-

tînue la fraction î i Y I i . La racine quarrée de 11 est 3?3i66:2
7

»a. Quant à la valeur de q 5 elle est arbitraire, pourvu que q soit en-

tier. On voit , au reste , qu'il suffit de considérer les valeurs 0 , 1 ,

$ , 3 5 4 ? 5 5 6 ; attendu que , passé six ? les mêmes résultats doivent

constamment revenir , et que la différence ne peut tomber que sur

la première & des bases initiales 9 laquelle n'influe en rien sur les

valeurs numériques des coefficiens O. Voici une table qui contient,

tant les bases initiales que les bases périodiques qui résultent du dé-

veloppement des fractions f+V11, ? dans les différentes suppositions

qu'on peut faire pour q :

0

I
i

! 2>

3

/
4

5

6

a

O

O

O

O

I

I

ï

2.

I

I

I

.2.2

5

0
O

a

9

1

3

9

9

0

46

b

23

1

6

4

4

6

4

9

1

»

9

9

»

I

d

4

I

))

23

2.3

5>

I

e

1

»

I

/

»

4

»

»

I

»

46

»

»

I

»

4

»

4
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Cette table nous apprend que , dans la recherche des valeurs dey

qui «peuvent faire devenir l'expression my2-\-nz un quarré parfait ,
Je choix du nombre arbitraire q n'est pas indifférent. Dans l'exem-
ple actuel 5 où 772—11 et 72=75 les bases initiales sont partout au
au nombre de deux ; la première <& se reconnaît par la seule inspec-
tion des nombres 772 , n et q. Dans la colonne des secondes bases
initiales ? désignées par /s, on trouve les nombres 1 v 2 , 3 ? 5 , 22 ,
qui ne paraissent être soumis à aucune loi connue jusqu'ici» Quant
aux bases périodiques ? les valeurs q — o et q=4v dont la somme
est 7 9 nous font connaître la période composée des nombres g, 4 ? 9 *
23* kCes mêmes bases 5 quoique disposées dans un ordre différent ? sont
encore fournies par les valeurs q = o ? et conséquemment aussi q = 7 ?

dont la somme est encore 7. Les valeurs ^ = 1 et q = 6 , dont la somme
est aussi 7 ? fournissent la période composée des bases Ï , 1 , 1 5 1 , 1 ?

4 ? 46 ? 4 5 quoique disposées dans un ordre différent. Toutes ces périodes
nous font connaître certaines valeurs de y ? mais elles 11e renferment
pas la solution c@mplete du problème.

La série complète des valeurs de y résulte des développemens que
Ton obtient en supposant q^zz ou q~o , dont la somme est encore
7. Il en provient les deux bases 3 , 6. En adoptant cette période,
et la valeur 3 pour q , on a

ce qui donne ( ^ ) = b , (*£)= i«>

les médiateurs qui en proviennent sont

( «E ) = o , ( *E ) =
( ^F ) = 1 ? ( î F ) =

= J Z 5 6 1 » ( > 99
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En appliquant ensuite les formules du n.° iz , on trouye

jLes valeurs de y qui renferment la solution du problème sont celles
de O, et les racines qui leur répondent sont 7M—20=20—7N. On
a donc ainsi;

valeurs de yrrrû , 21 5 420 ? 8879 , . . * •
racines . . . • • = 7 y 70 ? I 3 Û 3 9 .27790 5 • . • *

( Z<2 suite incessamment. )

QUESTIONS RÉSOLUES.

Solution du premier des deux prohlèmes proposés à la
page 196 de ce volume ;

Par M. TEDENAT , correspondant de îa première classe de
l'Institut, recteur de l'académie de Nismes,

PROBLÈME GÉNÉRAL. Des points étant donnes 9 en nomlre
quelconque, sur un plan ; déterminer ? sur ce plan 9 un nouveau point
dont la somme des distances aux points donnés soit un minimum ?

SOLUTION. Ce problème peut être traité par plusieurs méthodes di-
verses , entre lesquelles nous choisirons seulement les deux suivantes:

Première méthode. Soient m :>m/\ m/;
 5 . . • • » , les points donnés 5 M

le point cherché 5 et z9 z/
 ? z

/J\ .•••••? les distances respectives de ce

dernier point à tous lès autres,.

Tom. L 3g
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Soit rapporte tout le système à deux axes rectangulaires 3 et soient

alors les coordonnées ? tant du point cherché que des points donnés *
ainsi qu'il suit ;

pour M < * pour m < ' pour m/ < * pour m/f X *...»

on aura

en désignant donc par S la somme des distances du point M aux
points m , 772/, JW" , • . . . . . , "on aura

or 5 par les conditions du problème, S doit être yxi minimum ; d?où.
il suit qu'on doit avoir , à la fois ?

aa. do

c'est-à-dire ^

r < — M ^ M M > ^ ' f£m*É*m0tft

:+7=' ' + • / "-H....SSQ.

y— fi , j ^ - y y—^

;Voilà donc deux équations entre les coordonnées % et y du point cher-
ché M 5 ce qui 5 théoriquement parlant 5 suffit pour la détermination
de ce point ; mais malheureusement ces équations , par leur extrême
complication ^ ne peuvent être , dans le plus grand nombre des cas?

d'un grand secours pour la résolution complète du problème*
Soient désignés respectivement par a , a1, aN ^ •••••} les angles que

forment ? avec l'axe des oc 5 les droites z , ^ , ^ , , , . . menées du point
M aux points m ? mf

 9 m11\ •. .••; à l'aide de ces notations , les équa^
lions auxquelles nous venons de parvenir prendront cette forme très**
simple

C + C / J C / / 4 C / / / 4 . •• • = o ,

s: o
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ce qui nous apprend que la somme des cosinus des angles formés sur une
même droite quelconque , par les droites z 9 z

f *> z/f «,•..., doit être zéro*

De là H est facile de conclure (*) que les droites zv z/
 9 z;/

9»...9
doivent être respectivement parallèles aux côtés d'un certain polygone
de m côtés, qui aurait tous ses côtés égaux entre eux ; et , comme
la somme des angles autour du point M doit être quatre angles
droits ? il en résulte que ces angles doivent être consécutivement
égaux aux angles extérieurs consécutifs du polygone dont il vient
d'être question.

D'après ces considérations on voit que le problème général que nou§
nous sommes proposé s dépend du suivant: n points m? m' , m " , . . . .
étant donnés de position sur un plan , et une droite étant donnée
de longueur , construire sur ce plan un polygone de n cote P dont
tous les côtés soient égaux entre eux et à la droite donnée, et qui 5

en outre soit tel que ses cotés P prolongés s'il est nécessaire ? passent
respectivement par les n points donnés (**) ? Il est clair, en effet,
qu'en appliquant la solution générale de ce problème au cas parti-
culier où la droite donnée sera nulle v le polygone cherché se réduira
à un point unique , lequel ne sera autre chose que le point M (***)•

Venons présentement aux applications. 1.° S'il y a trois points donnés
772 9 m/

9 mN , les trois angles formés par les droites z , z' , zN
 9

menées du point cherché M à ceux-là , devront être consécutive-
ment égaux aux trois angles extérieurs d'un triangle èquilatèral s

(*) Voyez la page 192 de ce volume.
(**) On propose de trouver une solution èe ce problème ?
(***) Le problème propesé peut aussi être réduit h ce problème de statique :n cor-

dons étant réunis à un même nœud et situés dans un mémo plan , et des puissances
égales quelconques étant appliquées à l'extrémité de chacun d'eux, déterminer de
quelle manière le'système doit être disposé , dans le cas d'équilibre , pour que les
directions des cordons passent respectivement par n points donnés sur leur plan ?Ou
encore à cet autre ; Les sommets à*un polygone plan , de n côtés , jouissant d'une
même puissance attractive quelconque \ indépendante des distances \ en quel point
au plan de ce polygonefauclrait-ilplacer un corps , pour qu'il demeurât en équilibre f

( Notes des éditeurs, )



28S QUESTIONS
c'est-à-dire > qu'ils devront être égaux entre e u x , et de 120* cha-
cun. Ainsi v pour résoudre le problème , il suffira de construire,
sur les deux distances mm1 et mmN prises pour cordes , et du
côté A& Tintérieur du triangle formé par les trois points m , ni/

 9

m" -, des arcs capables d'un angle de 1200 ; l'intersection de ces deu^ç
arcs sera le point cherché M. (*)

2.0 S'il y a quatre points donnés m > mi
 3 mf/

 ? m/f/
 9 les quatre

angles formés consécutivement autour du point M , par les droites zf

zf, zn
 9 z//;

 9 menées de ce point aux points donnés 9 devront être
respectivement égaux aux quatre angles extérieurs consécutifs d'an
Khombe. Ainsi, de ces quatre angles , les opposés devront être égaux 5

tandis que ceux qui aaront un coté commun devront être suppléments
Fun de Pautre. Le point cherché M se trouvera donc à Pintersection
des deux diagonales dii quadrilatère qxû aurait les sommets de ses
angles aux points donnés. *

Nous n'étendrons pas plus loin ces applications 9 dont la difficulté
s$'accroît d'une manière notable ? dès que les points donnés sont au
nombre de plus de quatre*

Deuxième méthode*
Soient a , h > c , d,,***, les distances consécutives du point

çhé aux points donnés 5 en sorte qu'on doive avoir

(1 ) #-{-$+£+^~h . • • • • • = minimum j
Soient 9 en outre 5

A , B , C , D ,

|es angles" formés respectivement par

a et b 9 h et c P c et d ? d et e ?

àe manière qu'on ait

(2) A+R+C+D+.,

(*) On peut, si Ton veut, ne décrire qu'un seul de ces arcs , et le point "cherché
sera déterminé par son intersection avec une droite menée du milieu du reste d©
la circonférence à celui des trois points donnés qui n'aura pas été employé.

( Note des éditeurs. )
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«oit, enfin, P l'aïre du polygone dont les sommets des angles sont
situes aux points donnés ; on aura

(3) abSm. A + ^ S i n . B H - ^ S i n . C + ^ S i n . D + = a P.
Si le polygone est absolument donné , il y aura nécessairement ^

^ntre les distances a , h , c 9 ^ 5 . , . . . , 2 des relations indépendantes des
angles À , fi, C ? D , . « . , . , . : attendu que , deux de ces distances étant
données ? toutes les autres peuvent en être déduites* Néanmoins, sî
i'on suppose que ce n'est pas proprement le polygone. > mais seule-
ment son aire P 9 qui est donnée, il sera alors permis de considérer
a 9 b ? c j, d v . .•••••., comme des variables absolument indépendantes 9

^on déduira de Inéquation (3)

= 0 (4).. }d+cdCos.C •

Mais Féquation ( i) revient à

et l'équation (2) donne

ajoutant donc à Féquation (4) les produits des équations (5) et (6)
par deux multiplicateurs indéterminés —A et »—p , il viendra :

A) .

A) .

équation dans laquelle il sera permis de considérer les variations Sa 9

ib p ^ , . . . . ; tfA5 ^B9 ^CjMMjComme absolument indépendantes , et
de laquelle on déduira conséquemment



29a Q U E S T I O N S
Si les points donnés sont au nombre de n, il y aura n équations dans
chaque ligne ; on pourra donc tirer de celles de la première les valeurs
des n distances a , b , c , d 9 . . , . , lesquelles se trouveront toutes affec-
tées sda facteur h, substituant ces valeurs dans les équations de la

seconde ligne, et faisant9 pour abréger, — = N 5 on aura 9 entre les n

angles inconnues A9 B , C, D , • ..., et la constante N , n équations
qui donneront les valeurs de ces angles en fonction de N qu'on déter-
minera ensuite , en exprimant que les valeurs obtenues satisfont à
l'équation (3).

On voit par là que 5 bien que nous ayons supposé que c'était seulement
Faire P du polygone qui était donnée, les valeurs des angles A5 B,
C , D , , . , , , se trouvant délivrées de P , ainsi que des distances a^
b 9 c j> */,.•••, nos résultats seront aussi exacts que s'ils eussent été
déduits d'une analise en apparence plus rigoureuse.

Appliquons successivement ce procédé au triangle et au quadrilatère.
On a i.° pour le triangle, les six équations

? , f . A — A ,
abCos.A—p ?

Divisant les trois dernières deux à deux , il viendra

Comparant chacune de celles-ci à sa correspondante dans la première
ligne 9 on en déduira ces doubles valeurs ;

ACos.A

Sin.(A+B) * Sin.(B+C)' Sin.(C+A)

xCos.B ACos.C ACos.A

Sin.(B+C) f Sin,cC+A) '

lesquelles ? étant égalées entre elles , donneront

Sin<A+B) = Sin.(B+C)=Sin.(C+A)
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d'où ? à cause de A4-B+C=36o° , on conclura

ci-dessus*
2.0 Pour le quadrilatère 5 on trouvera ? en faisant absolument le même

calcul ?

__ ÀCOS.B XCOS.C __ ACos.D ACos.A

Sin.cA+B) * Sin.(B+C) ? Sin.(C+D) ' Sin.(D+A) P

- ^ ACos.C ACOS.D ^ ACos.A ACOS.B

f Sin.(A+B) 5 Sin.(B+C)

d'où on conclura :

Cos.BSin.(C+D)=Cos.CSm.(A+B) , Cos.CSin.(D+A)=Cos,DSin,(B+C)

Cos.DSm.(A+.B)=Cos.ASm.cC+D), C

La condition

donne d'ailleurs

Sm.(C+D)=—Sin.(A+B) , $in.(D+A)=-Sin.(B+C),

substituant donc 5 il viendra

s.B=—Cos.C, Cos,G=:—

C=i8o°—B ? D=i8o°—C , A=i8o°-~D 9 B = I I 8 O 0 — A

•t encore

relations que ci-dessus.
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QUESTIONS PP.OPOSÉES-

Problèmes de Géométrie

L

villes se trouvent situées 5 d'une manière connue ? d'un même
côté d'un canal rectiligne (*).

On veut établir un pont sur ce canal ? et construire une route de
communication de ce pont aux deux villes pour l'usage desquelles il
est destiné.

Il s'agit de déterminer en quel lieu il faut établir ce pont ? et de
quelle manière on doit diriger les branches de la route 9 pour que la
longueur totale de celle-ci soit la iiioindre possible ?

IL

Des villes 5 en nombre quelconque , étant situées ? d'une manière
connue 5 dans une même plaine ; on propose de les lier entre elles par
un système de canaux dont la longueur totale soit, la moindre pos-
sible (**) ?

(*) On peut, pour plus de généralité , supposer le canal curviligne.

(**) II ne faut pas confondre ce problème arec celui qui se trotive énoncé b ïa page
'a85. Dans le premier ; en effet, le nombre des branches de route doit être égal au nom-
bre des villes auxquelles elles doivent aboutir d'une part, et il est de condition rigoureuse
que , de Tautre , ces branches de route concourent en un même point,* ici, au contraire ^
cette condition n'est pas imposée 7 et oh ne doit paa même s'y assujétir si le minimum
n'en résulte pas.



INCOMMENSURABILITE.

ANALISE.

Démonstration du théorème général de
Vincommensurabilité ;

Par M. DE MAIZIÈRES , professeur de mathématiques spéciales
au lycée de Versailles.

JL OUTES les questions où se présente le cas de Incommensurabilité,
c'est-à-dire, les questions où il s'agit de démontrer l'égalité de deux
rapports dont l'un est incommensurable, ont les caractères communs
que voici: i.® elles supposent deux séries de quantités soumises, dans
chaque série 9 à la loi de continuité (*) ; 2.0 elles supposent de plus
que les termes des deux séries sont liés les uns aux autres par une
dépendance réciproque 9 en sorte que les deux séries se correspondent
terme à terme (**); 3.° elles supposent enfin que, lorsque deux ter-
mes de Tune des séries sont commensurables 9 leurs correspondans dans
Fautre série leur sont proportionnels (***). La difficulté de ces sortes
de questions consiste alors à démontrer que la même proportionnalité
a encore lieu pour des termes incommensurables 5 et voici comment
on peut y parvenir;

(*) C'est-à-dire que, dans chaque série, on peut concevoir deux termes aussi peu
différées qu'on voudra.

(**) La loi de correspondance entre les deux séries peut d'ailleurs être quelconque ;
elle peut même être inconnue ? pourvu qu'on soit certain de son existence.

(***) L'ordre des rapports pouvant être indifféremment direct ou inverse , pourvu
qu'il soit constant dans toute l'étendue des deux séries.

Tom. L 4.°
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Soient les deux séries correspondantes

assujéties aux conditions qui viennent d'être exposées.
On suppose reconnue que , si deux termes K-, K i 5 de Tune quel-

conque des séries, sont commensurables entre eux, ils ont, avec leurs
correspondans dans l'autre série , la relation

et il s'agit de démontrer que , si deux autres termes K m , Kn, de Tune
quelconque des séries sont incommensurables, ils auront également ?

avec leurs correspondans dans l'autre série, la relation

La proposition sera vraie, si l*on prouve généralement qu'on ne peut
avoir un quelconque des deux rapports supérieur à l'autre j par exemple,

(3) | ï > §=.
Si P en effet 5 la relation (3) pouva't exister ? on devrait avoir

QB étant un terme choisi convenablement dans la seconde série et
< Qn ; or , quelque petite que puisse être d'ailleurs la différence
(Qn—Qnd 5 o n P e u t concevoir, dans le numérateur Qm 5 des parties égales
encore plus petites ; e t , en mesurant Qn avec une de ces parties, on
pourra former une quantité

e9est-à-dire , comprise entre QfJ et Q7Z/ > et commensurable avec Qm,
laquelle devant nécessairement faire partie de la seconde série ? aura
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conséquemment, dans la première, un terme correspondant

(6) Kn / ,<Kn .

Maintenant, Qnu étant commensurable avec Q m , on aura , d'après

l'hypothèse (1) ,

' ( 7 ) Km ~ Qm '

La relation (7) étant démontrée vraie , tandis que la relation (4)
est douteuse ? leur combinaison est propre à fixer notre jugement sur
cette relation (4)« Multiplions donc par ordre les relations (4) 9 (7) ;
il yiendra , en réduisant.

(b) C - 57
Or P cette relation (8) est absurde ; car (6) son premier rapport est

<£ 1 , tandis (5) que son second rapport est au contraire > 1 ; donc
la relation (4) est impossible j et? attendu qu'elle est une conséquence
inévitable de la relation (3) , il en résulte que cette dernière ne peut
être admise; et comme, d^n autre côté, on ne peut la rejeter sans
admettre la relation (2) 9 il s'ensuit que cette relation a lieu en effet t
malgré ^incommensurabilité supposée entre K et Kyl.

La proportionnalité entre tous les termes correspondant des deux
séries est donc une suite nécessaire de la proportionnalité entre ceux
de ces termes qui sont commensurables.

Ce mode de raisonnement, qui ne laisse rien à désirer du côté de
la rigueur , nous semble présenter deux avantages principaux sur celui
qu'il est d'usage d'employer dan^ tous les cas de cette nature. iâ° Ce
que nous disons d'un rapport pouvant être également appliqué à Fautre 9

nous nous trouvons dispensés de la contre-épreuve à laquelle on est
explicitement ou implicitement assujéti dans l'application des méthodes
usitées ; 2,° notre théorème général, une fois démontré 2 s'applique avec
la plus grande facilité aux lignes proportionnelles ? aux angles com-
parés aux arcSj aux aires des rectangles de même base5 aux angles
dièdres comparés aux angles plans , aux volumes des parallelipipèdefr
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de même base ? aux fuseaux sphériques comparés soit entre eux soit
la sphère 9 et généralement à tous les cas de l'incommensurabilité, tant en
géométrie qu'en arithmétique ete.n statique ? sans qu'on soit obligé défaire
une démonstration pour chaque cas. La seule attention à avoir est de bien
s'assurer, avant d'appliquer le théorème général, que les deux séries de
quantités auxquelles on en veut faire l'application 9 sont exactement sou-
mises aux lois que nous avons supposé exister dans celles que nous
venons de considérer.

Il est essentiel de remarquer que notfe démonstration n^exige pas
que les deux séries de quantités 5 admises comme proportionnelles ?

dans le cas de la commensurabilité 5 soient exclusivement croissantes
ou décroissantes dans le même sens. L/unedeces séries peut croître tandis
que Fautre décroit : comme il arriverait, par exemple 5 si l'une des séries était
formée de multiplicandes et Fautre de multiplicateurs de nature à donner
une suite de produits égaux. Dans ce cas, si Fon prend dans la pre**
mière série deux multiplicandes M et M p il faudra leur comparer
respectivement dans la seconde les multiplicateurs m. et mh; car on
_ . . Mh m- . . -
doit avoir—- =—•• Ainsi, dans le second rapport de chaque pxopor-

tîon 5 Fordre des terme§ est in?erse de celui de$ termes du premier*
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QUESTIONS RÉSOLUES.

Analise dune solution du premier des deux problèmes
proposés à la page 196 de ce volume ;

Par M. LHUILIER , professeur de mathématiques à racadémie
impériale de Genève.

3V. JB. Cette solution , parvenue trop tard pour pouvoir être jointe à celle fournie pa^
M» Tédenat, page 2.85 , ayant avec cette dernière plusieurs points de ressemblance, le&

rédacteurs des Annales se trouvent, à regret, contraints de n'en donner ici qu'une courte

analise,

iVX» LHUILIEB. commence par rappeler ce principe connu ; que le
point de la circonférence d'un cercle dont la somme des distances à
deux points pris hors du cercle ? est la moindre possible ? est celui
dont la tangente ou la normale fait des angles égaux avec les droites
menées du même point aux deux points dont il s'agit* II en conclut (Je
suite que le point du plan d'un triangle dont la somme des distances
à ses trois sommets est la plus petite ? est un point tel que les droites
qui le joignent à ces sommets ? font 9 deux à deux 9 des angles égaux
entre eux et au tiers de quatre angles droits. II observera ce sujets
que ? si l'un des angles du triangle vaut le tiers de quatre angles
droits 9 son sommet sera le point cherché 1 et que ? si l'angle excède cette
grandeur 5 le problème sera insoluble.

M..Lhullier se propose ensuite de déterminer 5 lorsque Je problème est
possible ? les longueurs des droites menées du point cherché aux som-
mets du triangle 5 ainsi que les angîea que font ces droites avec ses

Tom L 41
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côtés ; voici , a peu près de quelle manière il y parvient.

Soient AA'A" ( %• i ) le triangle donné, et F le point cherché ;
soit circonscrit un cercle au triangle et soient prolongés PA , PA7 ,
PA" 9 jusqu'à ce qu'elles rencontrent de nouveau la circonférence en
B , W , B" ; soit enfin formé le triangle BB'B".

L'angle B ayant pour mesure la moitié de Tare B'B"^ et l'angle A
ayant pour mesure la moitié de Tare A7 A" , il s'ensuit que la somme
des angles A , B, a pour mesure la demi-somme des arcs A'A", B'B",
laquelle est aussi la mesure de l'angle ATA" o u ^ ; et, comme il
en irait de même pour les angles B ;

 ? B" , comparés aux angles A' 5
$J;, on doit avoir

d'où 1 B^ = ^ _ A ^ ,

t a similitude des triangles APA", B^PB, d'une part, et celle des
triangles A ^ A ^ , B//PB/ de l'autre , donnent les deux équations

d'où on déduit, en divisant et réduisant ,

AP BB" A A" AP AA" Sm,(^—A)
— X -~ ou —- = X s

A'P B'B" A'Â " A'P A'A" Sin.(|^v-A0 *

c'est-a-dire 5

A/A// x AP x Sin.(~ ̂ —AO=A A" x A'P X Sin.(^ ̂ ~ A ) j

enfin le triangle APA; donne, à cause de Cos.P=—~ 9

A P - H - A P x A/P+A/P2 - AA/2.
La combinaison de ces deux équations fera donc connaître AP et
et on déterminera ensuite chacun des deux angles PA/A et
par les divers procédés connus de la trigonométrie.

Après cette digression 5 M. LhuiKcr s retenant à la question prin-
cipale , annonce que le point du plan (-''un qur^rhatère dont la somme
des distances à ses sommets est la plus petite 5 est le point d%iter-
section des deux diagonales de ce quadrilatère» II ne démontre pas
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cette proposition 9 mais sa démonstration résulte Immédiatement de ce
que la ligne brisée est plus longue que la ligne droite avec laquelle
elle a ses extrémités communes. On sent 9 d'après cela ? que le pro-
blème ne peut être résolu 9 pour le quadrilatère ? qu'autant que ce qua-
drilatère est convexe.

Après avoir observé que , dans tout polygone qui a un centre de
figure ? ce centre est le point dont la somme des distances aux som-
mets du polygone est la-plus petite, M. Lhuilier passe au problème
général ? non dans la vue de le résoudre 9 mais afin de découvrir , a x
moins 5 quelques propriétés du point cherché. Par les mêmes moyens
qu'avait employé M. Tédenat 9 il parvient à cette proposition 9 savoir :
que le point cherché doit être tellement situé que la somme \des
cosinus des angles que formeront les droites qui le joindront aux
points donnés 9 avec un axe quelconque situé dans leur plan, soit
constamment zéro.

Les rédacteurs des Annales 9 en publiant la solution de M. Tédenat ̂
ont négligé de faire voir comment ce principe seul pouvait être em-
ployé à obtenir ? entre les angles autour du point cherché , des équa-
tions en nombre égal à celui de ces angles *P ils croient devoir Ici
réparer cette omission*

Soient Al9 A 2 , A ? 5 •••...; An-_, 9 An les angles consécutifs autour
du point cherché ; si Ton prend successivement pour axe chacune des
droites menées de ce point aux points donnés ^ l'angle que formera
cette droite avec elle-même étant zéro 9 aura son cosinus = r + i ; il
faudra donc que la somme des cosinus des angles que les autres foi>
nieront aveo elle soit = — i ; on aura ainsi

o= i+Cos.A,4-Cos.(A1+AI)+Gos.(A1+Al+A4H-... -+-Cos.(A1H-A3+...
o= i+Cos.Al+Cos.(AfH-A4)+Cos.(Aî+A4+A,)+ ... -f-Cos.(A,+A4+...

+ •.. +Cos.(AJI+AI+ ...
on pourra 9 au surplus 9 simplifier ces équations en observant qu'on a :
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C llI)=Cos-AB , Cos.(A1+A2+ ... +AJI_1)=Cos.(A lf_f+AJ ,

Cos.(A2+A?+... +A/Z ) = Cos.A, , Cos.(Aa-+-A ,-+•... •+-A^I) =
 Cos<AB +AX), . . .

)=Cos.A2 5Cos.(Aj+A44-....+A/z ) = Cos.(Af + A .)>•••

on pourra aussi , si l'on veut , employer l'équation

mais en se rappelant qu'elle se trouve comportée par J.es n équations
ci-dessus.

Si ? par exemple 9 on n'a que trois points donnés, il viendra

Cos.Aj+CosrAj =—ijCos.Ai+Cos.A! =—i?Cos.A3—Cos.A2=—1 ;

d'où Cos.A j = Cos.A 2 = Cos.A 3 = — \ j

et partant 7 A, = A2 = A 3 =̂ 7 «•.

Si l'on a quatre points 3 les équations seront

Cos.A ,+Cos.(A I+A2)+Cos.A4=:—1 9

Cos.A2+Cos.(A2+A^)+Cos.Aj=:—i ,

Cos.Al+Cos.(A,-+-A2)+Cos.A2=—1 9

Cos.A44-Cos.(A2"4-A3)-4-Cos.A5 =—1 1

équations entre lesquelles éliminant les deux quantités
et Cos^Aj+A^), il viendra

Cos.A, =
> U OU \

Cos.A2=:Cos.A4 ; } ( A 2 = A 4 ;
M. Lhuilier 9 étendant les procédés du calcul différentiel à des points

situés d'une manière quelconque dans l'espace , parvient, à leur égard 9

au même principe général , c'est-à-dire , qu'il prouve que le point dont
la somme des distances à des points donnés dans Vespace est la plus
petite 7 doit être tellement située que la somme des cosinus des angles
que formeront 5 avec une droite quelconque ? les droites menées 4c c£
point aux points donnes soit zéro*



RÉSOLUES. 3oi
M. Lhuilier confirme ces résultats du calcul différentiel , tant pour

des points compris dans un même plan , que pour des points situés
d'une manière quelconque dans l'espace 9 par des considérations fort
«impies que voici ;

Par le point cherché soit fait passer une droite quelconque P P7

( fig. 2 ) ; que A soit un des points donnés 5 et que P et P ; soient
deux points pour lesquels les sommes des distances aux points donnés
soient égales ; il est clair que 9 si le point P devient le point cherché ?

le point P7 devra se confondre avec lui.
Cela posé , des points A comme centres , et avec les distances AP

pour rayons ? soient décrits des arcs Fp ? rencontrant en p les droites
"AP'.

Puisque S(AP) = 2(AP/) 9 il s'ensuit que S(P^) = o; donc aussi

limite j ^ = Cos.AP'P; donc 2(Gos.AF'P) = o ,

ce qui ramène à la proposition déjà énoncée.
M. Lhuilier termine par observer que la méthode différentielle, ainsi

que cette dernière 5 s'appliquent également au cas où ce ne serait pas
précisément la somme des distances du point cherché aux points don-
nés qui devrait être la plus petite ? mais la somme des produits de
ces distances par des nombres donnés ? ou la somme de leurs puis-
sances ayant le même exposant, ou enfin la somme des produits de
ces puissances par des nombres donnés,
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Solution du problème propose à la page 2Z2 de
ce volume ;

Par M. TEDÈNAT , correspondant de la première classe de
l'Institut ^ recteur de l'académie de Nismès.

• H

ANNONCÉ. Deux canaux rectilignes se coupent Psous une inclinaison
déterminée 9 et une ville se troupe située ,dune manière connue , dans
Tun des quatre angles formés par leur intersection.

On veut établir deux ponts sur ces canaux , et construire une route
de communication de ces deux ponts à la ville pour Vusage de laquelle
ils sont destinés.

Il s'agit de déterminer en quels lieux il faut établir ces deux
ponts 9 et de quelle manière on doit diriger les branches de la route v

pour que la longueur totale de celle-ci soit la moindre possible.

Considérations préliminaires* L/énoncé du problème ne statuant en
aucune manière sur la disposition des diverses parties de la route à cons-
truire ; il fautj pour le résoudre complètement, ne s'assujétir à aucune
condition qui ne soit rigoureusement nécessaire pour parvenir au mini~
mîim auquel on veut atteindre.

Or , comme il n'y a que trois points à unir, il ne peut y avoir au plus
que trois branches de route , lesquelles doivent être rectilignes, et dont
celles qui se terminent aux ponts doivent être respectivement perpendi-
culaires aux directions des canaux ; et, puisque ces branches de route
doivent lier entre eux les points où elles aboutissent d^une part ? il faut
que de l'autre elles concourent en un même point.

A la vérité, il pourrait bien se faire, du moins dans certain cas , qu'il
fallût moins de trois branches de route, pour obtenir un minimum de
longueur totale ; mais c'est ce que le calcul doit indiquer, de soi-même %
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ai donnant zéro pour la longueur de chacune des branches de routo
qui ne devront pas exister*

On voit, par ce qui précède 5 que tout se réduit à déterminer le point
de concours des trois branches de route ; les ponts devant se trouver aux
extrémités des perpendiculaires abaissées de ce point sur les directions
des deux canaux. Occupons-nous donc du problème suivant :

PROBLÈME. Un point étant donné déposition entre les côtés d'un
angle connu ; déterminer , dans cet angle ? un nouveau point dont la
somme des distances à ses deux côtés et au point donné soit un mini-
mum.

Soient BAC (fig, 3) Pangle donné9 et O le point donné; il s?agît de
déterminer dans cet angle un point Z tellement situé qu'en abaisssanl
de ce point sur ÀB et AC les perpendiculaires ZN et ZM 5 et enjoignant
le même point au point donné, par la droite ZO , on ait ZN+ZM-f-ZO =
minimum*

Solution* Soient pris le sommet A de l'angle danné pour origine clef
coordonnées rectangulaires v et le côté AC pour axe des ocv désignons par
y l'angle BAC, par a et b les coordonnées du point O, et par œ et y
celles du point Z ; nous aurons alors

-j'Cos.y 5 ZO—^(^z-—x)2-\-(b—yY i
désignant donc par S la somme des trois distances ZN, ZM 5 ZO,
aurons

Les variables x et y de cette équation étant absolument indépen**
dantes , il faudra , pour obtenir les conditions du minimum 9 égaler

séparément a ̂ ero — et-r-> ce qui donnera
4 do? dy 4

(G)
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et telles sont les équations qui devraient donner le$ valeurs parti-
culières des coordonnées x et y du point Z qui répondent au minimum*

Mais il est facile de voir qu'en général ces deux équations ne peu-
vent subsister à la fois? attendu qu'on en peut déduire , entre les seules
données du problème 5 une équation de relation qui peut fdrt bien ne pa$
se vérifier. Si5 en effet 5 on prend la somme de leurs quarrés? on obtien-
dra ? toutes réductions faites ,

Co$.y = 7 d'où 7rr6o° .

Ainsi ? si Fangle donné n'est pas de 6o° , il n'y aura 9 à proprement
parler 5 ni maximum ni minimum ; c'est-à-dire 5 qu'en variant la posi-
tion du point Z , la longueur S croîtra ou décroîtra continuellement
et pourra acquérir toutes les valeurs possibles depuis l'infini positif
jusqu'à l'infini négatif (*).

Si , au contraire 9 l'angle donné ASB est de 6o°, les deux équations
(G) étant alors équivalentes , on n'a s entre les coordonnées x et y du
point Z ? qu'une simple relation exprimée soit par l'une ou par l'autre
de ces deux équations , soit par une équation résultant de leur combi-
naison ; il y a donc ? dans ce cas 2 une infinité de points qui résolvent
le problème.

Cherchons le lieu géométrique de tous ces points ; soient > pour cela ,
divisées l'une par l'autre les équations (G); on aura ainsi

£_ .y y—h j—Cos. y 2.S'\n.2^y rr^

.—£ ou ;=-~r: = — r =Tang.^/ ;

c'est-à-dire 2

y—h— (x—^)Tang.fy ;
telle est donc l'équation du lieu géométrique de tous les points qui résol-
vent alors le problème; et l'on voit que ce lieu n'est autre chose qu'une
parallèle 5 menée par le point donné ? à la droite qui divise l'angle
donné en deux parties égales.

(*) II n'en serait pas ainsi, si l'angle donné , au lieu d'être rectiligne, était mixtilign&
ou curviligne* Le problème , envisagé sous ce point de vue , reste encore à résoudre»

( Noté des éditeurs, )
Ainsi
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Ainsi l'angle donné BAC ( % . 4 ) étant de 6o° , et la droite AD le

divisant en deux parties égales ; si % par le point donné O , on mène
à AD une parallèle indéiinie OK ; en quelque lieu qu'on établisse
le point Z sur cette parallèle ? la somme des trois distances Z N , ZM 5

ZO 9 sera toujours la même et moindre que si le point Z était hors
de cette direction.

11 faut pourtant observer que comme , hors des limites O et K ? le
minimum n'a plus lieu que eu égard au changement du signe de quel-
qu'une des trois distances ZN, ZM ? ZO? il est nécessaire que le point Z
ne sorte pas de ces limites 5 si l'on veut , comme l'exige la question ?

que ce soit la somme de leurs valeurs absolues qui soit un minimum.

Si 9 analitiquement parlant 5 il ne peut y avoir de minimum 5 lors-
que l'angle donné est différent de 6oQ ; c'est uniquement parce que
l'analise suppose que le point cherché peut être quelconque sur le plan
de l'angle donné ? et qu'elle est obligée de faire entrer en considération
les changemens qu'entraînent 5 dans les lignes des distances, leurs chan-
gemens de situation; c'est parce qu'elle ne peut exprimer9 ni que le
point cherché ne doit point sortir de l'angle donné, ni qae la somme
des trois distances doit être prise indépendamment du signe qui peut
affecter chacune d'elles. On conçoit en effet que ? eu égard à ces limi-
tations ^ cette somme ne peut plus décroître indéfiniment; et comme1,
d'un autre côté ? elle ne saurait être constante pour toutes les situa-
tions que peut prendre le point cherché sans sortir des limites qui lui
sont assignées ? elle doit alors être susceptible d'un minimum. Essayons
de déterminer à quelle situation du point cherché il peut répondre*.

Pour cela supposons d'abord que le point Z(fig. 3 ) ? au lieu d'être
absolument indéterminé ? soit assujéti ? dans ses variations ? à être
constamment à une même distance connue ZO^rr du point donné ? ou3

ce qui revient au même ? à être toujours sur la circonférence d'un cercle
ayant le point O pour centre et r pour rayon ; la valeur générale d^
S deviendra alors

Tom. L
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et l'on aura en outre

les conditions du minimum seront donc

(a—#)

équations entre lesquelles éliminant —, on se trouvera avoir, pour déter-

miner le point Z 5 les deux équations

Ainsi ? le point Z se trouvera à l'intersection du cercle décrit du point
O comme centre 5 avec r pour rayon , et de la parallèle menée ? par
son centre, à la droite qui divise l'angle donné en deux parties égales;
le problème aura donc analitiquement deux solutions; mais la situa-
tion du point Z la plus voisine du sommet de l'angle donné sera la
£eule admissible, dans l'hypothèse que nous considérons ici.
- Cherchons, dans cette hypdthèse 5 ce que devient l'expression de
S» Les deux équations qui doivent déterminer le point Z donnent,
pour ce paint

&=a—rC.0s.7y ^ yzzb—r

d'un autre côté > la valeur de S peut être écrite ainsi ;

aura donc, en substituant et réduisant f

î actuellement $ous supposons qu'on rende à r son indéterminé-



R E S O L U E S . 307
tïon primitive , nous remarquerons que5 la première partie de la valeur
de S étant constante, cette somme décroîtra dans le niètîie sens que
r ou en sens inverse, suivant que i—«sSin.y sera positif ou négatif >

c'est-à-dire „ suivant qu'on aura

ou

Ainsi y suivant que Fangle donné sera plus petit ou plus grand que
6o° , il y aura de l'avantage à approcher ou à éloigner le point
cherché du point donné ; d'où on peut déjà conclure que 9 lorsque
l'angle donné est moindre que 6o° , il faut que le point cherché se
confonde avec le point donnée ce qui réduit la branche de route ZO
à zéro, comme on le voit ( fîg» 5 ).

Mais il faudrait bien se garder de conclure de ce qui précède que,
lorsque l'angle donné est plus grand que 6o° , il faut que le point
Z se confonde avec le point K ( fig. 6 ) où AC est coupée par la pa-
rallèle menée du point O à la droite AD qui divise l'angle donné eix
deux parties égales. Tout ceci, en effet, est subordonné à la suppo-
sition que le point cherché doit être établi sur OK ; et, s'il est vrai
qu'il serait plus avantageux de le mettre en K qu'en tout autre point
entre O et K , s'il est vrai aussi qu'il convienne mieux de le placer sur
OK (jue hors de sa direction à une pareille distance de O ; on con-*
çoit qu'il pourrait bien y avoir, entre K et A, une situation du point
cherché où le désavantage résultant de sa déviation de la direction
OK se trouverait plus que compensé par une plus grande distance
du point O. Pour lever cette difficulté, proposons-nou$ le problème
suivant :

PROBLÈME. Un point étant donne entre les- cétés d'un angle
connu ; déterminer, sur Fun des cotés de cet angle, un nouveau point
dont la somme des distances à Vautre coté et au point donné soif
un minimum ?

Soit BAC ( fig. 7 ) un angle donné, et O un point donné entre
les côtés de cet angle > il s'agit de trouver, sur le côté AC, un point
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Z tel qu'en le joignait au point O par la droite ZO et au côté AB
par la perpendiculaire ZN 9 on ait ZO-J-ZN — minimum.

Solution. En adoptant les mêmes conventions et dénominations que
ci-dessus, et faisant S — Z0-4-ZN , la valeur de S particulière à la ques-
tion présente se déduira de sa valeur générale en y faisant y=o y ou
aura donc

égalant ensuite — à zéro , il viendra
àx

C£~—X

* 5

à'oh

si—x =

équation qui ? combinée avec l'équation y = o qui convient au point
Z 5 peut prendre cette forme

le point Z n'est donc autre chose que l'intersection de ÀC avec une
perpendiculaire abaissée sur ÀB d'un point dont les coordonnées sont
a et —h. ,

On construira donc comme il suit ; on abaissera du point O sur
AC la perpendiculaire OE que l'on prolongera au-delà du point E
d'une quantité EF = EO \ abaissant alors du point F sur AB la per-
pendiculaire FN coupant ÀC en Z ? on aura ZO-{-ZN^minimum ,
comme il est facile de s'en assurer par des considérations géomé-
triques j de manière que le point Z sera le point cherché.

Toutes les fois donc ( fig. 6 ) qu'on aura Ang.OKC> Ang.NKA
( et cela arrivera toujours lorsqu'on aura Ang.BAC > 6o° ) ? le point cher-*
ché devra être situé entre K et A j, et construit comme il vient d'être
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expliqué ( fig. yj) 9 en sorte que ZM sera zéro. H y a cependant des
exceptions que nous allons expliquer*

Soient toujours BAC (fig. 8 ) l'angle donné, et O le point donné ,
et soit mené AO ; si Ton a Ang.BAC+Àng.OAC = goo

? la construc-
tion expliquée ( fig, 7 ) fera tomber le point cherché en A ; de manière
que les deux distances ZM et ZN s'évanouiront.

SI l'on a ( fig. 8 ) Ang.BAC+Ang.OAC>go° ? la construction expli-
quée ( fig. 7 ) fera'tomber le point cherché sur le prolongement de AG
au-delà de A ; mais , comme alors la distance ZN deviendra négative,
cette solution ne pourra être admise ; 11 faudra donc ? comme dans 1§
cas précédent ? laisser le point cherché en A.

Si cependant, dans ce cas , l'angle OAB est obtus ( fig. 9 ) , le point
Z devra être établi à -l'intersection de AC avec la perpendiculaire ON
©baissée <îu point O sur le prolongement de AB au-delà de A. Alors f

seulement sera nul 9 et ZN tombera hors de l'angle BAC*

Résumons présentement les dïlïérens cas que nous venons d'analîser*
Î . ° Si l'angle BAC , formé par les deux canaux ? est moindre que 60*

( fig. 5 ) , les deux ponts devront être les pieds M et N des perpendi-
culaires OM et ON abaissées de la ville sur leurs directions ; ces per-
pendiculaires elles-mêmes seront les directions des routes qui devront
unir la ville aux deux ponts v et dont la longueur totale sera

z(aCos. ~ >-J-j&Sin. \ y)Sîn. \ y*

2.0 Si Pangle BAC , formé par les directions des deux canaux ,
est de 6o° (fig. 4 ) ; en faisant passer par la ville une parallèle OK

«• à la droite AD qui divise cet angle en deux parties égales P et prenant
arbitrairement sur cette droite un point Z entre O et K ? les ponts
pourront être établis aux pieds M et N des perpendiculaires abaissées
du point Z sur les directions des canaux ? et ces perpendiculaires avec*
la droite ZO seront les directions des branches de route qui joindront
la ville aux deux ponts. La longueur totale de la route à construire
aura encore ici pour expression ? comme dans le premier cas ?
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#^y)Sin.f y 5

et? comme on pourra établir le point Z en O ou en K , on pourra
rendre nulle l'une des deux branches de route ZO et ZM.

3.° L'angle BAC, formé par les directions des canaux? étant plus
grand que 6o° ; si la situation O de la ville est telle ( fig. 8 ) que
l'on ait. Ang.BAC-4~Ang.OAC<9O° (*) ; il faudra ( fig» 7 ) abaisser
du point O sur AC la perpendiculaire OE que l'on prolongera d'un%
quantité E F = E O ; abaissant alors du point F sur AB la perpendi-
culaire FN v coupant AC en Z , les ponts devront être établis en N
et Z , ej on communiquera de la ville à l'un et à Pautre % par le&
routes OZ et ZN ? dont, la longueur totale sera

de manière que ZM sera nulle.

4«° L'angle BAC étant toujours plus grand que 6o0 ; sî la ville
est tellement située ( fig. 10 ) que l'angle BAO soit droit, il ne fau-
dra qu'un pont unique * lequel devra être établi à l'intersection A des
deux canaux , ou 5 si cela est impraticable 5 les deux ponts devront
être établis le plus proche de A qu'il se pourra. ZM et ZN seront
alors nuls^ et la longueur de la route unique OA sera

5.° Enfin , sî la ville est tellement située ( fig. 9 ) que Fangle BAO
soit obtus 9 en abaissant du point O sur le prolongement de AB la
perpendiculaire ON , coupant AC en Z ; les points Z et N seront ceux
où il faudra établir les deux ponts ; ZM sera alors nulle 5 et ZO et
ZN ne formeront qu'une droite unique ON dont la longueur totale sera

(*) On suppose, dans ceci, <jue le cpté AC de Pangle BAC est celui duquel h
point O se trouve 1« plus voisin.
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Au surplus si , dans ce cas ? on ne trouvait pas convenable d'établir

un pont sur le prolongement du canal ÀB au-delà de A 9 on se

formerait alors à la solution du cas précédent (*).

Démonstration du théorème énoncé à la page 2Z2 de ce
volume , et de quelques autres propriétés du quadri-
latère ;

Par MM. ROCHAT , DE STÀHSTVILLE , LHUILIER , VECTEH P

TEDENAT , LEGRAND , FAUQUIER , etc. , etc.

JLJA vérité de ce théorème s'aperçoit sur-le-champ 9 en considérant

que ? si Ton imagine quatre masses égales situées aux quatre sommets

d'un quadrilatère „ les trois droites qui joindront les milieux des côtés

opposés et des deux diagonales 9 devant également contenir le centre de

gravité de tout le système , devront nécessairement se couper au même

(*) Tout ce quî vient d'être dit prouve qu'un problème simple ? en théorie ? peut
souvent se compliquer, lorsqu'il s'agit d'en obtenir une solution applicable à la pra-
tique 1 et ce, à raison de certaines conditions et limitations qu'on pourrait appeler
en quelque sorte, extra-analitique, parce quelles ne peuvent être exprimées par des
formules d'algèbre : conditions qui s'opposent à ce que IQS quantités cherchées soient
soumises à la loi de continuité.

Ceux qui écrivent pour les jeunes-gens, toujours portés à envisager les questions
de géométrie et d'analise d'une manière trop abstraite, feraient sans doute une chose
utile y en leur offrant quelquefois des modèles de solutions de ce genre»

• (Note des éditeurs. ) -
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point* C'est par cette considération que les rédacteurs des Annales
avaient été conduits à la proposition dont il s'agit ici, et elle prouve
en même temps que le point d'intersection des trois. droites est leur mi-
lieu * commun ; on peut aussi parvenir à un semblable résultat ? en
considérant le quadrilatère comme la projection d'un tétraèdre (*).
On voit de plus 5 par là ? que le théorème s'applique au quadrilatère
gauche comme au quadrilatère plan ; on voit enfin qu'on pourrait lui
donner une beaucoup plus grande généralité ? en supposant appliquées
aux quatre sommets des masses inégales de signes quelconques.

MM. de Stainville et Lhuilier sont parvenus à démontrer le théo-
rème par des considérations à peu près semblables. M. de Stainvill&
a supposé quatre forces égales et parallèlesv de directions quelconques 9

appliquées aux quatre sommets du quadrilatère , et il a observé que
le centre des forces parallèles se trouvant à la fois sur les milieux
des droites qui joignent les milieux des côtés opposés et sur le milieu
de celle qui joint les milieux des diagonales ? ces trois milieux doi-
vent nécessairement coïncideç. . . .

Quant à M. Lhuilier , sa démonstration ne diffère uniquement de
celle de M. de Staùwille que par les termes dans lesquels il Fexprime ;
e'est-à-dire ? qu'il substitue au centre des forces parallèles le centre
des moyennes distances des sommets du quadrilatère. Il ajoute au
surplus à sa démonstration cette remarque générale que , dans tout
polygone d'un nombre pair de côtés 5 les centres des moyennes dis-
tances des côtés alternatifs et le centre des moyennes distances de tous
les sommets coïncident. Il remarque encore qu'en général , toutes les
manières de déterminer le centre des moyennes distances d'un système
de points , compris dans un même plan ou situés d'une manière quel-
conque dans l'espace , doivent conduire à un seul et unique point s

soit qu'on prenne les points du système deux à deux ou trois à trois
ou quatre à quatre ou . . . . 5 ou de plusieurs de ces manières combinées

(*) Voyez, sur cela , la Correspondance sur Vécole polytechnique } 2,€ vol. n.<? i l ,

entre
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entre elles , en sorte cependant que ces points soient pris chacun une
seule fois ou un même nombre de fols.

M. Tedcnat , qui n'a pas jugé ce théorème indigne de son atten-
tion , en a donné une démonstration purement géométrique, dans la-
quelle il s'est exactement rencontré avec M. Vecten 9 professeur de
mathématiques spéciales au lycée de Nismes ; M. de Stainville s'est
aussi rencontré avec M. Legrand, professeur de mathématiques à St-
Brieux ? et M. Faucjuier, élève du lycée de Nismes , dans une autre
démonstration qui, en changeant les diagonales en côtés , et vice versa ^
rentre dans celle de MM. Tédenat et Vecten.

Voici à quoi se réduisent , pour le fond, ces diverses démonstrations.
Soient AB , BC , CD 2 DA , ( fig. n , 12 , i 3 ) les quatre côtés

consécutifs d'un quadrilatère , plan ou gauche 5 et soient G , H , I , K.$
leurs milieux respectifs. Soient de plus AC et BD les deux diagonales
du quadrilatère; soieut E 2 F leurs milieux; soient joints ces milieux
par une droite E F ; et , sur cette droite , comme base commune , soient
construits des triangles ayant leurs sommets en G , H , I , K. Il est
aisé de voir que ceux de ces triangles qui auront leurs sommets aux
milieux de deux côtés opposés ? auront leurs côtés adjacens à la base
parallèles,, chacun à chacun > comme parallèles à un même côté du qua-
drilatère ; ces triangles seront donc semblables ? et de plus égaux ,
comme ayant base commune; les figures GI et HK seront donc des
parallélogrammes ayant E F pour diagonale commune; les diagonales
GI et HK (*) devront donc avoir leurs milieux sur EF et couper
ëelle-ci à son milieu ; les trois droites E F , GI 5 HK auront donc leurs,
milieux: au même point; ce qui est le théorème proposé*

Un Abonné est parvenu à la démonstration du théorème, d'une ma-
nière fort simple, en considérant ( fig. 14? J5> x6 ) que les milieux
consécutifs K , G ? H , F , I , K , tant des côtés que des diagonales ?

sont les sommets des angles d'un hexagone de la nature des poly-

(*) On n'a point mené ces diagonales ? dans ia crainte de rendre les ligures trop
confuses.

Tom. h ' 43
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gonas appelés symèlrii/ues par quelques auteurs (*) 9 c'est-à-dire , des
polygones dont le nombre des côtés est pair, et les côtés opposés, égaux
et parallèles. On sait en effet que , dans de tels polygones 9 les diago-
nales qui joignent les sommets des angles opposés , lesquelles ? dans
le cas présent, ne sont autres que les trois droites du théorème ? ont
toutes leurs milieux au même point.

Enfin M. Ko chat ? professeur de navigation à St-Brîenx , en trai-
tant la question par l'anallse, et en considérant un quadrilatère com-
plet 5 est parvenu à un théorème assez remarquable que nous allons
faire connaître , et que nous démontrerons ensuite brièvement.

Rappelons-nous auparavant que tout quadrilatère complet 5 qui n'a
point de côtés parallèles, ayant trois diagonales qui peuvent être prises
deux à deux de trois manières différentes , il s'ensuit qu'un tel qua-
drilatère est toujours formé de trois quadrilatères simples.

Ainsi 9 par exemple 5 dans le quadrilatère complet de la figure 17 5

on trouve les quadrilatères simples

A"fi/ B"A' A " , dont les diagonales sont h! W , A/'B" ,

A B"B A" A 5 dont les diagonales sont A^B" ? A B 5

A / B B ^ Â A / , dont les diagonales sont A B , A ; B y •

Cela posé ? en appelant centre d'un - quadrilatère simple, le centre
des moyennes distances de ses sommets 5 voici le tliéorème de ML
Hochât*

THÉORÈME. Dans tout quadrilatère complet 9

i.° Les milieux des diagonales sont tous trois sur une même ligne
droite*

2.0 La droite qui contient les milieux des diagonales contient aussi
les centres des trois quadrilatères simples P en sorte que ces six points
sont sur une même ligne droite.

3.° Enfin 9 la distance entre les milieux de. deux quelconques des

(*) Voyez les Elémens de Laeaille > éditions de Marie*
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diagonales est double de la distance entre les centres des deux qua-
drilatères simples auxquels ces diagonales appartiennent*

Démonstration* Soient faits ( fig. 17)

Soient M 5 M
7 les milieux respectifs des diagonales AB 9 A

7B7 ; paf
£es deux points soit menée une droite coupant A77B77 en M77.

Soient pris le point A77 poux origine des coordonnées ? la droite A77A
pour axe des x et la droite A77B pour axe des y.

L'équation de B A7 est b x~\-afy~afh ?

I/équatïon de B7A est W$~\-ay=>abf y

les équations du point B77 sont donc.

S ab—afbf P ^~~ ab—afbf *

On a ainsi

pour l'équation de A7/B77
 9 aa/(à~~b/)y=bb/(a—a;)x.

Les équations de M sont x—\a 9 y = 7^ $

Les équations de M7 sont x^i\af
 v yzz-b' ?

on a donc

pour Féquation de MM7
 ? ^(a—a^y—2(6—b^x — aV—la*.

Combinée avec celle de A7/B /7
? elle donne pour les équations de M ; /

aaf(h—b') bb^a—a?)

2.(ab—a'bf) ^ J 2>(ab—alb!) *

les coordonnées de M77 sont donc respectivement moitiés de celles de
B77 ; le point M77 est donc le milieu de A77B77 ; ainsi i.° les milieux
des trois diagonales sont sur une même ligne droite.

Soient C , C7
? C77 les milieux respectifs des trois distances M7M'7 3
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M7 /M, MM ; ; ces points C , C 7 , O 7 seront ? d'après ce qui a été dit
précédemment, les centres des trois quadrilatères simples ; donc 2.0

ces trois centres sont en ligne droite avec les milieux des trois dia-~
gonàles.

On a

M'M"=M M"—M Wz=tzM O—2M C//=^(M C—M C")=2QCfl ,

M"M =W M +M' M"=2M' C"4-2M' C =2(M' C"+M' C )=aC"C 3

M M'=M"M —M"M'»M''C'—aM"C =

Donc 3.° la distance entre les milieux de deux quelconques des
diagonales est double de la distance entre les centres des quadri-
latères simples auxquels la troisième diagonale est commune*

Dès que M. Vecten a eu connaissance du théorème de M. Rochat ?

il en a démontré la première partie comme il suit :
Soient AC 5 BD , F E , ( fig. 1 8 ) les trois diagonales d'un quadri-

latère complet9 et G9 H , I leurs milieux respectifs. Soient joints ces
milieux par les droites GH 5 HL Par les points G , H , I , C 5 soient
menées à AF des parallèles se terminant à AE en G7

 5 H/ ? F 5 C / ;
soit enfin menée à AÉ 5 par G ? une parallèle se terminant à II7 eu
& et coupant HH7 en L.

Cela posé 9 on a , à cause des parallèles ,

AF : CC7 :: AD : DO , AB : CO :: AE : EC> ;.

donc

AF-CO : AD—DC : : CO : D<7, AB—CC : AE—EO : : CO : E C ;

ou encore

( I ) AF—CC^ : AĈ  ; : CC^ ; BO , AB—CC^ : AO ::COi

QT on a
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Û(IP—GG0=AF—CC , 2(HH'—GG0=AR-CC ,

2(AF—AC)=AE—AC , a(AH'—AG0=AD—AC ;

ou encore

aIK=AF—CC, aHL=AB—CO

JÎGK:=EC' , aGL=DO

•donc

( II ) IK : GK : : AF—CO : E O , HL : GL : : AJB—CO : T>C<

Multipliant Jes proportions (I) par les proportions1 (II) , en suppri-
mant les facteurs communs aux antécédens , il viendra

IK: A C x G K : : C C : D C x E C , HL: A C x G L : : C C ' : D C x E C j

d'où on conclura , à cause du rapport commun ,

IK : AC'xGK : : HL : AC^xGL ;

ou simplement

IK:GK:: HL : GL ;

ce qui démontre que les trois points G , H , I , sont sur une même
ligne droite.
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QUESTIONS PROPOSÉES.

Problèmes de Géométrie.

L

(CONSTRUIRE mi triangle qui soit égal à un triangle donné, et dont
les côtés , prolongés, s'il le faut, passent respectivement par trois points
donnés ?

n.
Construire un triangle qui soit égal à un triangle donné et dont

les sommets soient respectivement sur trois droites données (*) ?

(*) Ces problèmes , qu'on peut généraliser en substituant à un triangle un
polygone quelconque, peuvent être renfermés dans ce seul énoncé : Construire un
polygone de m côtes , dont les cotés , prolonges s'il est nécessaire , -passent res-
pectivement par m points donnés ou dont les sommets soient respectivement sur
m droites données ?
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LETTRE

De M. KRAMP , professeur doyen de la faculté des
sciences de Vacadémie de Strasbourg , aux rédacteurs
des Annales,

MESSIEURS ,

J E m'empresse de relever*une fausse assertion que 9 par inadvertance 5

j'ai laissé subsister dans mon mémoire sur les fractions-continues pério-
diques , et dont 9 toutefois , je ne crois pas devoir rougir ? parce qu'elle n'a
point été aperçue , même par vous.

Je me suis occupé ( page 283 ) de la solution en nombres entiers
de l'équation i iy3 + 49 ^ %*• J'aî trouvé pour y les valeurs
o^2 i 5 4

2 ° v 837g ? • • • • e t j'ai donné cette série pour complette*
Elle est prodigieusenfH^v*. loin de l'être. Le fait est qu'il existe ,

pour les valeurs de y et les valeurs correspondantes de oc , les trois
séries qui suivent 9 et qui sont parfaitement indépendantes entre elles :

première série dey : 4 ? 85 , 1696 , • • • • •
première série de % : i5 ? 282 9 5623 , • « • • .

seconde série àe,y ; 5 9 io4 ? 2075
seconde série de x : 1 8 , 345 9 6882

troisième série de y : 21 ? 4-o 5 8379
troisième série de a; 1 70 ? î3go ? ^7790

9 • • • • •

J • • • * 8
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La suite de mon mémoire répandra du jour sur cette matière

elle lèvera les doutes qui pourraient subsister ; elle donnera à ma
méthode une généralité dont elle a été dépourvue jusqu'ici , aussi
bien que la plupart des méthodes connues ; elles n'ont ordinairement
donné que—des séries fort incomplettes 5 et que cependant on avait
regardé comme cornpleties. Je vous prie de donner de la publicité
à ma lettre v atin d'effacer l'impression défavorable que ma méprise
pourrait occasioner 9 si on la laissait subsister.

Vous recevrez de moi 9 sous peu, un autre mémoire sur les inté-
grations numériques i)9y ferai voir que toute différentielle quelconque ^
dont les coefficiens sont des nombres 9 peut toujours être intégréa
par des séries que l'on peut rendre convergentes à volonté*

J'ai l'honneur 9 etc»

\ Strasbourg ^le 9 mars 181 x*
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AN ALISE.

Expose dune méthode propre à faciliter l'élimination,
dans les équations des degrés supérieurs ;

Par M. KRAMP , professeur , doyen de la faculté des science*
de l'académie de Strasbourg.

i . HiN nous proposant l'équation générale du degré n 5 nous la pré^
senterons ? pour la commodité du calcul 9 sous la forme

n n-i n-z «-5 n-4

Si on la multiplie 9 de part et d'autre ? par xy ? en mettant

*yn? dans le second membre de l'équation résultante ? sa valeur don

née par Féquation môme 9 elle deviendra

n-i n-z

équation que ? pour abréger ? nous écrirons ainsi

/i-i n-z n-3 «-4

Vy f
Multipliant encore de part et d'autre par xy ? en mettant toujours

pour xyn
 y dans le second membre ? la valeur donnée par la proposée ̂

elle deviendra

3 ( t ô t y h ) ( ^ )Ay n (aa+tôty ̂ {ha^U)y +(^+x^)j +.-....
En continuant de même , on parviendra à donner à toutes les puis-

sances de y supérieures à jf^p des formes polynomiales parfaitement

44
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analogues à celle de cette dernière puissance ; et si, pour abréger, oa
fait "~"

rt'i n-i

72-{-i n-i n-z ri'l

K*y = a'y -^-b1 y -\-c> y •+•

71-1 71-2
3 j = a"y

©n parviendra a trouver les valeurs littérales de tous ces, coeiHciens
au moyen de l'algorithme fort simple que voici ;

pour yn+1

pour

pour y

>our y.«+4

2. De ces séries on en peut déduire d'autres à l'aide desquelles
chacun de ces coefficiens pourra être immédiatement déduit de ceux
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qui le précéderont dans la même série. On trouve d'aBord ? pour la
série des coeffieiens a*, af/, a/;/

aN —aa/ -\-\ba

«
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • » ,

ainsi les coeiRciens a , af 9 aN
 9 a

/n
 v. • . . . , forment une série récur-

rente dont Féchelle de relation est

de manière que la série indéfinie

est le développement de la fraction suivante :

I— ax—A bx2—KHx$

On trouvera de même, pour la série des coeificiens P, b^ ? b
m

 ? »»?

m

ainsi les coeificiens b 9 bf
 9 bN

 9 bfN
 9 • *, • • 5 forment une série récur-

rente dont Téchelle de relation est la même que ci-dessus \ en sorte
que la série indéfinie

est le développement de la fraction suivante ;

£+A£#+A2 J#2-4-A3é>x4+ . . . .

Les coeffîcrens £ ;
? ^ ^ c//;

7u..*7 auront les valeurs littérales <jui
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suivent :

cN ~

oes valeurs" forment encore une série récurrente ayant même échelle"
de relation que les précédentes 9 en sorte que la série indéfinie

est le développement de la fraction

i—ax—Xhx2-- X2cx3—

et il en irait absolument de même pour les autres séries de valeurs
ri df d^ d/f/ • p pi Plf pflt

3. Qu'on ait présentement, outre Téquatioii ( N ) du degré n, un©
autre équation ( M ) , aussi en y 5 mais d^un autre degré quelconque
jn ? supérieur à n % en mettant dans cette dernière , pour

y 9 y ? y , . . • • • • 5 r .
les valeurs de ces puissances déduites de la première ? par le procédé
très-simple que nous venons d'exposer ; elle ne sera plus que du de-
gré n—i. On aura donc 9 à la place des proposées , deux équations,
des degrés n et n—-i qui , en leur appliquant le même procédé , en
feront trouver une nouvelle du degré /2—2 ; en poursuivant donc de
la mènie manière 5 on parviendra enfin à une équation du ^degré zéro ;
ce sera l'équation de condition qui devra exister entrq les coefficient
des deux équations proposées 3 pour qu'elles puissent subsister ensem-
ble (*) ; c'est-à-dire5 pour qu'il y ait un facteur commun entre elles»

(*) Ce sera conscquomment l'équation finale 7 si les coeJfEciens des deux propo-
sées sont des fonctions d'une inconnue autre que y*

(Note Mes'éditeurs. ) " •
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Sur quoi îl est nécessaire d'observer que si, avant d'arriver a cette
équation du degré zéro , on en rencontre une dont tous les eoeffi-
clens soient zéro , celle qui la précédera sera facteur commun aux
deux proposées 9 indépendamment de toute détermination de leurs coeiïi-
ciens.

4. La question se trouvant réduite , dès la première opération ,
ainsi qu'on vient de le voir , à éliminer l'inconnue y entre deux
équations dont les degrés ne diffèrent seulement que d'une unité ?

nous allons examiner ce cas en particulier , et présenter 3 comme
modèle 5 les deux équations

n n-i n-% n-l B-4
ozz.Ay -\-By ~\-Cy + D j ~\~Ey + . « • • ,

s-4 n*$

Appliquant la méthode précédente à ces deux équations 9 on en dé-
duira une troisième du degré #—-2 ; et p si Ton désigne cette dernière
par

n-2 n-i n-4 «-$

les expressions littérales des coeiEciens a* ? h
1
 v c

f
 9 d

/
 % % t % % 2

celles qui suivent :

V=c{Al—Bay~a{Àd—I)a) ,

EXEMPLK.L Déterminer le diviseur commun aux deux polynômes*

PREMIÈRE OPÉRATION.

Équations données :
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B——2, , b——-7 , Ac—Ca = -+-iç) , &—•+• 14 = 2. 7 ;

C=— 3 , c=+2.

Troisième ècjuation : o = 73^+7 •,

SECONDE OPÉRATION.

Equations données : <

j ? = — 7 ^ ^ = - 4 - 7 5 Ac—*>Ca——146;

Troisième équation : 0=1438.2.

L'absurdité de cette dernière équation fait voir que les deux po**
lynomes proposés n'ont point de facteur comniun»

EXEMPLE IL Déterminer le facteur commun aux deux polynômes*

PREMIÈRE OPÉRATION.

Equations données:
—01 j + 6.

^ = + 5? ^ = + 3, Ab~~Ba=— 29, ^=H-i46=+2* 73,

#=-,27, b=~22, Ac—Ca~-\~iQ4;b'=—716=— 2-358,

? Jd—Da~—206 , ^=+368=+2.i84 ^

49? ^=+ 6; Jf-Fa^— 72

24;

Troisième équation : o=73y3-—
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SECONDE OPÉRATION.

o = 3y*—22r3+
Equations données :

^=+ 3,«=+ 7 3 , ^ — ^ = + 53a, *'=
£~—22 , £ =—358 , Je—Ca = —2806, ̂ =--71910=—i438a.5,

£=-+-46 , £=-4-184, ^ — i?tf=+23a6, </=-+-43i46 = —i438a.3.

# = — 3 i , J = + zi;Je-Ea = — 438 ;

Troisième équation : o ~ya -—

TROISIÈME OPÉRATION.

, (o=73j
Equations données : <7 ^0= j 2 — 5 j + 3

= — 7

Troisième équation : 0 = 0.

Cette leqiîâtïon identique 5 0 = 0 ? nous apprend donc que^2-—5f-f-3
est le diviseur commun de^ deux polynômes proposés.

5, La,recherche du facteur commun le plus élevé 9 entre deux poly-
nômes , proposés ? conduit à la détermination des racines égales. Dans
mon Arithmétique universelle ( page 268 ) j'ai démontré le. théorème
général qui suit : Si l'on désigne par^ X7 le commun diviseur le plus
élevé entré le polynôme X et sa première dérivée DX ; par X.y/ le
commun diviseur le plus élevé entre X7 et sa première dérivée DX'';
par X / / ; le commun diviseur le plus élevé entre X " et sa première
dérivée DX7/

 s et ainsi de suite -P le produit des facteurs simples
XX" XXW

de X sera-*?£*', celui des facteurs doubles - ; celui des facteurs
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X / ; X W / » . 7 7 M *

triples • ; et ainsi des autres , de manière au on aura
__ sXX»\ fX'X»'\*/X''X""

Nous allons appliquer le théorème ? aussi bien que la méthode ? au
polynôme proposé dans Tend roit que nous venons de citer , et qu'il
serait bien difficile de décomposer , en y employant les méthodes or-*
dinaires.

EXEMPLE» On propose de déterminer si le polynôme

jÇ"—y9-j-2y8-4~j7+6j6+7y5—zyk~\-3y5-{-2y2—12y~— 8 -

a des facteurs égaux ; et > au cas quil en ait de tels, de les mettre
en évidence ?

On a ici

qui donne lieu aux opérations suivantes :

PREMIÈRE OPÉRATION

équations l

=-jr I î , f l : = + 9? 4^^—J5^=— 2P,a/=— i4=—2- 7,

= + 2, £ = + i 6 , Ac~Ca=^ 2? i /=+ i48=+a . .74 ' ,

= + 1, é:~+ 7 , Jd—Daz=z—18 v ^ = + i8o = +2- 9 o 5

= + 6, J=Hh367 ^ — E a = — 28, <*'=.—i6o=—2^ 80 ,

E=H-7 , ^ = + 3 5 , 4 / — ^ = + i o 3 ^ = +178 = + ^ 89,

=̂r+ 3, ̂ =+ 9,
/ = + 2, /^=+ 4?

= — 1 2 ? / ==—i2j Ak—Ka^^--]2;

=z~ ,85

SECONDE
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SECONDE OPÉRATION.

12

0 = 7j7—74j6—9oj5+8o^—8gj3—54y24-436j -f-3i2.

^ = + 9, « = + 7, Ab—Ba-— 778, * '=+8i . 785 ,
£=-j-i65 b~— 74, Ac—Ca=— 85.9, *'=+8i- 824 ,
£ = + ?> ^ = _ 9o, .4J—7?a = 4- 468, ^=—81. 678 ,
D=+36, dz=-±- 80, Je—Ea-—io46, <^=+8i. 892 ,
£ = + 3 5 , <?=— 89, Af—Fa~— 43o, ^ = + 8 1 . i85 ,
iî1^— 8 , /=— 54, ^ — ^ = + 3 8 6 1 , / = — 81.4428 ,
6^=+ 9, #=+436, Ah—Ha=-h2.'i§oi ^=—8i.3oo4 ;
. # = + 4, A = +3iaj ^/—/* = + 84;

TROISIÈME OPÉRATION*

^ 7J7— 74j6— gof5+ 8oj4— 89J3—
Equationsi

7 Jo= 7 8 5 J 6 + 8 2 4 J 5 6 7 8 j 4 + 8 9 2 j 3 + i 85j2—4428/ —3oo4.
^ = + 7 , ^ = + 785, Ab—Ba--\- 63858, ^ =
^ = — 74 , ^=z+ 824, ^ ~ C ^ = + 659o4 , * /=
t1^:— 90 5 £=— 6785 ^â?—Da=— 56556 ? ^/r=+g4o8*i 17 +

D=-\- 80 , ^=-4- 892, Ae—Ea~~\~ 71160, ^=+g4o8-3o5 ,

Jg;=— 89, ^ = + i 8 5 5 Jf—Fa = + I I 3 9 4 5 ^ = +9408-257 ,

F=— 54 , / - _ 4 4 2 8 , Jg—Ga~—36328S , / /=+94o8- 46 . ;
<5=+436 ? ^=—3oo4 > Ah—Ha~—2449-0 ;
iJ=+3i2;

QUATRIÈME OPÉRATION»

( 0 = 785/4-824/—678^+892/+!85j2—4428j—3oo4 ,
Equations \
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A=+ 785, # = + 94, Ab~Ba--\- i438g, «'=4-i 2940725-1 S

5 = + 824, £=+117, Ac—Ca=+i55577 , Z>/=4-i2940725*1 ,

C-— 678, £=4-117, ^^—^=+155577, ^=+12940725-1,

D=+ 892, </=4-3o5, ^—£«=+184355, ^^^-i2940725-3,

.&=-+- i85, ^==+257, 4/—^=+452342, ^=+12940725-2.

.F=—4428,/=4- 46; ^ — ^ = + 2 8

^?=—3oo4 ;
CINQUIÈME OPÉRATION.

( o=g4j&+i 17j*+i 17j3
Equations \ ,

A=-\~ 94 5 «=+1 , ^—JB«=—23 , a'—o ,

£=4-117 , ^=4-i , ^—Ca=— 23 , ^=0 ,

F=+ 46;
On aura donc? pour le commun diviseur le plus élevé entre îe po-

lynôme proposé X et sa première dérivée T)X

d'où DZ / =4y 3 +3j a 4-2 j4 -3 ;

ee qui donnera Heu aux opérations suivantes :

PREMIÈRE OPÉRATION.

(0=
Equations <y ( o = 4

yf=4-i , «=+4 , Ab—Ba=i — i , a>=-\- 5 ,
5=4-i , £ = 4-3 , Ac—Ca = —a , ^=4-34 ,
C=-\-i , c=-\-2 , Ad—Dar=z—9 , ^z^+og ,
D=4-3 , ^=4-3 ;
£=4-2 ;
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SECONDE OPÉRATION.

Equations

, * = + 5 , Jb—Ba=-\-i2i , «'=+3584.1 ,

, Ac—Ca=+io6 , ^=-

—Da-=-— i5 j

TROISIÈME OPÉRATION,

Mquatiens
( o= y + i.

^—£d=—29

On aura d@ne

le diviseur commun le pluŝ .élevé entre ces deux fonctions étant X/

d'où D-X///=o et X / / ; / =i , l'opération se termine Ici»
Ayant donc

on aura
XX»
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X'X»> _ .

* """ —- ' "'""• —— /\''~1 ""I 1

en conséquence j le polynôme proposé équivaudra à

QUESTIONS RÉSOLUES.
Solution 9 AVEC LA RÈGLE SEULE3ÎENT , du dernier

des deux problèmes proposés à la page 25g de ce
volume (*) ;

Par M. S E R V O I S , pi-ofesseur de mathématiques à l'école
d'artillerie de Lafère*

JL ROBLÈME. Soient a, h, c 9 ( fig. i . ) les traces , sur un mêni£
plan P , de trois directrices u ? /3 ? y ? dirigées d'une manière quel-
conque dans l'espace v et sur lesquelles une quatrième droite ô se meut
et décrit une surface gauche; soient de plus dP ev les traces 5 sur
le plan P 9 de la génératrice 9 dans deux de ses positions $ ? g ; soit
enfin ap une droite menée , d'une manière quelconque 9 par le point a 9

sur le même p!an P.
11 s'agit de déterminer, sur cette droite ap , le point s 5 autre que

a p cù ^!c coupera la trace de la surface gauche sur le plan P ? et
de construire 9 pour ce point s , la tangente à celte trace.

Solution. i.° Soit considéré ap comme la trace d?un plan (#

(*) On inlervcfit ici l'ordre des solutions , parce que celle-ci conduit à un principe
qui sert à la démonstration de l'autre.

( Note des éditeurs. )
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mené par *5 et soient désignées respectivement par B et C les in-
tersections de ce plan avec /3 et y.

2,° Par B et y soit imaginé un plan (B , y) , et soit désignée par
Â l'intersection de ce plan avec **

3.° Les trois points A ? B , C 5 sont dans les deux plans (a? ap) ?

(B5 y) ? et par conséquent à leur intersection, qai est une position
de la génératrice ê ? et qui donnera évidemment le point cherché s ,
au point de concours de la trace ap avec la trace du plan (B 5 y).

4.° Un point de la trace du plan (B ? y) est évidemment le point
c 1 de manière qu'il ne s'agit que d'en trouver un second. Soient D
le point où la génératrice $ coupe la directrice *, et E le point où
la génératrice ^ coupe la directrice y ; la droite BE étant dans le plan
( B ^ y ) , la trace de cette droite sera un second point de celle du
pian (B , y).

5.° La droite BE est dans un plan (£ 9 s) dont la trace est le ; elle
est aussi dans le plan (B, D , E) des trois points B ? D ? E ; mais
ae est la trace du plan (# ? s) ; cd est la trace da plan (y , f)9 et ces deux
plans contiennent visiblement ( 4*° ) ^es points D , E ; donc le point
o de concours des traces ae 9 cd est la trace de la droite DE. De
plus les points B ? D sont, à la fois 9 dans le plan (#? ap), dont la
trace est ( 1.° ) ap, et dans le plan (/3, ^) dont la trace est h d ; donc
Ils sont à Fintersectîon de ces plans ; et partant, le point p de con-
cours des traces ap, bd est la trace de la droite BD, Ainsi 5 la droite
opv qui joint les traces des deux droites BD 9 DE 5est évidemment la
trace du plan de ces deux droites 9 c'est-à-dire, du plan ( B ? D , E ) .

6.° Donc ( 5.° ) la trace de la droite BE est au point q de con-
cours des deux traces op et he -v par conséquent ( 4«° ) le point q est
un second point de la trace du plan (B,, y) laquelle est donc cq.

7.0 Ainsi 9 on a , pour déterminer le point s , cette simple cons-
truction : parmi les points donnés , a étant le premier, e le second,
b le troisième v d le quatrième et c le cinquième ( cet ordre est établi
arbitrairement );joignez le i . e r au 2.e

 ? le 2.e au 3.e , le 3.e au 4«*
et le 4«e au 5.e 1 marquez le point p de concours de la droite ap? me-



334 Q U E S T I O N S
née arbitrairement par le premier point 5 avec la droite bd, qui passe
par Je troisième et le quatrième ; marquez aussi le point o de
concours de la droite ae ? qui passe par le premier et le deuxième y

avec cd qui passe par le quatrième et le cinquième ; menez
po qui concourra en q avec eh qui joint le deuxième et le troisième
points ; joignez enfin le cinquième c au point (j par une droite
ce/ qui coupera pa a a point s cherché.

8.° ds est la trace d'un plan ( ^, A) qui passe par ^ et par une gé-
nératrice A qui s'appuie sur les trois droites ^9 s, 0, considérées comme
directrices. On sait que cette seconde génération de la surface est per-
mise , et que la trace d'un plan passant par A et ê est tangente à la

•section au point s.

9.0 Soit F le point où la droite A coupe la droite §. Les points D ,
F sont, à la fois ? dans les plans ( ^ A) et (<*, 0 ; et D est(4«°) sur
«5 et $ ; donc la trace de la droite DF est au point t de concours
des traces ds et ae*

io.° Les droites DF et BD5 se coupant en D5sont dans un même
plan dont la trace estpt : puisque le point/? est celle de BD ( 5.* ) et le
point / celle de DF ( g.a )«

11.° La droite BF ? qui est dans le plan (BD ? DF) , est aussi dans
le plan (/3 ? s) , dont la trace est be y donc la trace de BF est le point
u de concours de pt avec he.

12.0 Ainsi su est la trace d3un plan passant par s et par BF v c'est-
à-dire 5 passant par les deux droites ê et A 5 puisque la première passe
par B (3.°) et par s , et que la deuxième passe aussi par s et par le
point F ( 9 * 0 ) ; et par conséquent su est la tangente demandée; ce
qui fournit cette construction : joignez le point s avec un quelconque
d des points assignés ? le quatrième par exemple ; joignez s avec a
le premier 5 et d le quatrième avec b le troisième, par des droites qui
concourront en p ; menez par le premier et le deuxième la droite ae^
concourant en t avec ds et joignez pt ; menez encore par les deuxième
et troisième points la droite be ? concourant en u avec pt ; alors eu
menant su , cette dernière droite sera la tangente demandée»
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Remarque L Le$ constructions trouvées sont connues ; la première

(7 . 0 ) fait le fond de l'ouvrage de BRACKENJRIBGE , De descrip-
tione curvarum ( 1728 ). Mac-Laurin lui en a disputé l'invention 9

dans les Transactions philosophiques ; mais je ne crois pas que Ton soit
parvenu encore à les démontrer d'une manière aussi simple; et même
je n'en connais que des démonstrations d'une fatigante complication.
Ici ? au contraire , on les contemple par la vision intuitive P s'il est
permis de s'exprimer ainsi.

Remarque IL Les lignes ponctuées de la première construction sont
supposées dans l'espace; mais , si on les projeté ? d'une manière quel-
conque ? sur le pian P ^ elles fourniront une nouvelle construction du
point s* En effet, il n'est pas difficile de voir que les points D ? C ,
r 5 ( ce dernier étant au concours de ap avec cd ) sont en ligne droite;
ainsi 5 en prenant, à volonté 9 dans le plan P , les points B 9 D, sur
l'arbitraire Bp , je détermine E au concours de B^ et Do ; puis C
au concours de Dr avec E<? j> et BC donnera ? sur ap % le point s de-
mandé (*).

(*) On sait que, cinq points , a , b 9 c , d 7 e , d'une courbe du second degré
étant donnés sur un plan P , cette courbe est entièrement déterminée.

D'un autre côté, cinq points étant donnés sur un plan P , on peut toujours sup-
poser que trois quelconques d'entre eux ? a , b 9 c sont les traces y sur ce plan , des
trois directrices a, /3, y , et les deux autres d > e, les traces, sur le môme plan ,
de deux situations J", s, de la génératrice d'un parabolo'ide hyperbolique. Si en effet
par les points d et e, on conçoit, dans Pespace > deux droites i et 2, non comprises
dans un même plan 5 mais dirigées d'ailleurs d'une manière quelconque , on pourra
toujours assujétir trois droites a , /3, y , à passer respectivement par a^b^c^ et
h. reposer de plus sur $ et g. Considérant alors &, /S , y , comme les trois directrices
d'un paraboloïde hyperbolique ? ce parabolo'ide »e trouvera entièrement déterminé ; et
sa trace sur le plan P , laquelle sera une courbe du second degré, passera par les
cinq points donnés ay £ , c , d, e»

On voit par-là qu'à cause de la direction arbitraire de i et 19 cinq points de la trace
d'un paraboloïde elliptique sur un plan ne suffisent pas pour déterminer ce parabo-
loïde ; mais qu'ils déterminent néanmoins sa trace sur ce plan,

Ainsi, le problème qui vient d'être résolu revient à celui-ci : Cinq points d'une

oourbe du second degré étant donnés 5 et une droite étant menée arbitrairement sur
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Autre solution du même problè?ne ;

Par M. R O G H A T , professeur de mathématiques et de
navigation à St-Brieux.

prends le plan P pour le plan horîsontal, et un plan quelcon*
que 5 qui lui soit perpendiculaire., pour le plan vertical. Je me donne,
à volonté 9 les deux projections de chacune des deux génératrices £ et
* ; de manière cependant que la génératrice $ passe par le point d f

et la génératrice s par le point e.

Je construis ensuite les traces d'un plan passant par le point a
et par la génératrice ^ ; et je cherche les projections du point d'inter-
section de ce plan avec la génératrice u Je détermine alors les pro-
jections d'une droite passant par ce point et par le point # ; ces deux pro-
jections sont celles de la directrices « ; je détermine de la même manière
celles des directrices £ et y.

Maintenant je détermine les traces d'un pUn passant par la droite

leur -plan, et par l'un d'eux; déterminer, sur (elle droite , AVEC LA RÈGLE SEULE-
MENT , un sixième point de la courbe 9 et construire en outre sa tangente en ce point ?

On \oit en même tems que cette solution fournit implicitement une démonstration
de ce beau et important théorème : Six points quelconques du périmètre d'une courbe du
second degré étant numérotés arbitrairement i , 2 , 3 , 4» 5 , 6 ; si I est le point de
concours de la droite qui joint les points 1 et z arec celle qui joint les points 4
et S; que II soit le point de concours de la droite qui joint les points s et 3 avec
celle qui joint les points 5 et 6 \ et qu'enfin IÏI soit le point de concours de la droite
qui joint les points 3 et 4 wee celle qui joint les points 6 et i ; les trois points
I , I I , I I I , seront situés sur une même ligne droite.

On peut consulter , sur les nombreuses conséquences c!e ce théorème , un mémoire
sle M. Brianchon, dans le XIII.0 cahier du Journal de Vécole polytechnique.

( Note des éditeurs» )

ap
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ap et par la directrice «; je construis les projections horisontaies des
points d'intersections de ce plan avec £ et y ; menant alors une droite
par ces deux projections 5 cette droite , étant la projection horisontale
d'une génératrice située sur le plan de ap et de #5 coupera ap en un
point qui ? étant sur la trace de la surface gauche 5 sera conséquem-
Tnent le point s cherché.

Par ce point s on construira un plan tangent à ]a surface gauche"?

et la trace horisontale de ce plan sera la tangente à la courbe.
Toutes les constructions indiquées ci-dessus se trouvant expliquées

dans la Géométrie descriptive de Monge 5 le problème peut être con-
sidéré comme résolu.

Solution du premier des deuoc problèmes proposés à
la page 269 de ce volume, et du problème proposé
à la page 126 du même volume ;

Par M. SERVOIS , professeur de mathématiques à l'école
d'artillerie de Lafère.

U N E droite et une ligne du second ordre étant assîgne'es, j'appelle
pôle de la droite, le point du plan de cette droite et de la courbe au-
tour duquel tournent toutes les cordes des points de contact des pai-
res de tangentes à la courbe issues des différens points de la droite:
tels sont ? par exemple, les points désignés par # et £ ( page 127 ) .

Il est aisé de voir quavec la règle seule on peut facilement trouver
le pôle d'une droite. Soit en effet ÀB ( fig. 2 ) une droite située sur
le plan de la ligne du second degré DGFJE ; par un quelconque C
des points de AB soient menées les deux sécantes CGD et CFE ; sait
I le point de concours de GF et D E ; soit H celui de DF et EG
et soit menée IEL En variant la position du point C sur AB 5 et ré-
pétant la même construction 5 on obtiendra une nouvelle droite IH dont
l'intersection avec la première sera le pôle cherché.

Tom. L 46
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On sait d'ailleurs , avec la règle seulement , mener a une courbe du

second degré une tangente , soit par un point extérieur 5 soit par un
point pris sur la courte (*)•

II s'agit ? d'après cela ? de résoudre le problème suivant :
Trois droites indéfinies étant données de position par rapport à

une courbe quelconque du second degré, et dans un même plan avec
ellei on propose de construire, EN N'EMPLOYANT QUE LA RÈ-
GLE SEULEMENT, un triangle dont les trois cotés soient des*tan-
gentes à la courbe , et dont les sommets se trouvent sur les trois droites
données ?

La solution de ce problème repose sur les considérations qui vont
être développées.

i.° Soit inscrit ? à une ligne du second ordre ( fig. 5 ) , l'hexagone
rstuxy. Je prolonge .les côtés rs 5 tu 9 xy ? jusqu'à ce qu'ils se ren-
contrent deux à deux ? et qu'ils forment le triangle abc. Je mène les
diagonales rx , y s ; su , tr ; tx 9 uy ? qui se coupent, savoir : les deux
premières en o , les deux suivantes en p et les deux dernières en
q ; je tire les indéfinies sx 9 ru 9 yt ', qui vont concourir , savoir : la

(*) Soit i.° ABCD ( fig, 3 ) une courbe du second degré à laquelle il faille mener
«ne tangente , par un point extérieur P , en n'employant que la, règle seulement.

Soient menées, par ce point P , les deux sécantes arbitraires PDA et PÇB ; soit
E le point de concours de AB et DG, et soit F le point de concours de AG et BD;
en menant E F , coupant la courbe en G et H , ces deux points seront les points
de contact de la courbe avec les tangentes issues du point P.

Soit 2.0 ABPD ( fig. 4 ) une courbe du second degré à laquelle il faille mener
une tangente par un point P de son périmètre , en n'employant que la règte
seulement.

Soient pris arbitrairement les trois points A , B , D ; soit M le point de concours
de AÔ et BP ; soit N le point de concours de AB et DP, et soit menée MN. En
variant la situation de l'un ou de l'autre des deux points B et D ou de tous les
deux , à la fois , et répétant la même construction , on obtiendra une nouvelle droite
MN dont l'intersection avec la première sera un des points de la tangente cherchée»
( Voyez un mémoire de M. Brianchon dans le XIII.e cahier du Journal de Vécole
polytechnique ).

( Note des éditeurs, }
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première avec yr en k 9 la seconde avec st en / , et la troisième avec
ÛCU en m ; je mène £ # , / $ , 77?̂  qui 9 par leur rencontre 5 forment le
triangle ABC ; enfin je tire ao ? bp ? ^ .

2,° II est d'abord évident que le point o est le pôle de BC ; car
ao est la corde des tangentes issues du point h v et ko serait celle des
tangentes issues du point a ; par de semblables considérations ? on s'as-
surera que p et ç sont respectivement les pôles de AC et AB.

3#° Par une propriété connue de l'hexagone inscrit à une courbe du
second degré, les trois points k ? /9 m sont sur une même ligne droite(*);
mais ao P bp , cq sont évidemment les cordes de contact des paires
de tangentes issues des points k 7 / ? m v respectivement; donc ces trois
droites se coupent en un point unique d ? pôle de la droite Mm»

4*° Dans le quadrilatère tuoey 5 la diagonale uy doit être divisée par
les droites tu, ocy 9 c(] v cm en segmens proportionnels (**)? ou? en
d'autres termes harmoniquement % donc les quatre droites ca > ccj s cb,
cK sont des droites harmoniques qui conséquemment doivent couper
harmoniquement toute droite qui ne passe pas par leur point de con-
cours c (***). Pour de semblables raisons, le système des droites ac^
ao j ab s aQj 5 et le % système des droites ba P bp v bc 9 bK 5 sont des
systèmes de droites harmoniques,

5.° Soit » l'intersection de ao avec $£?et soient désignées respectivement
par A /

9 A
/; les intersections de la même droite avec AB et AC (****). D'à-

- bord (4«°) &o sera divisée harmoniquement en a , d^ a , A/
 ? parles har-

moniques ca, cq , cb 9 cK ; ensuite la même droite se trouvera en-
core harmoniquement divisée en a , d,9 a, A / ;

 ? par les harmoniques
ba, bp, bc, bh ; or quand , sur une même droite ? deux systèmes

(*) Noyez , ci-dessus, la note qui termine la première solution du second pro-
blème ( pag. 335 ).

(**) Voyez Vessai sur la théorie des transversales , à la suite du beau mémoire
de CARNOT sur la relation entre cinq points dans l'espace , THÊOKÈME VI.

(***) Voyez le même ouvrage, THÉORÈME v u .
(****) On n'a point dû,, dans la ligure, désigner ces points que Ton va prouves

n'être autres que le point A,
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de points harmoniques ont trois points qui coïncident 9 le quatrième
point d'un système doit nécessairement coïncider avec le quatrième point
de l'autre système (*) ; donc les points A/ et A7/ coïncident et , d'au-
tant que le premier doit être sur AB et le dernier sur AC, ils se con-
fondent l'un et l'autre avec l'intersection A de ces deux droites. Là
droite ao passe donc par A et ? pour des raisons semblables ; les droi-
tes bp 5 c'ç doivent passer respectivement par B et C«

6.° Par l'un quelconque r des sommets de l'hexagone , je mène à
la courbe une tangente se terminant en D et E sur AC et BC ; je.,
mène JLx qui se termine à AB en F ; enfin je niène F/. D'autant que
Er est une tangente issue du point E de BC, dont le pôle est o v l'autre
tangente issue du môme point devra toucher la courbe au point x ex-
trémité de la corde ro ; EF est donc cette autre tangente ; et 9 en la
considérant comme Issue du point F de AB, dont le pôle est cj^ on
voit que l'autre tangente issue du même point doit toucher la courbe
en / , extrémité de la corde xq ; F/ est donc cette autre tangente , et
conséquemment ED et F / sont des tangentes aux extrémités de la corde
rt passant par p v pôle de ÀC ; elles doivent donc concourir en un
même point de cette droite ? et par conséquent F / prolongée doit se
terminer en D sur AC. Ainsi les tangentes aux points r , x 5 / for-
ment un triangle dont les sommets sont sur les côtés du triangle ABC ;
et il est clair que le triangle formé par les tangentes aux points s^u^f
jouirait de la même propriété.

7.0 La courbe et le triangle ABC étant donnés ? si Ton demande
de construire le triangle DEF 5 on voit que tout se réduira à cons-
truire le triangle abc, et pour cela il est clair qu'il faudra i.° dé-

(*) Si, en effet, l'on a , à la fois,
da:dœ:: h!a : hfu, , da:da:: h!1 a : A"* ,

on en conclura
da d* \ia\: h!a—K!& : Ma , da—da ida:: A " a — A " * : hJfa ;

ou da"~~d(& : da :: a& : Kfa , da—»âet : da : ; ax : K'!a ;

d'où A'a=A"a. '
( Note des éditeurs. )
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terminer deux quelconques o et p des trois pôles 0 > p 9 Ç î 2. mener

A# et B/7 qui donneront respectivement (5.°) les deux points a ? b ;

3.° mener ## qui , en général v donnera sur la courbe les deux points

Ty s; 4«° mener par l'un quelconque r de ces deux points une tan-

gente se terminant en D et E sur AC et BC, puis deux autres tan-

gentes par les points D et E , lesquelles concourront d'elles-mêmes en

F sur AB» On aura ainsi une première solution du problème, et on

aura la seconde en opérant sur le point s comme il vient d'être dit

pour le point r.

ab peut être tangente à la courbe ou ne pas la rencontrer ; dans

le premier cas le problème n'admet qu'une solution , dans le second

il est impossible.

Dans le cas où les trois données concourent en un même point, la

construction qui vient d'être indiquée devient illusoire, parce qu'alors les

points o 5 p? q ? se trouvent en ligne droite; mais on sait d'ailleurs

résoudre le problème pour ce cas (*)•

(*) On peut remarquer que la construction qui vient d'être indiquée est exacte-
ment celle qu'on trouve pour le cas particulier du cercle à la page 1.27 de ce volume , et
qu'ainsi cette construction se trouve démontrée par ce qui précède.

On a vu ( pag. 123 ) que le problème où Ton propose à?inscrire à un cercle
un triangle dont les côtés passent par trois points donnés el celui où Ton propose
de circonscrire à un cercle un triangle dont les sommets soient sur trois droites
données, sont tellement liés entre eux que la résolution de chacun d'eux entraîne
nécessairement celle de 1*autre ; et il est aisé de voir qu'il en est encore de même
lorsqu'on substitue au cercle une courbe quelconque du second degré.

La solution précédente renferme donc aussi implicitemenl celle de cet autre pro-
blème : Construire , EN N'EMPLOYANT QUE LA RÈGLE SEULEMENT, un triangle
dont les côtés passent par trois points donnés et dont les sommets soient sur une
courbe donnée du second degré ; problème dont la solution, pour le cas particulier
du cercle , et sans interdire l'usage du compas, .a occupé plusieurs illustres géomètres. *
. La construction qui répond à ce dernier problème devient illusoire, lorsque !les

trois points donnés sont en ligne droite, parce qu'alors Içs droites dont ils sont les
pôles se coupent au même point. Si alors on suppose que la courbe est un cercle 5

on tombe sur le problème de PAPPUS. ("Voyez ses collections mathématiques , livre
VII , Prop. CXVII, Prob, XI ). ( Note des éditeurs. )
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Autre solution du même problème ;

Par M. Il o CHAT , professeur de mathématiques et de
navigation à St-Brieux.

'W'V'W'W'X»

IL NONCE. AB, BC 9 CA ( fig. 6» ) étant trois droites indéfinies, do$~
.nées de position 9 sur le plan d'une courbe du second degré SXYV ; on
^propose de circonscrire à la courbe ? en n'employant que la règle seule-
ment , un triangle dont les sommets soientsur les côtés du triangle ABC.

Construction. Par l'un quelconque d des points de l'un quelconque
AB des côtés du triangle ABC, soient menées à la courbe les trois sé-
cantes arbitraires ; dëf 9 dgh , dkl ; soit m le point de concours de

fg et he ; soit n le point de concours de kh et gl? et soit menée
rnn ;> en variant *la situation du point d sur AB, on obtiendra une
nouvelle droite mn coupant la première en quelque point; soit O ce
point* Soit ensuite déterminé, par une semblable opération , un point
fi qui-soit par rapport à AC ce qu'est le point O par rapport à AB (*).
- Par C et O soit menée une droite se terminant à AB en Q ; soit de
même menée par B et P une droite se terminant à AC en R ; soit en-
suite aliénée QR coupant la courbe aux points S et T.

Par S et P soit menée une droite se terminant d'une part à la courbe
en V et de l'autre à AC en U ; par U soit menée à la courbe une sé-
cante arbitraire UXY; soient menées SY et VX se coupant en Z ; par
Z et P soit menée une droite se lerminant à AC en W+

Enfin par W soient menées à S et V des droites se terminant en
C' et A/ à AB et CB ; menant alors A'C7, le triangle A'B'C7 sera une
des solutions du problème.; on ojbûendra l'autre en opérant sur le point
T comme il vient d'être dit pour le point S.
" Toutes lés constructions qui viennent d'être indiquées peuvent se
démontrer par Xanalise géométrique*

£*) II est aisé de voir que O et P ne sont autre chose que les pôles de AB et AC^
( Note des éditeurs, )
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Solution du dernier des deuoc problèmes proposes à la

page 196 de ce volume ;

Par LES RÉDACTEURS DES ANNALES.

AL y a plus de dix ans que ce difficile problème s'est offert, pour la pre-
mière fois , aux rédacteurs de ce recueil ; maïs ? bien qu'ils l'aient attaqué
un grand nombre de fois ? ils n'ont pu , pendant long-temps , parvenir à le
résoudre , ni même à s'assurer s'il était résoluble par la ligne, droite et
le cercle. Aussi n'auraient-ils pas songé à le proposer dans les Annales 9

s'ils n'y avaient été invités par un de leurs abonnés.
Ils avaient lieu de penser que le géomètre qui les avait sollicité à appe-

ler sur ce problème l'attention de leurs lecteurs , S£ chargerait lui-même
de le résoudre , au cas qu'il n'en vînt aucune solution d'autre part ; maïs
ayant long-temps et vainement attendu, ils ont cru devoir faire encore de
nQurelles tentatives ; et 9 plus heureux cette fois que les précédentes ; ifà
sont parvenus ? sinon à trouver une construction du problème ? du moins
à l'abaisser au premier degré 5 et à réduire sa résolution arithmétique à un
calcul assez simple. Voici par quels moyens ils sont parvenus à leur but.

PROBLÈME* A un triangle donné quelconque inscrire trois cercles
de manière que chacun d'eux touche les deux autres et deux cotés du
triangle ?

Solution* Soient désignés par p 9 p
/
 ? p

;/
 v { iîg. 7 ) les sommets du

triangle donné ; par c, c/
 9 c/;

 9 les côtés respectivement opposés ; par
o, o;

 ? of/ z les centres respectifs de ceux des cercles cherchés qui ne
doivent pas toucher ces côtés ; par r 9 f

f > rf/
 9 les rayons respectifs

de ces cercles ? et soient adoptées leê' abréviations suivantes :

s—c =p

s—c == /
S—C//=P//

P c c/ ^—
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alors R sera le rayon du cercle Inscrit ; d P df

 9 dn, seront les dis-
tances respectives de son centre aux points p 9 p

f, p/r
 ? et p, / 5 f" v seront

lès distances respectives des mômes points aux points de contact de ce
cercle avec les côtés du triangle ou ? ce qui revient au même , les
rayons des cercles qui 5 ayant pour centres les points p 9 p

f ^pu
 9 se

toucheraient deux à deux. On déduira d'ailleurs facilement des équa-
tions ci-dessus les relations suivantes-:

f -Vtc d ,

TLcc'c"=sdd'd" y f d d" =&£? df
 %

/'d d/ —Rc^d" .

Cela posé : soient abaissées de o et o1 sur cN les perpendiculaires
om = r 9 o'm'—r' ; soit joint OÙ* ^ e t , par o soit menée à cu une pa-
rallèle se terminant en / à o/m/

 9 le triangle olof
 ? rectangle en / , donne

ol= c//—pm~p/m/= \/(r'-i-r)a—(r'—r)2 —
mais on a

substituant donc, il viendra

r^

les dénominateurs, transposant et formant les équations analo
gues , il viendra enfin

r -\-Z

ce sont là les équations du pr

Si Ton pose r' — rx/

ces trois équations deviendront
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la dernière donne r =

substituant cette valeur dans les deux premières ? et chassant les dé-
nominateurs , elles deviendront

(A')
(A")

il n'est donc plus question que de tirer de ces deux équations les va-
leurs de x/

 5 xn , pour les substituer dans celle de r.

Si on multiplie Féquation (A7) par -, et l'équation (A/7) par —L ;

en les développant toutes deux ,*»mettant pour f> ^n sa yaleur R*s et
remarquant qu'on a

s(c—cf )=c(s—c ; )—~c/ (s—c) = c/ —c' f y.

elles deviendront

ld(Bx"+/ s' xiï—{d> ÇR^+P]}2 = o
dt pourront alors être mises sous cette forme

} = o .
En combinant, de toutes les manières possibles, un facteur de la pre-
mière avec un facteur de la seconde, on obtiendra quatre solutions
du problème. On peut remarquer, au surplus, que la différence entre
les. premiers et les seconds facteurs porte uniquement sur les signes
de d' et d".

Si Ton demande que les cercles cherchés se touchent extérieurement
et soient tous trois intérieurs au triangle donné 2 on pourra lever l'in-̂ -

Tom. L 47
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certitude sur le choix des facteurs, par la considération d'un cas par-

ticulier extrêmement simple : c'est celui où les angles pf
 y p

fl sont tous

deux droits; on a alors R=z^=i^=^c , d/=d// = {c\/ 2,, f = J=oo et

ftiz^x*11 en conséquence ? les deux équations* deviennent également

et comme ? dans ce cas, on doit avoir évidemment ^ z ^ 2 ? ^ e n

résulte que ce sont alors les seconds facteurs qu'il faut prendre.
Rejetant donc les premiers facteurs 5 on aura., pour déterminer x'9 ccn\

les deux équations

â(Rx'

lesquelles donnent

/ — d"td—d)R?dd? ^ f

^ d—d")&—fdd" _ f> cf—{d—d")

~~pt
 ( j _ d ' X d — d » ) K * t f ' d ~ ~ f t m ' ' ' » d d f d

de là ? en se rappelant qu'on a

conclura

Substituant enfin dans la valeur trouvée précédemment pour r 5 il viendra

- R
y ri —.

Les rédacteurs des Annales en étaient parvenus à ce point 9 et ils
ne pensaient pas que cette dernière formule fût susceptible de beau-
coup de réduction , lorsqu'ils reçurent de M. BlDONE , professeur à
l'académie de Turin 5 la lettre suivante :
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Turin, le 12 mars 1811.

Messieurs,
Par la note que cous avez placée au bas de la table sommaire

du n.° IX de votre précieux recueil\ on voit que vous n'aviez reçu,
jusqu'alors ? aucune solution du dernier des deux problèmes proposés
dans le n.° VL Je prends la liberté > Messieurs 9 de vous annoncer
que ce problème a été résolu par M* MALFATTI, géomètre italien
très-distingué* Sa solution est imprimée dans la i»re partie du tome X
des Mémoires de la société italienne des sciences,, publié en i8o3«
Cependant > comme il est très-utile de rendre familières de sem-
blables questions 9 et de connaître les procédés les plus simples , parmi
ceux qui sont propres à les résoudre > je me permets de joindre ici
la construction de M. Malfatti 9 afin que vous puissiez la comparer
avec celles qui vous parviendront* Ce géomètre Fa déduite de formules
qui paraissent assez simples , eu égard à la nature du problème*
Je les supprime ici\ pour ne pas dépasser les bornes d'une lettre.

Je saisis avec empressement, Messieurs 9 l'occasion favorable que
m'offre cette circonstance , pour vous renouveler 5 etc.

Voici à quoi se réduit la construction de M. Malfatti ;
Soit ppfpn ( fig» 8 ) le triangle donné ; soit c le centre du cercle inscrit

et soient menées cp , cp/
 9 cp/f, dont la première coupe le cercle inscrit

en a ; et soient / > tf, les points de contact de ce cercle arecp//p/
 9 p/;p+

Cela posé 7 soit prolongé pp/ indéfiniment au de-la de pf ; soit portée
sur son prolongement ptft ou p^t1 de pf en b et pa de b en d ; de
pd soient retranchées de—cp" et ef=zcp/ ; soit élevée à pf, par son
milieu 3 une perpendiculaire coupant cp en 0 et pp/ en m ; alors 0 sera
le centre de celui des trois cercles cherchés qui doit être inscrit à l'angle
p 9 et om en sera le rayon. On déterminera ensuite les deux autres
cercles par des constructions semblables*

I/extrême simplicité de cette construction ? contraste d'une manière
frappante ayecla complication du problème 5 et montre toute l'influence
que peut exercer le choix des données. Elle donne pour le rayon r
l'expression suivante ;
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r~-(s+d— VL—d<—d"\

Cette expression est nécessairement équivalente à celle qui a été don-
née plus haut , et cependant il ne parait pas facile de ramener Tune
à l'autre. La difficulté tient à ce que 5 parmi le grand nombre des
relations qui existent entre les données 5 on n'aperçoit pas facilement
quelles sont celles qui peuvent le mieux opérer la transformation.

Le problème pourrait être énoncé de cette manière générale : Trois
droites indéfinies étant tracées sur un même plan, décrire sur ce
plan trois cercles de manière que chacun d'eux touche les deux autres
et deux des droites données ; considéré sous ce point de vue ? il
peut admettre jusqu'à 32 solutions.

Pour s'en convaincre ? on peut remarquer que ce problème n'est
qu'un renversement de celui-ci : Trois cercles se touchant deux à deux
sur un plan 9 décrire sur ce plan trois droites telles que chacune d'elles
touche deux des cercles donnésj et il n'est pas difficile de voir que le
premier problème doit admettre autant de cas que celui-ci.

Or 9 lorsque trois cercles se touchent deux à deux, ou ils se touchent
tous extérieurement (fig. 9 ) 5 ou bien 9 deux d'entre eux se touchant
extérieurement, le troisième les enveloppe tous deux (fig. 10) , ou enfin,
deux d'entre eux se touchant extérieurement ? le troisième touche l'un
d'eux extérieurement et enveloppe l'autre ( fig. n ). Nous ne parlons pas
du cas ou (fig. 12 ) le cercle moyen 5 enveloppant le plus petit ? serait lui-
même enveloppé par le plus grand ? attendu qu'alors les tangentes com-
munes aux cercles pris deux à deux, se confondraient en une droite unique.

Observons encore que, pour deux cercles qui se touchent extérieure-
ment ( fig. i3 ), il existe trois tangentes communes 7 tandis qu'il n'en existe
qu'une seule ( fig. I/J. ) lorsque l'un des cercles est intérieur à l'autre.

D'après ces diverses observations, il est aisé de voir que 5 pour la figure
9, il peut exister 27 systèmes distincts de trois droites touchant les cer-
cles deux à deux; qu'il en existe 3 pour la figure 10 ; et qu'enfin il en
existe 2 seulement pour la figure 11 % ce qui fait en tout 2 7 + 0 + 3 ou32?

eomme nous l'avions annoncé.
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NOTE
Communiquée aux rédacteurs des Annales, sur la lettre

de Af. Kramp , insérée à la page 3ig de ce volume ;

Par M. TEDENÀT ? correspondant de la première classe de
l'Institut, recteur de l'académie de Nismes.

JL OUTE équation du second degré à deux indéterminées peut toujours 9

par des transformations 5 se réduire à la forme suivante :

La résolution de cette équation 5 en nombres entiers ? lorsqu'elle
est possible ? peut se ramener à Tintégration d'une équation aux dif-
férences finies de cette forme :

son intégration donne

rn—ns/A > P

~ n\/A\ .
)

Dans ces formules F , X 9 sont les plu* petites valeurs entières de
yP x ^ qui satisfassent à l'équation yz-~Aiï*=-JB*

7n ̂  n^ sont deux nombres entiers satisfaisant à Téquation m2—An* = i,#
Je me propose, dans une autre circonstance, de déniontrer toutes

ces propositions v ainsi que beaucoup d'autres sur les fractions-continues»

I/équation que M» Kramp se propose de résoudre (pag. 283) est celle-ci

Les plus petites valeurs entières de m 9 n, qui satisfassent à Féquatîon
^ a ~ i i / 2 2 = i sont TTZ^IO ? ^^=3 j celles de Tv X, sont JT=7 ? X~o.
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EIL substituant ces valeurs dans les formules générales données ci-des-

sus ? et y faisant ensuite z = 1 , 2 , 3 , 4 J •••••? on trouve
y - 1 , 7o , i3g3 , 27790 ,
37-0 , 21 , 4.20 , 8379 ,

«omnre on le voit dans le mémoire de M. Kramp ( pag. 285 )»
Si Ton met l'équation y2—*nx2=z49 s o u & cette forme

y 2 ccz

"-. 1 I •— = I -

49 49 !

en posant

7 7

on aura à résoudre Féquation

Si Fon en cherchait les solutions en nombres entiers ? on trouverait ^
comme ci-dessus 9 <y/= io 3 # ' = 3 .

Mais ? si Fon cherche les valeurs fractionnaires qui peuvent y satis-
faire j on en trouvera plusieurs parmi celles-ci qui auront Favantage de
donner ? pour y et x ? dea nombres entiers essentiellement différens de
ceux qui ont déjà été déterminés. De ce nombre sont les valeurs

S a ou <
s o ' - f ; \ ) <v= 4 ;

^ = f ; } ( oc— 5 ,

Prenant successivement ces deux systèmes de valeurs pour Y et JT*
on formera les deux nouvelles séries de valeurs correspondantes que voici

yz=:i5 } 282 , 5625 , . , . • •

w=- 4 ? 85 ? 1696 j . . . . .

y = i 8 , 345 , 6882 , . . . . .
x^£ 5 9 104 ? 2075 9 ....*

comme l'indique M. Kramp dans sa lettre insérée à la page 319.
On voit donc que Fexîstence des deux dernières séries de valeurs

dont parle M. Kramp * et <juî. comme les premières , résolvent Féqua-
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tîon 9 tient i.° à ce que le terme 4$ est un (juarré P ce qui permet de

mettre l'équation proposée sous la forme

yA—nx/2=i ;

2.° à ce que 5 parmi les systèmes de valeurs fractionnaires àey/
 9 x

1, qui

satisfont à cette dernière , il s'en trouve deux qui, à cause de leur dénomi-

nateur 7 ? donnent pour y et x des nombres entiers. On voit éri efFet que

( T ) - " ( ; ) - > » | , , S »5a—"-42=49.,
> -donnent (

( T ) 2 - " _ ( 7 ) 2 = Ï , S \ I 8 ' - I I . 5 * = 4 9 .

Si 5 au contraire, on posait

on satisferait bien à l'équation

;mais il en résulterait pour y et x les valeurs fractionnaires

Les formules ( i ) , (2) , sont donc très-générales; elles contiennent

toutes les séries de valeurs qui peuvent satisfaire à l'équation y3—Ax*~B)

tant en nombres entiers qu'en nombres fractionnaires,

N. B. Tendant que ceci s'imprimait, les rédacteurs ont reçu de M. Kramp la lettre

suivante 1
Messieurs,

Mes recherches sur la solution complelte, ^en nombres - entiers > de l'équation
&y2-\-b^=x2, m'ont conduit à quelques remarques que je m'empresse d*autant plus de
vous communiquer qu'elles doivent servir à rectifier ce qtie j'ai eu l'honneur de vous
écrire dansmadernière lettre.

On s,ait que, si Ton connaît un cas qui remplisse la condition de cette équation,
tel que ag2-{~h=p2 ; et que, de plus , on connaisse deux nombres entiers m9n,

tels que an2-\-i=m2 ; on peu.t de cette seule solution en déduire une infinité
d'autres. Les x, aussi bien que les y, formeront deux séries récurrentes soumises à
l'échelle de relation plus 2m et moins 1 ; et , en désignant par pf, p!!, p w , . . . . les
termes de la première des deux séries , et par q!

 ? qn , qt!î,. • . . les termes corres-
pondants de l'autre , on aura

plz=zmp-\-anq ? pn—zmp!—p 9 pm-=zzrnpff—pt........
qtz=. n/7+ rnq , q!fz=z2.mqf—q , q//;=-2mqff—qf,

Par les lettres p , q , nous désignons toujours les termes initiaux des deux séries, qui
en même temps sont moindres que tous les suivants; et il y aura autant de ces séries
que Ton pourra trouver de valeurs de p etq ? différentes ? et indépendantes entre elles.
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Je remarque maintenant que les termes initiaux/; et̂ r existent toujours par couples %

tellement qu'il leur répondra toujours deux autres termes initiaux P et Q % liés avec les
premiers par les deux équations qui suivent.

*—n2b ;
et autant que ces deux équations admettent de solutions en nombres entiers et positifs,
autant aussi il y aura de séries, indépendantes entre elles , dont les termes peuvent
résoudre en nombres entiers l'équation #y2-f-fc=:#3. Ces équations, elles-mêmes, à
cause de m2-—i=an2 , admettent une solution parfaitement rationnelle ; il en résultera

Pz=tnp*—anq , Qz±.np—m g.

Faisant ^ = o , on aura Q=n\fb ; ainsi b doit être un nombre quarrè. Si an fait
£—r2, ce qui donne, l'équation aq2-\-r2=p2 , on voit d'abord que p^=-r et q-=zç> est
toujours une des valeurs de y ; on aura ensuite P=:mr , Q=nr , et ces valeurs, qui
se déduisent immédiatement delà solution de l'équation #722~|-i=77z2 , sont les seules
que le procédé employé dans mon dernier mémoire peut faire découvrir, tant qu'on
se bornera à prendre des nombres entiers pour les valeurs de la quantité que dans
ce mémoire j'ai désignée par q. La suite de l'ouvrage apprendra à trouver la liste
€Ompiette des autres; et je me bornerai pour le moment à en donner quelques exemples»

Pour i i / 2 + 52=x2 , on'a q= 8 , Q = 8 , p~ 6 , P = 27 ,
? = 4 , Q = 5 , p=îo , P = 18 ,
q— 7; , Q=zo , ^r=3o , P = 69 ,
q=iS, Q = 3 6 , ^9=62 , P = i 2 5 %

q— 4 , Q~9$ , ^=45 , P

Le coefficient 11 donne d'ailleurs
m = i o ?

Le nombre des termes initiaux, indépendans entre eux et des séries qui en dé-
rivent , est encore beaucoup plus grand , lorsque b n'est pas un nombre quarté.
Dans l'équation 5/a^6oôi==#a , je trouve les termes initiaux qui suivent ;

p g . . . . P . . . . Q.

I .
II

III
IV. . . . .
V
VI

79
81

129

159
831

9^9

. . . 6
. . . 10

. . . 46
. . . 62

. • . 370

•. . 44

. . .591
. . . 629
. . . 241

• . . 191

• • • 7 9
. . . 81

• . . 262 .

. . . 234 *
. . . 102 »

. . . 7 8 .
. . . 6 .
. . . 10 .

on a d'ailleurs ici m=g. 72=4•
Agréez j Messieurs 3 etc.

Strasbourg ? le 28 mars 1811.



TomJ, pu'JL5,pay. 333- 349.
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GEOMETRIE.

Mémoire sur le tétraèdre , présentant la solution de
diverses questions proposées dans les Annales ;

Par M. J. L , abonné (*).

Î . JLJANS tout quadrilatère, plan ou gauche 9 les droites qui joignent
les milieux des cotes opposés et ceux des deux diagonales passent
toutes trois par le même point où elles sont coupées en deux par-*
ties égales (**).

Soient en effet AB, BC, CD? DA\ ( %• i ) les quatre côtes con-
sécutifs d'un quadrilatère^ plan ou gauche ? ayant leurs milieux respectifs
e n Q , P , N , - M ; soient, en outçe ? R, S, les milieux respectifs de3
deux diagonales BD? AC? de ce quadrilatère y et soient joints ces points ?

deux à deux , par des droites. Par ce que R et Q sont les milieux res-
pectifs de BD et BA , la droitp RQ est moitié de DA et lui est pa-
rallèle ; pour de semblables raisons NS est aussi moitié de DÀ et lui est
parallèle ; donc les deux droites RQ et NS sont égales et parallèles ? et
conséquemment le quadrilatère RQSN est un parallélogramme; d'où
îl résulte que les droites NQ $ RS5 se coupent réciproquement en deux
parties égales. On prouvera, par un semblable raisonnement 5 que les
droites MP9 RS se coupent aussi réciproquement en deux parties égales;

(*) Ce mémoire renferme quelques propositions déjà démontrées ailleurs ; mais ,
comme elles s'y trouvent liées avec beaucoup d'autres qui sont propres à l'auteur ; OB
a cru nécessaire de publier le tout sans en rien retrancher.

(**) Voyez les pag, 3 i ï et suivantes de ce volume.
C Notes des éditeurs, >

Tom. L ' 4a
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d'où l'on doit conclure que les trois droites N Q , RS , H P , passent
par un même point O qui est leur milieu commun.

2. Il suit de là que ? dans tout tétraèdre, les droites qui joignent
les milieux des arêtes opposées passent toutes trois par un même
point qui est leur milieu commun (*).

3. Le point où se coupent les droites qui joignent les milieux des
arêtes opposées d'un tétraèdre est le centre de gravité du çolume de
ce tétraèdre.

Que l'on conçoive ? en effet 9 le tétraèdre partagé un une infinité
de triangles élémentaires dont les plans 'soient parallèles à Tune de
ses faces ; si , par le milieu de l'un quelconque des côtés de cette
face et par l'arête opposée 9 Ton conçoit un plan, ce plan 5 coupant
chaque triangle élémentaire suivant la droite qui joint son sommet au
milieu de sa base 5 contiendra son centre de gravité ; il contiendra donc
aussi le centre de gravité du tétraèdre ; ce dernier point est donc à
l'intersection de trois plans conduits par les arêtes d'une même face
et par les milieux des arêtes qui leur sont respectivement opposées :
or 5 comme chacun de ces plans contient une des droites qui joignent
les milieux des arêtes opposées, il s'ensuit que le point d'intersection
de ces trois droites n'est autre que le poiat d'intersection des trois
plans 5 c'est-à-dire ? le centre de gravité du tétraèdre.

4» A l'avenir nous appellerons axes d'un tétraèdre ? les trois droites
qui joindront les milieux de ses arêtes opposées; le point où ces axes
se couperont sera le centre du tétraèdre ; les trois plans conduits par
les axes , pris deu& à deux , seront les plans principaux et détermi-
neront , dans le tétraèdre , les sections principales, lesquelles seront
toutes trois des parallélogrammes ayant deux des axes pour leur dia-
gonales 5 et ayant ? pour les deux côtés d'un même angle , des paral-
lèles aux deux arêtes opposées du tétraèdre que le plan de la sec-
tion ne rencontre pas, Chaque plan principal partage le tétraèdre en

(*) Voyez la Correspondance sur l'école polytechnique ? tome II , n.° 1 , pag. i. re ,
*l n.« 2 } pag. 96.

( Note des éditeurs* )
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deux troncs de prismes triangulaires que nous verrons bientôt être
équivalens.

5, Deux arêtes opposées du tétraèdre 9 n'étant point comprises dans
un même plan , peuvent toujours, et d'une manière unique ? être com-
prises dans deux plans parallèles. Le plan principal qui passe par les
milieux des quatre autres arêtes ? est évidemment parallèle à ceux-là ̂
ïl en est de plus équidistant.

6* Le système des six plans 5 parallèles deux a deux 9 qui contient
les arêtes opposées d'un tétraèdre ? forme le parallèlipipède circonscrit*
Les diagonales non parallèles des faces opposées de ce parallèlipipède
sontlçs arêtes opposées du tétraèdre; les droites qui joignent les centres
des faces opposées du parallèlipipède en sont les axes; enfin les plans
menés par le centre du parallèlipipède 9 parallèlement à ses faces oppo-
sées 9 déterminent les sections principales du tétraèdre (*).

7. Si deux arêtes opposées d'un tétraèdre sont égales , les faces
du paraïlélipipède circonscrit qui comprendront ces arêtes 5 seront rectan-
gulaires : si ? dans le tétraèdre , il y a deux couples d'arêtes opposées
égales 5 chacune à chacune 9 deux couples de faces opposées du paralléli-
pipède circonscrit seront rectangulaires : enfin 5 si les arêtes opposées du
tétraèdre sont égales ? chacune à chacune , le parallèlipipède circonscrit
sera rectangulaire.

8. De là il est facile de conclure que ? dans un tétraèdre , deux des
axes sont perpendiculaires entre eux 9 ou F un des axes est 9 à la fois T

perpendiculaire aux deux autres, ou enfin les trois axes sont perpendi-
culaires deux à deux 9 suivant que ce tétraèdre a une^ deux ou trois
couples d'arêtes opposées égales*

9. Lorsqu'on fait passer des plans par les extrémités des axes du
tétraèdre , ces plans déterminent un octaèdre inscrit MNRQSP ; les
quatre tétraèdres excèdans MAQS , RQBP 9 NSPC, DMRN , sont

(*) Voyez, sur cela, un mémoire de M. Mange, inséré dans la Correspondance
sur Vécole -polytechnique 7 tom. l ? n,° io ? pag. 44°*

( Note des éditeurs. >
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égaux et superposables , car ils sont terminés par des faces égales ,
chacune à chacune , et rangées dans le même ordre. Chacun de ces té-
traèdres est le 8.3îie du grand tétraèdre dont il fait partie 9 car il lui
e t̂ semblable et a ses arêtes moitié des siennes ; d'où il résulte que le
volume total de ces quatre tétraèdres est moitié de celai du grand té-
traèdre , et qu'ainsi celui de l'octaèdre inscrit en est aussi moitié.

10. Chacun des plans principaux partage l'octaèdre en deux parties
équivalentes ; car ces deux parties sont des pyramides quadran gui aires
ayant base commune ^ et ayant leurs somnvets sur des plans parallèles
à celui de leur base 9 et également éloignéa de part et dautre de ce plan.

1 1 . Il suit de là que chacun des plans principaux d'un tétraèdre le
partage en deux troncs de prismes triangulaires èquivalens. Chacun
de ces troncs derprismes est 5 en effet, composé d'une moitié de i oc-
taèdre et de deux des tétraèdres excédans.

12. il suit de ce qui vient d'être dit (10) que le produit de Faire de
chacune des sections principales d'un tétraèdre par la plus courte dis-
tance entre les arêtes opposées parallèles à cette section est une quan-
tité constante ? pour un même tétraèdre 5 quelle que soit celle des trois
sections principales que Ton considère (*). Donc celle des trois sections
principales dont Faire est la plus petite est celle dont le plan est pa-
rallèle aux arêtes opposées les plus distantes. Cedi répond à la note
3»me de la page 2L3O de ce volume; mais il est essentiel de remarquer
que ? généralement parlant, comme nous le verrons bientôt ? ces sec-
tions ne sont pas des minima (**)•

(*) II a déjà été remarqué, par M. Servais , professeur aux écoles d'artillerie, à
Lafère , que les deux tiers de ce produit expriment le volume du tétraèdre > ainsi
qu'il résulte évidemment de ce qui précède.

(**) Lorsque les rédacteurs des Annales reçurent la solution mentionnée ici, pressés
par le temps , ils se bornèrent à vérifier , par l'analise, si cette solution rendait nulle
la fonction prime de l'aire de la section : et elle la fait, en effet, évanouir ; mais
on sait que cette condition nécessaire esl. insuffisante. Ils eurent tort de ne point pousser
plus loin la vérification, et ils remereient M. J. L..«. de les avoir détrompés sur
ce point,

( Notes des éditeurs, )
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ï 3 . Les trois plans principaux du tétraèdre divisent l'octaèdre ins-

erit CÛ huit tétraèdres équivalens, et symétriques deux à deux ; puis
donc que leur somme est la même que celle des quatre tétraèdres ex-
cédans., on en doit conclure que chacun de ces derniers est double
de chacun de ceux qui résultent de la division de l'octaèdre par les
plans principaux ; d'où il suit encore que les droites qui joignent le
centre du tétraèdre à ses sommets v sont coupées par les faces de Voc~
taèdre inscrit au tiers de leur longueur.

i4- Les quatre tétraèdres excédans peuvent être considérés comme
XLÏÏ même tétraèdre appliqué successivement à l'octaèdre par chacune
de ses faces 9 lesquelles deviennent ainsi quatre des huit triangles qui
terminent cet octaèdre ; ces quatre triangles ne sont pas égaux , en
général 9 mais chacun d'eux a son égal sur la face opposée de l'oc-
taèdre ; celui-ci reste à découvert et fait partie de la surface du tétraèdre
total. Si Ton enlève les quatre tétraèdres excédans pour les transporter
sur celles des faces de Toctaèdre ? qui ? en premier lieu, étaient à dé-
couvert 9 ces tétraèdres 5 ainsi disposés ? formeront avec l'octaèdre le tè-*
traedre conjugué du tétraèdre total ? ayant cet octaèdre pour sa partie
commune avec lui. Les deux tétraèdres conjugués seront inscrits au même
parallélipipède i leur douze arêtes seront les diagonales de ses faces 5

et leurs sommets correspondans serontjes sommets de ses angles opposés.

i5 . Deux tétraèdres conjugués forment un système $ymétrique re-
lativement à leur centre commun j car toute droite qui y passe P se
terminant à des faces ou arêtes parallèles ? a son milieu en ce point.
Un plan quelconque , passant par le centre, divise d'abord l'octaèdre
en deux parties symétriques et rencontre ensuite les tétraèdres exc'édans
sur leurs arêtes homologues ? à des distances égales de leurs sommets;
le système est donc divisé 9 par ce plan 9 en deux parties égales et
symétriques. Les sections principales sont les mêmes pour les deux
tétraèdres conjugués , parce qu'elles ne rencontrent pas les tétraèdres
excédans. Enfin ? les sections, passant par une arête de l'un des tétraè-
dres 9 passent par l'arête correspondante de son conjugué ? et sont- fi-
gurées par deux triangles égaux et renversés,
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16. Si ? par les extrémités de la plus courte distance entre deux

arêtes opposées de l'un des tétraèdres et par leur centre commun 5 on
conduit deux droites, elles se termineront aux arêtes correspondantes
de son conjugué. La droite qui joindra les points èe rencontre sera
donc égale et parallèle à cette plus courte distance ; elle sera donc ^
comme elle 5 perpendiculaire à deux faces opposées du parallélépipède
circonscrit 9 et sera ainsi la plus courte distance des arêtes du conjugué
auxquelles elle se terminera.

17. En conduisant un plan par Parête BD et le milieu S de l'arête

opposée AC,le triangle BSD donne 2(BS+5s)=:BD+4RsV) ; d?un

autre côté les deux triangles ABC, ADC donnent 2(AB +J3C +CD

HhDA ) = 2AC -4-4(BS HhDS ) ; mettant donc ? dans cette dernière équa-

tion ? pour 2(BS -4-DS ) , la valeur que donne la première > on O\Ï~

tiendra le théorème d'Euler :

Les deux autres axes donnant des équations analogues 5 si on les ajoute
a celle-ci, on parviendra à la formule connue :

(a) A B ' + B G ' + C D ' + D A +AC +BD = 4(NQ2+MP2+RS >

18. Dans un triangle dont C ? Q/^ C/;
v sont les côtés et S , S /

5 S''%
les droites qui joignent leurs milieux respectifs aux sommets des an-

(*) On a 9 en effet 3 dans les deux triangles RSB, R.SD

RS 2 +BR 2 — BS Z =2RS • BR • Cos, BRS ,

R S 2 + ^ R 2 — DS^=2RS'DR • Cos. DRS;

Si Von remarque que BR=DR , que Cos. BRS + Cos. DRS=o et que

2DR = 4BR = BD ; en prenant le doub'e de la somme de ces deux équa-*
on obtiendra celle qui est annoncée dans le texte.

C Note des éditeurs. )
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gîes opposés, on z4(s2+s'2+s//2)~'i(c2*{-c/2-hc//2) (*); les faces d'un
tétraèdres donnant quatre formules pareilles, si Ton nomme S2 la somme
des quarrés des 12 droites menées de chaque sommet aux milieux des

trois côtés de la face opposée, on aura 4Sa = 6(AB + B C + C D -

H - A C + B D ) ; donc (17)

19. Il est facile de voir que les quatre diagonales de l'un quel-
conque des huit petits parallélipipèdes formés «, dans le parallé-
Jipipède circonscrit, par les plans principaux ? sont égales aux quatre
distances du centre du tétraèdre à ses sommets ; puis donc que ? dans
tout parallélipipède ? la somme des quarrés des quatre diagonales est
égale à la somme des quarrés des douze arêtes ? il s'ensuit qu'on doit
avoir

5 A + Z O 2 + 2 * *
20. Cette proposition, qui a évidemment lieu pour le quadrilatère

gauche 5 est vraie aussi pour le quadrilatère plan. Soit en effet ABCD
ce quadrilatère ( fig. 2 ) \ par le point O d'intersection <Jes droites M P ,
NQ 5 RS ? qui joignent les milieux de ses côtés opposés et de ses dia-
gonales 5 soient menées à ses quatre sommets les droites OA 9 OB ;
OC, ODj les six triangles AOB, BOC, COD, DOAS AOC? BOD, don-
neront

2(0A2 +0B 2 )=AB* +40Q >

2(ÔB2 +ÔC ) = BC' + 4OP',

2 (ÔC V o ï ) )=CD2 +4ÔN1,

On a , en effet , par ce qui a été .démontré dans la note précédente

ce qui ? en ajoutant et transposant, dQane l'équation annoncée dans le texte.

C Wi?ft É^^ éditeurs* )



36o PROPRIETES

*>(OB +OD )= BD +4OR ;
2 2 2 —-2

en ajoutant ces six équations on aura 6(OA + O B -+-OC -4-OD )
2 2 5 2 ^ ;

d'où on conclura (17)

6A 2 Ô

Si Ton ajoute la première équation avec la troisième , la seconde avec
la quatrième et la troisième avec la sixième 9 il viendra

0A2+ OB* + OC2+ OD)= AB2+ DG2+2ÎÏQ2=:AD"^ Bc"+aMP2==AG + BD2

Ainsi 5 dans tout quadrilatère ? plan ou gauche % la somme des quarrès
de deux côtés opposés, plus deux fois le quarrè de la droite qui
joint leurs milieux, est une quantité constante et égale à deux fois
la somme des quarrès des distances des sommets au point d'intersection
des droites qui joignent les milieux des côtés opposés*

21 Ces formules ont encore lieu pour un triangle , en considérant un
point pris arbitrairement sur Pun quelconque des côtés comme le qua-
trième sommet du quadrilatère* Mais ? si Ton divise un côté AB ( fîg, 3 )
en quatre parties égales , aux points n 5 M, q 9 et si Ton joint les mi-
lieux m, y p s des autres côtés avec les points de division nv q v les
triangfcs AOM , MOB > BOC , COA , donneront

2 (ÔA+ OB*+ OC*+ ÔM2)=AM + BG + zmn^z BM + AC + 2pq **

donc

2(mn —pq )=AC —BC ;

ïe parallélogramme pmqn donne d'ailleurs

+CM%
et ,
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et ? si Ton tire les droites Cn 9 Cq 5 on trouvera

—C^1)^: AC2—

22. Si , dans le tétraèdre ABCD ( fig. i ) ? on suppose droits les
angles plans DAB ? DAC, ce qui donnera

= B Î ) — A D , A C ^ C D — AD*,

on conclura de Féquatïon (b) , au moyen de celles-ci, NQ^ÎIS} donc^
si l'angle trièdre A est trirectangle ? on aura

Ainsi 9 dans le tétraèdre rectangle ? les trois axes sont égaux»
Désignant donc par p l'un de ces axes 5 la formule {a) donnera

3(AB -f-AC +AD )=4.3/?a
? d'où p=\J/AB -+-AC +AD .

Ainsi ? chacun des axes d'un tétraèdre rectangle est moitié de la
distance du sommet de Vangle droit trièdre au point qui aurait les
trois arêtes rectangulaires pour ses coordonnées*

II est facile de voir que les axes se coupent sur cette ligne ^ au quart
de leur longueur , à partir du sommet. Les sections principales sont alors
des rectangles ; Taire de chacune d'elles est le quart du produit des
cteux arêtes opposées qui lui sont parallèles ^ et, comme elle est aussi
égale à la moitié du produit des deux axes qui lui servent de diago-
nales par le sinus de l'angle qu'ils font entre eux, si on désigne cet
angle par a 5 et par a Pangle que fait 2/? avec AB^ on aura ^

.# i on tire de là

AB DG
ôm.<3r = 2 . — • — ~ ;

zp zp

ainsi l'angle de deux axes est double de celui que fait la ligne 2p
avec l'arête rectangulaire qui passe par Te troisième.

23. Soient donc « , $ ? y ? les trois angles que fait respectivement
Nla ligne zp avec les arêtes rectangulaires AB, AC? AD ; on aura

Tom. h * 4g
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— , „ AB —AC —AD
C 0 S . 2 « = - • — z •

AB -+-AC +AD
AT —2 1 1

A ^ , _ AC —AB —AD
+AC -+-AD A B * + A C

 2 + A D '

AD
AD —AB —AC

* Co$.2y — - ^ T £ ^ZTJ - "% *
+AC +AD A B + A C + A D

d'où on conclut

les trois angles que font deux à deux les axes du tétraèdre rectan-
gulaire sont donc liés entre eux par la condition que la somme de
leurs cosinus est égale au cosinus de la demi-circonférence.
- 24. En nommant S l'aire de la face hypothènusale , on a S2^:

~(AB ,AC + A B .AD + A C .AD ) ; équation à laquelle on peut
donner les trois formes suivantes :

S2—~ÂC2.ÂD*=^ÂÎB .CD 5

S2— ^ Â B \ Â C 2 ^ Â D 2 .BC2;
sî l'on ajoute ces trois équations en observant que letirs seconds mem-
bres sont égaux à quatre fois les quarrés des aires des sections prin-
cipales ? on trouvera 9 en désignant ces sections par s, s' y su

 9

donc, dans tout tétraèdre rectangulaire , le quarrè de l'aire de la
face hypothènusale est double de la somme des quarrés des aires des
sections principales.

25. Tout plan passant par Vun des axes d'un tétraèdre quelcon*
que > divise ce tétraèdre en deux parties équivalentes.

Soit, en effet, #JN$Q ( fig. 4 ) le plan coupant conduit par Taxe
NQ. Le plan principal RNSQ partage le tétraèdre (11) en deux par-
ties équivalentes ; et le plan #N$Q ôte à Tune de ces parties le té-
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traèdre #NQ$ , pour le donner à l'autre 9 et ôte à celle-ci le tétraèdre
#NQR,pour le donner à la première; or 9 il est facile de voir que
ces deux tétraèdres sont équivalens ; car, outre qu'ils ont pour bases
îes deux moitiés d'un même parallélogramme RNSQ , il résulte de ce
qui a été dit (6) que leurs sommets a 9 b, sont, à une même distance
de part et d'autre du plan de leurs bases.

26* On peut aussi se convaincre aisément (6) que 5 dans toutes les
situations du plan àNbQ , sa diagonale mobile ah demeurera constam-
ment parallèle au plan principal MRPS qui ne contient pas sa diagonale
fixe NQ ? et que celle-ci coupera toujours l'autre en // en deux par-
ties égales ; si donc cd est l'intersection du plan coupant avec le plan
principal MRPS 5 la diagonale ab sera parallèle à cd*

27. Le plan aNbQ 5 supposé mobile autour de l'axe NQ , peut pren*
dre successivement quatre positions remarquables. S'il passe par l'un
ou l'autre des axes RS , MP , la section est un parallélogramme ;
si P au contraire 5 il passe par l'une ou l'autre des deux arêtes oppo-
sées AB , CD ? la section est un triangle. Dans tous les autres cas 5

la section est un quadrilatère.

28. La diagonale mobile ab étant variable de grandeur , comme de
position ? on peut dcsîrer de savoir quelle devra être la situation du
plan coupant pour qu'elle soit la plus petite possible. Il est aisé de
voir que cela arrivera lorsque l'intersection cd de ce plan aveG le plan
principal MRPS sera perpendiculaire à MP. Concevons, en effet, qu'il
en soit ainsi, et imaginons par ab un plan parallèle à MRPS ; ce
plan coupera celles des faces opposées du parallélipipède circonscrit,
qui contiennent les arêtes AC , BD , suivant deux droites parallèles
entre elles et à MP ; et ab sera une perpendiculaire commune entre
ces parallèles. Que l'on conçoive ensuite tant d'autres plans qu'on vou-
dra 5 conduits par NQ ; les diagonales mobiles correspondantes étant
constamment (26) parallèles au plan MRPS 5 si l'on transporte ces
diagonales ? parallèlement à elles-mêmes, jusqu'à ce que leurs milieux
viennent coïncider avec le milieu // de ab ? leurs extrémités se trouve-
ront alors sur les parallèles menées à MN par a et b j mais elles
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seront obliques entre ces parallèles , et conséquemment plus' longues
que leur perpendiculaire commune ab.
f 29. Soit designé par & l'angle des deux diagonales N Q , ab , d'une
section quelconque , faite par l'axe NQ ; l'aire de cette section sera^NQ
-Xtf^»Sin.«; mais s i , du point a, on abaisse une perpendiculaire/?
sur NQ 5 cette perpendiculaire aura pour expression \ab. Sin.* ; en
sorte que l'aire de Nla section deviendra/?XNQ ; et ? comme NQ est
constant, pour toutes les sections que l'on considère ici, il s'ensuit
que les aires des sections sont proportionnelles à p ? et qu'ainsi la
plus petite répondra au cas où p sera la plus courte distance entre
BD et NQ ou, ce qui revient au même, lorsque p sera la moitié
de la plus courte distance entre les arêtes opposées AC et BD ou5

ce qui est encore la même chose 9 lorsque le plan #NZ>Q sera perpen-
diculaire au pian principal MNPQ, Ainsi De tous les plans qui 5 passant
par un même axev coupent les deux mêmes couples d'arêtes» opposées 5

celui qui do mie la plus petite section est le plan perpendiculaire à
celui des plans principaux v qui contient P avec F axe dont il s'agit 9

celui des deux autres qui se termine aux milieux des arêtes op-
posées que le plan coupant ne doit pas rencontrer.

3o. Mais il faut bien observer que le' problème ne sera possible
qu'autant que le plan conduit par N Q 5 perpendiculairement au plan
MNPQ ? rencontrera les arêtes opposées ÀC 5 BD 9 entre leurs extré-
mités ? et non sur leurs prolongemens. On doit remarquer aussi que
si 5 par l'arête RS , on conduit un plan perpendiculaire à la section
principale MRPS , ce plan qui, comme le premier, divisera le tétraèdre
en deux parties équivalentes et coupera comme lui les deux couples
d'arêtes opposées AB 9 D C , AC 9 DB , donnera aussi 9 comme lui ,,
une section minimum. En général 5 cette section ne sera pas égale
3 la première ; car -il suivrait de leur égalité que ^es longueur de
deux axes seraient proportionnelles aux plus courtes distances des
arêtes opposées auxquelles ils se terminent, ce qui n'est point vrai
pour un tétraèdre quelconque. On voit donc-que , généralement par-*

il* y aura deux sections Q£% jouiront de la propriété du minimum 3
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à les arêtes que le plan coupant doit rencontrer sont désignées , et
qu'il y en aura six , si au contraire elles ne le sont pas, II est aisé
de voir (16) que les plans qui donnent les sections minima 9 pour
lân tétraèdre, les donnent aussi pour son conjugué. Celles de ses sections
qui sont déterminées par le même plan 9 sont égales, marieurs diago-
nales mobiles sont des parallèles comprises entre des plans parallèles*
Les quadrilatères qui représentent ces sections sont égaux et renversés.

3 i . Lorsque xîeux arêtes opposées du tétraèdre sont égales 5 des
deux sections minima faites sur les arêtes égales et sur deux des
autres ? celle qui passe par Taxe qui se termine à ces dernières est
(8) perpendiculaire à Taxe qui se termine aux arêtes inégales que le
plan coupant ne xeneontre pas. Si le tétraèdre a deux couples d'arêtes
opposées égales s Les deux sections minima faites sur ces arêtes vien-
nent (8) se confondre avec la section principale; e t , des deux faites
sur les arêtes inégales et sur deux arêtes égales , Fune est la section
principale ? et Fautre est perpendiculaire à Faxe qui se termine aux
deux arêtes égales que le plan coupant ne rencontre pas^ cette dernière
est moindre que Fautre 9 car leur rapport est celui de Faxe qui se
termine aux arêtes égales à la plus courte distance entre ces arêtes.
Si enfin le tétraèdre a ses trois couples d'arêtes opposées égales, les
sections minima se confondent ? deux à. deux v (8) avec les sections
principales , elles ne sont donc plus alors qu'au nombre de trois
seulement.

D2* Lorsque le tétraèdre est rectangulaire (22) les six sections
minima sont distinctes et égales deux à deux. Si de plus les trois
erêtes rectangulaires aont égales, les six sections minima, toujours
distinctes , sont toutes égales , et les diagonales mobiles coupent les
prêtes et les axes au, quart de leur longueur.

33. Voilà donc le problème propose à la page 127 de ce volume
résolu, pour le cas particulier où le plan coupant serait assujetti à
passer par Fun des axes du tétraèdre ? et conséquemment aussi pour
le cas où Fon exigerait simplement que ce plan passât par son centre :
car De tous les plans conduits par l^ centre d'up tétraèdre, il n'y
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a uniquement que ceux qui passent par quelqu'un de ses axes qui
le divisent en deux parties équivalentes.

Dans la démonstration de cette proposition 5 nous distinguerons deux
cas ? savoir : celui où le plan coupant rencontre deux couples d'arêtes
opposées ? et donne conséquemment une section quadrangulaire 5 et celui
où au contraire ce plan 9 rencontrant les trois arêtes d'un même angle
trièdre, fournit une section triangulaire.

Soit donc 5 en premier lieu 5 mnpq ( fig. 5 ) une section faite au
tétraèdre ABCD par un plan passant par son centre O et rencontrant en
m ? n 9 p 9 q 9 ses arêtes DC 5 DB , AB , AC, sans comprendre aucun
de ses axes. Par son intersection cd avec l'un MB.PS des deux plans
principaux qui coupent les arêtes AD 9 BC , et par Taxe NQ qui
n^est pas compris dans ce plan, soit conduit un plan #N3Q, ce plan
(25) partageant le tétraèdre en deux parties équivalentes 5 îl ne s'agira
que de prouver que les portions de ce tétraèdre comprises ? de part
et d'autre 5 entre ce plan et le premier v ne sont pas équivalentes. Pour
cela soient menées N^ 5 Nd v me v md ; il est facile de s'assurer que
les tétraèdres rriNcd et pQdc , qui ont pour bases les deux triangles égaux
Ncd et Qdc , ont aussi même hauteur, et sont par conséquent équi-
valents ; or le dernier de ces tétraèdres forme 5 à lui seul v une des
parties du tétraèdre total comprises entre les plans coupants , tandis
que ? pour former l'autre , il faut ajouter à son égal rnHcd les deux
polyèdres mdNbqm 9 mcNanm 9 lesquels ne seront jamais nuls ? tant
que le plan mnpq ne contiendra aucun des axes. Les portions de té-
traèdre comprises entre les plans #NZ>Q et mnpq sont donc inégales;
ce dernier plan ne divise donc pas le tétraèdre en deux parties équi-
valentes.

Supposons , en second lieu 5 que le plan coupant rencontre les trois
arêtes d'un même angle trièdre du tétraèdre 9 en passant toujours par
son- centre» Si d'abord ce. plan est parallèle à celui de la face qu'il ne
rencontre pas ? il est aisé de voir (3) qu'H divisera le tétraèdre en deux
parties dont le rapport sera celui de 27 à 37 et qui conséquemment
ne seront pas équivalentes*



DU TÉTRAÈDRE, 3Ô7
Admettons donc qu'il n'en soit pas ainsi, et soit ÀBCD ( fig, 6 )

un tétraèdre coupé par un plan abc, passant par son centre et cou-
pant l'angle trièdre D 5 sans être parallèle à la face opposée ABC ; les
distances des points A , B ? C , au plan abc ne pouvant alors être égales ?

il y aura toujours deux B , C5 de ses points dont les distances à ce
plan ne seront pas plus grandes que celle du point A au même plan,
et 5 parmi ces deux 9 il y en aura au moins un C pour lequel cette
distance sera moindre. Cela étant ainsi 5 la perpendiculaire abaissée sur
le plan abc ^ d'un point pris entre A et B , sera au moins égale à celle
qu'on abaisserait du point B sur le même plan ; mais la perpendicu-
laire abaissée sur le plan abc, d'un point pris entre A et C5 sera plus
grande que celle qu'on abaisserait du point C sur le même plan. Or?

la somme des perpendiculaires abaissées des points A , B ? C 9 sur le
plan abc étant (3) égale à la perpendiculaire abaissée du point D sur
le même plan 5 on en doit conclure que cette dernière est moindre que
la somme des perpendiculaires abaissées , sur le plan abc ? du point
A et de deux autres points pris sur AB et AC.

Cela posé 9 par bc soit conduit un plan bfgc parallèle à l'arête DA ;
le prisme triangulaire abcA/g aura pour expression l'aire du trian-
gle abc multipliée par le tiers de la somme des distances des
points A j / , g 9 au plan de ce triangle ; ce prisme sera don<r
plus grand que le tétraèdre Dabc 9 qui a pour expression l'aire du
même triangle multipliée par le tiers de la distance du point D à
son plan ; donc s à plus forte raison , le volume du tétraèdre Dabc
sera moindre que celui du tronc de tétraèdre abcAlàC , dont le prisme
abcAfg fait seulement partie ; donc enfin le plan abc partage le
tétraèdre DABC en deux parties inégales (*)•

Paris z le 28 février 1811.

(*) II résulte de tout ceci que le problème proposé à la page 127 de ce volume,
pris dans le sens le plus générai, est encore à résoudre. On doit espérer que M. J. L..,>
qui a su j jeter tant de jour, ne voudra p̂ is laisser à d'autres le soin den compléter
la solution,

( Note des éditeurs. )
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ANALISE.

Théorème général sur l'invariabilité de la forme des
fonctions ;

Par M. DE MAIZIÈRE > professeur de mathématiques spéciales
au tycce de Versailles.

I. &OIT y une certaine fonction <p, déforme en général inconnue ̂
d9une variable x s considérée comme variable indépendante ; <p (x) étant
supposée pouvoir varier, soit par les états dé la variable x 9 soit par
la forme même de la fonction désignée par (p.

Siv pour un certain état particulier xa (*) de la variable princi-
pale P Vètat correspondant j a de la variable dépendante est exprimé
par Fj(x^) (**) * où ¥t désigne une fonction déterminée de Vètat
x<r ? Pour t°ut autre état xh de la variable principale 9 Vètat corres \
pondant yk de la variable dépendante sera exprimé par Ft(x^) \ c'est-
à-dire ? quon pourra être sûr ? avant même de connaître la forme
de Fj , que la relation entre y et x est invariable (***).

(*) xa doit se lire : oc numéro a*
(**) F r (3ca) se prononce : fonction numéro i de x numéro a.
(***) Ce théorème , à raison de sa grande généralité , pouvant n'être pas également

Bien saisi par toutes les classes de lecteurs , il ne sera peut-êi'e pas hors de propos de
Êxer y par l'application suivante , le sens précis qu'on doit y attacher.

Soity une fonction <p=(i-fcz)x d'une variable x \ si pour un certain étal particulier
QCfjpzm de la variable principale ( m étant supposé entier et positif ) l'état correspondant
ya de la variable dépendante est exprimé par

On
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On regarde communément cette proposition ? prise dans le sens gé-

néral de son énoncé ? comme un axiome, et néanmoins on croit ne pas
pouvoir se dispenser de démontrer diverses propositions particulières
qui y sont renfermées. Il paraît cependant qu'il n'est aucun cas où
une démonstration soit moins indispensable que dans le cas de l'incom-
mensurabilité ? que dans la généralisation des formules, soit de la tri-
gonométrie 3 soit de la transformation des coordonnées ? soit des puis-
sapces des polynômes «, etc.

La seule condition de rigueur, entre les variables oc et y ? est qu'elles
soient 5 Tune et l'autre, assujéties à la loi de continuité ; en sorte que
Ton puisse concevoir deux états de oc si voisins qu'on voudra, et assez
voisins pour qu'il leur corresponde de ux états de y dont la différence
tombe au-dessous d'une limite donnée ? quelque petite qu'on la sup-
pose (*).

j * Â de la variable dépendante sera exprimé par

pour tout autre état, #£=—n ou Xjf=î--, de la variable principale , l'état correspondant

(*) Ceci n'a pas besoin d'explication, lorsque la série des états de x étant composée
de termes réels, celle des- états correspondans de y ne comprend également qoe des
termes réels ; mais on peut considérer une suite d'états imaginaires de x ou 3 en ne
considérant que des états réels de cette variable, il peut se faire que la série des états
correspondans dey ne renferme que des termes imaginaires ou soit composée de diverses
parties alternaiivement réelles et imaginaires , et alors on peut demander à quels cs1-
ractère» on reconnaîtra* qu'une telle suite de termes est assujetie à la loi de continuité ?
Comme cela est sans difficulté pour les termes qui composent les parties réelles de la
série , il s'agk seulement d'expliquer dans quel sens an peut dire que , soit deux termes
imaginaires , soit un terme réel et un terme imaginaire % se succédant consécutive-
ment , sont plus ou moins voisins,
t Pour cela nous remarquerons que la différence de deux pareils termes peut tou-

Jours , en général, être supposée imaginaire et de la forme /?+?%/'—11 o r ^ n ^ *
Tom. L 5o
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Notre proposition sera démontrée ( comme on le verra bientôt ) si,

30 -4- Ya+-i étant deux états correspondais , aussi voisins qu'on vou-
dra de xa , Ya ? respectivement 3 on reconnaît -que la relation

ya+l=F2(xa+l) ( i )

est une absurdité ; Ft désignant une fonction déterminée , connue-ou
inconnue ? autre que celle qui est désignée par Ft.

Pour établir cette proposition , formons le tableau des séries d'états
variables de x 0 y ^ F %{x) , Fx{x) ,

X

y

Ft(x)

xt

y*

Ft(xt)

F.(*t)

y*

F\(xx)

F.(xt)

...

...

...

. . .

y*

. . .

• - • • •

e • • ^ ( ^ )

(I)

(H)

(III)

(IV)

Cela posé P soient

la-\-i"

(3)
(4)

/ P z#/ , i", Vn , désignant des quantités qui, sans être nulles , tom-
bent au-dessous d'une limite donnée, si petite qu'on voudra la supposer»

Si ( i) est possible , on a , à cause de (3) , et de ya*=z.Fx{x^)

pas de doute qu'une telle expression ne puisse tendre vers zéro, puisqu'il suffit pou?
cela que p et q tendent eux-mêmes vers cette limite commune. Nous dirons donc
<j:ie les deux termes que nous considérons ici sont d'autant plus voisins que p et q
seront plus petits, et la loi de continuité consistera ? daur ce ca3 , en ce qu'on puisse
concevoir ces deux termes assez voisins poar cu>; p et g 5 sans être n««h , puissent
tomber , l'un et l'autre, au-dessous d'une limite donnée^ quelque petiie d'aiileura

'on suppose cette limite, ..

qu.
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Ft(xa^l)-Fl(xa)=ly î (S)

donc (5) 5 (6) donneront

Or 9 ce résultat est impossible ; car Ft (xa) est une quantité déter-
minée, résultant de certaines opérations sur la quantité &a et sur les
constantes implicites bv £ , . . . . . ; Fz(xa) est aussi une quantité dé-
terminée ? qui résulte d'un autre système d'opérations sur les quantités
xaV b ? c 5 . . . . ? qui sont exactement les mêmes que dans F\ (xa) ? donc
Fx{x^)—•P'zi^a) e s t aussi une quantité déterminée et ne peut consé-
quemment tomber au-dessous d'une limite si petite qu'on voudra ; la
relation (7) est donc impossible et conséquemment la relation (1) Test
aussi ? si Ton suppose F% différent de Ft } donc enfin Fz est identi-
$ue avec Fl*

II suit de là que ya étant compris dans la série Ft(x) l'état ya+1 P

qui avait été supposé=JF2 ( 3 ^ . ^ ^ est aussi compris dans la même série
puisque F% étant la même chose que Ft ; aussi F1(xa^ht) est la même
choses que i ? ' I ( ^ + i ) « or? cette proposition étant générale v il s'ensuit
que pareillement ya+% est compris dans la même série Fl(x) et que
généralement ? si fa+g f est compris , il en sera de même de yajrg^nl ;

donc J ^ ^ 3 ? Xa+4 5 Ya^ri 5 fh ? sont compris dans la même série;
donc enfin yh—Fii^h) ? comme nous l'avions annoncé.

IL La même proposition est craie à l'égard d'une fonction inconnue
y de deux variables principales yJ 9 x7/ ; c'est-à-dire 5 que si, pour
les états simultanés xy

af ? x
/y/

tf//, des deux dernières, répondant à l'état
Y au» (*) ^ ^ première, on a ya,a,f = F , (x^,, x^,,) ... (î ) 5 oz/ F , désigne
une fonction déterminée 9 connue ou inconnue 'v pour tout autre sys-
tème x'fr 9 y-;/hif ? d'états simultanés des deux çai^iables principales P

répondant à F état yh,h,, de la çariable subordonnée v on doit avoir
également yv^,=F t (x^, 9 x/y

hrf) (2).
On peut ? pour démontrer cette proposition 9 ou répéter exactement

(*) ya'aii s'énonce l y numéro, a prime, a seconde.
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ie raisonnement qui a servi à démontrer la première , ou employer un
nouveau raisonnement? non moins simple , et fondé sur cette première:
nous préférerons ce dernier mode de démonstration.

Pour parvenir de y^at, à yh,hr,, considérons l'état intermédiaire y^t.
Cet état se trouve dans la série des états de cp(x;' 9 x

/;
af/)9 pour lesquels

ocf/
a,, est constante ; ainsi ç(x' 9 oc"'J) est une fonction d'une seule va-

riable x/
 y et un de ses états particuliers est, par hypothèse JV<,// =

Fx (x'tf , x'tAl,) l donc toute la série ç{xf
 9 x"a,,) est de la forme

Fl(x
/
9 xn

a^"9 donc, en particulier, pour x'h, 9 xn
An on a : yhiau~

Ft(*'v, *»J) ".(3).
Maintenant, la valeur ybW/ est comprise dans la série des états de

çfx'y 9 x
if) pour lesquels x\, est constant, xn seule variable 9 et dont

un état particulier est, (3) s yhiaii1=zFl(x
/
hi9 x^an); donc (I) toute la sé-

rie çfx'tf ? x
//S) est de la même forme que Fx(x'hx +x/f

aXl) ; donc, en par-
ticulier yw\~Fi{xf

w 5 x
/f

hiî) P comme nous l'avions annoncé.

III. La proposition étant supposé vérifiée jusqu'ày=.q>\x/
9x

lf) ...,dr(W],

elle sera vraie aussi pour y=zç>[x'9 x",•••.. 9 #
(W , ^ a + I ) ] . En effet?

supposons ya,an...,a(K>J*+l>:=Fl[x'ai9 ^ ' / • • • • ^ a t t ) , a ? ^ î ) ] (*) ... ( i ) 9

BOUS allons voir que ym» ^ fc(*)fc(fc+1 ) = Ft [ ^ , ^ 7... 5 ^ , #$£.7)]

- ( ^
Pour nous en convaincre, considérons d'abord l'état intermédiaire

' c o m P r î s ^ a n s ^a s^ r i e çlx'ix" 9... ̂ U )
? ^

((jt+o 1 fonc-

tion de k variables ( la dernière quantité x ^ + , ) étant constante ) 9 et dont

tin état particulier est celui supposé ( i ) . D'après l'hypothèse établie pour

une fonction de k variables , on doit avoir <p\xf
 9 xf/ > ...•artt), ^ ^ i ) ] ^

Ft \x'i xN v - #ik\ *C\£hO ] •••. (3) , et par conséquent y m (k+ O =

•^i [ ^ » ^ w , •••• 5 ^(k> » ^ > + 1 )] ••- (4)-

Maintenant la valeur énoncée y^//,,..h^h(k^-ï) est un état particulier

A a s'énonce :y numéro , a prime ? a seconde , .. •. a accent h $
accent &
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de <p\cc>h<, x"Mi, ..„ , J^ , xik+ ' >] , fonction de la seule variable

et dont un autre état particulier est Fi[x/ , a:u ,....x oo, % (fc-t-n ]

donc (I) on doit avoir y/xV,.... hm A(*+1 ) = F, [x'hj, ^ , . . . x ^ , ^ ^ V

comme nous l'avons annoncé,
IV. Conclusion. La proposition étant effectivement prouvée (V) ? (II)

pourk = i ? & = 2 ? il s'ensuit (III) qu'elle est vraie pour £ ~ 3 ? £ = 4?'»*&
pour un nombre quelconque 5 pour un nombre m de variables.

V. Il est maintenant facile de VOÎF que cette proposition embrasse 9

dans sa généralité^ toutes celles qui concernent les incommensurables v les
formules trigonométriques 9 le développement de ( i - f ^ f ) m étant-
quelconque, etc 5 etc. Il y a plus , elle s'applique à des fonctions com-
posées de plusieurs séries séparées ? comme sont les ordonnées des
deux parties d'une hyperbole i la loi de continuité étant conservée ?

dans les deux séries distinctes 5 par les expressions imaginaires qui ?

^ntre autres propriétés , ont l'importante destination de lier des résul-
tats qui ? sans leurs intermédiaires 9 sembleraient isolés les uns des autres*

QUESTIONS RÉSOLUES.
Solution du premier des deux prohlèmes proposés à la

page 232 de ce volume;

Par M. VEGTEN , professeur de mathématiques spéciales
au lyeée de Nismes*

JjjNONCÉ. Deux villes se trouvent situées d'une manière connuef

d'un même côté d'un canal rectiligne.
On veut établir un pont sur ce canal , et construire une route

de communication de ce pont aux deux villes pour l'usage desquelles
il est destiné.
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11 s'agit de déterminer en quel lieu il faut établir ce pont > et

de quelle manière on doit diriger les branches de la route 9 pour
que la longueur totale de celle-ci soit la mofndre possible ?

Solution. Soit AB ( fig. 7 ) la direction du canal 9 soient M , M' %
les deux villes desquelles soient abaissées sur AB les perpendiculaires
MP ? M /P /1 soit prolongée l'une quelconque MP de ces perpendi-
culaires ? au-delà de AB y d'un© quantité'PN = PM ; soit menée M/N
coupant AB en K et soit joint MK.

Si chacun des deux angles égaux MKP, MXKP' n'excède pas 3o a ;
ou ? ce qui revient au même , si aucune des perpendiculaires MP
ou M /P / n'excède la moitié de MK ou M/K, le point K sera celui
où il faudra établir le pont , et on communiquera de ce pont aux
deux villes par les routes K M , KM7.

Si les angles égaux MKP 5 M /KP / excèdent 3o° ; ou, ce qui revient
* au même , si KM et KM7 sont moindres que les doubles de MP et WP'

respectivement ; après avoir joint M , M7 par une droite coupant en
A la direction du canal ̂  on examinera quelle est la grandeur de l'angle
MAP.

Si cet angle n'est pas moindre que 3o° 5 ou , ce qui revient au
même 9 si MP et M7?7 ne sont pas moindres que les moitiés de AM
et AM7 respectivement , le pont devra être établi au pied P de la

- perpendiculaire abaissée 9 sur la direction du canal de la ville qui
en est la plus voisine ; et on communiquera de ce pont aux deux
villes par la route PMM7.

Si enfin l'angle MAP est moindre que 3o° , c'est-à-dire,, si MP
et M./P/ sont moindres que les moitiés respectives de AM et A M 7 ,
les angles MKP et M'KP' étant toujours plus grands que 3o° 9 on
construira de la manière suivante :
» Tout étant d'ailleurs dans la figure 8 comme dans la figure 7 ,
soient décrits des points M , Mx , comme centres ? et avec des rayons
arbitraires v des arcs coupant MP et WP/ en d et d/1 de ces points
d et df comme centres , et avec les mêmes rayons respectifs 9 soient
décrits de nouveaux arcs coupant les premiers en é et
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enfin menées Nie et M V , se coupant en m ; en abaissant, de ce
dernier point ? une perpendiculaire sur AB , le pied K de cette perpendi-
culaire sera remplacement du pont 9 et on communiquera de ce pont
aux deux villes a a moyen des trois branches de route ^ M > rn^V5 ^ K ,
formant autour de leur point de concours m des angles.égaux entra
eux et à quatre tiers d'angle droit (*).

SOLUTIONS PUREMENT GÉOMÉTRIQUES des problèmes de
iiiinimis proposés aux pages 196 , 23a e£ 292 de ce
volume s et de divers autres problèmes analogues ;

Par un ABONNÉ. (S

IVAON dessein n'étant pas Ici de discuter les diverses circonstances
qui peuvent modifier la solution des problèmes que je me propose
d'enseigner à construire 5 et même les rendre impossibles ? je supposerai
constamment, dans tout ce qui va suivre ? que les données sont choi-
sies de manière à ce que ces problèmes puissent être résolus ? et puissent
fournir toutes les solutions que leur nature comporte. Au surplus 5

les constructions que je vais indiquer étant fort simples 5 il sera facile 9

pour tout lecteur intelligent , de suppléer à ce que P dans la vue
d'abréger, j'aurai volontairement omis.

J'avertis , une fois pour toute 9 que tous les points ? droites et cercles
dont il va être question ? sont constamment supposés appartenir à un
même plan.

Pour parvenir plus facilement à mon but, je vais d'abord rappeler et
démontrer brièvement deux propositions connues.

i# LE MME L Le point d'une droite donnée dont la somme des

(*) Toutes ces diverses constructions se trouvent démontrées par l'analise , dans la
note remise aux rédacteurs par M, Vecten, et que le défaut d'espace a forcé de ne
donner que par extrait»

{ Noie des éditeurs, )
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distances à deux points donnés9 d'un même cote de cette droite,
est la plus petite, est celui duquel menant des droites aux deux
points donnés ? ces droites font P de diffèrens côtés ̂ des angles égaux
avec la droite donnée.

Démonstration. Soient ( fïg. 9 ) ABla droite et P , Q les deux points
donnés ; soit M le point de AB dont la somme MP+MQ des distances
aux deux points donnés soit la plus petite. Soit abaissée sur AB ,
de l'un quelconque P des points donnés , une perpendiculaire PC; soit
prolongée cette perpendiculaire au-de là de AB d'une quantité CP7—CP.

Comme , p^r la construction 5 MP/ = MP , il s'ensuit que M P +
MQ^MP'-f-MQ ; la première de ces deux sommes ne peut donc
être un minimum 5 comme on le suppose 5 sans que la dernière le
soit aussi ; ce qui exige que le point M soit en ligne droite avec les
points P/ et Q ; or de là résulte l'égalité des angles P'MA et QMB , et
par suite celle des angles PMA et QMB.

2. Remarque. Il est aisé de voir que , quelle que soit la situation
des points P , Q ? d'un même côté de la droite indéfinie 9 AB , il
y aura toujours , sur cette droite, un point M qui jouira de la pro-
priété qui vient d'être exposée.

3* LE M ME IL Si ? sur une circonférence donnée, ily a un point
duquel menant des droites à deux points donnés hors de cette
circonférence, ces droites 9 sans couper le cercle 5 fassent des angles
égaux avec le rayon mené au même point ; ce point sera celui de
la circonférence dont la somme des distances aux deux points donnés
sera la plus petite.

Démonstration. Soient ( fig. 10) ANMB la circonférence donne'e 5

et P 9 Q , les deux points donnés ; soit M le point de cette circonfé-
rence par lequel menant MP ? MQ? et la tangente EF v on ak Ang.PME
= Ang«QMF. Soit joint un autre point N de la circonférence aux points
P 5 Q 5 par les droites NP , NQ ; soit D le poiat où Tune quelconque
NQ de ces droites est coupée par la tangente EF; et soit menée DP.

Comme , par l'hypothèse et la construction ? les angles PME et
QMF
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QMF sont égaux , on doit avoir

(1) MP+MQ<DP+DQ ;

DP-fDQ<NP+NQ ;

donc MP+MQ<NP-fNQ .

4. Remarque. Il est aisé de voir que l'existence du point M est
subordonnée à la condition que «, parmi toutes les tangentes au cercle 9

il y en ait qui soient comprises entre la circonférence et les points
P , Q ; condition qui revient à celle-ci 9 qu'il y ait des points sur la
circonférence que Ton puisse , sans couper le cercle ? joindre par des
droites aux points P> Q.

5. PROBLÈME L Déterminer un point dont la somme des dis-*
tances à trois points donnés soit la moindre possible.

Analise. Soient ( fig. n ) A , B ? C, les trois points donnés5 et M
le point cherché. De l'un quelconque C des points donnés, pris pour
centre, et avec sa distance au point M pour rayon 5 soit décrit Tare
DME. :

Si Fon connaissait déjà la distance CM 5 la question serait réduite
à déterminer sur l'arc DME, un point M dont la somme MÀ+MB
des distances aux points A, B? fût la moindre possible; ce qui exigerait (3)
que les angles CMA, CMB , fussent égaux.

Chacune des droites MA , MB , MC doit donc faire avec les deux
autres des angles égaux (*) ; les trois angles autour du point M doivent
donc être égaux entre eux et à quatre tiers d'angle droit j ce qui donne
lieu à la construction suivante :

Construction* Sur la distance entre deux quelconques A? B5 des
points donnés , prise pour corde 5 ( fig. 12 ) soit décrit 5 du coté

(*) On peut encore parvenir à cette conclusion comme il suit : supposons que l'on
connaisse déjà la somme MA-j-MB des distances du point M aux points A et B ; ce
point M devra être un de ceux du périmètre d'une ellipse avant À et B , pour ses

Tom* L 5i
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du troisième C, un arc AMB , capable de 1206 (*) ; en joignant ce
troisième point au milieu D du reste de la circonférence , par une
droite C3MD ; l'intersection M de cette droite ayec Tare AMB sera
le point cherché.

6. PROBLÈME IL Déterminer un point dont la somme des dis-
lances à deux points et à une droite donnés soit la moindre
possible (**) ?

Analise. Soient ( fi g. 13 ) A , B 9 l^s deux points et E F la droite don-
nés ; soit M le point cherché ; soient joints MA «> MB , et soit abaissée
aur EF la perpendiculaire MC.

Si les angles formés autour du point M .» par les droites menées
de ce point aux trois points A , B 9 C ? n'étaient pas égaux, il pourrait
y avoir (5) un autre point M/pour lequel cette condition serait satisfaite ?

et alors 5 en abaissant de ce point une perpendiculaire M'G' sur EF 9

on aurait

(5) M'A+M/R-t-M'C < MA+MB+MC -y

d'où M'A+M'B+M'C' < M A+M B+M C ,

contrairement à l'hypothèse. On déterminera donc le point M par la
construction suivante :

Construction* Sur la distance entre les deux points A 5 B , prise
pour corde ( fig. 14 ) soit décrit, du côté de EF 9 un arc AMB capable
de 120 0 ; l'intersection M de cet ave avec la perpendiculaire DMG
abaissée sur EF du milieu TJ du ie.-te de la circonférence 9 sera le
point cherché.

foyers et MA-J-'^JB pour son ç,r' -~* J aii? , il no s'agira pins ocnséqnemment epe de
prendre pom ic poiiit M I»; r.-;«•'!. .le ce pt'rlnu'l'-e h plus voisin de C ; CM devra
donc être une normale à l'e'.i^s^ et cJc^a coi si^uerament faire des angles égaux
avec lus rayons vecteurs MA ei 2L&.

(*) On doH remarquer que l'arc capable de Ï2Û° est trcs-f^cîîe à construire de plusieurs
manières différentes.

(**) CTeat le premier des deux problèmes proposés à la page 293*
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7. PROBLÈME I1L Déterminer un point dont la somme des
distances à un point et à deux droites donnés soit la moindre
possible (*) ?

Analise et construction. Soient ( fig. 15 ) SE 9 SF ? les deux
droites et C le point donné ; soit M le point cherché y soit joint MG
et soient abaissées sur SE et SF les perpendiculair.es MA et MB,

Par un raisonnement analogue à celui qui a été employé dans le pro-
blème précédent 5 il est facile de se convaincre que la somme des droites
MA , MB , MC 5 ne peut être un minimum à moins que les angles
formés par ces droites , autour du point M , ne soient égaux entre
eux et à quatre tiers d'angle droit.

Or 5 comme l'angle AMB se trouve déterminé à être le supplément
de l'angle S , il s'ensuit que le problème sera impossible, si cet angle
S n?est pas de 6o°.

Si au contraire l'angle S se trouve être de 6o° ? le problème
demeurera indéterminé v et on pourra prendre pour M l'un quelconque
des points de la parallèle conduite par C à la droite qui divise l'angle
S en deux parties égales.

8. PROBLÈME IV. Déterminer un point dont Ici somme des
distances à trois droites données soit la moindre possible ?

Analise et construction. Soient ( iig. 16 ) EF ? FD 5 DE5 les droites
données ; M le point cherché , et MA 9 MB ? MC les perpendiculaires
abaissées de ce point sur ces trois droites.

On prouvera encore facilement ici v comme ci-dessus v que 5 pour
que la somme de ces perpendiculaires soit un minimum 9 il faut
que les angles qu'elles forment autour du point M soient égaux
entre eux et à quatre tiers d'angle droit.

Or 5 comme ces angles sont déterminés à être respectivement les
supplémens des angles D 5 E 5 F ; il s'ensuit que si ces derniers
ne sont pas tous de 6o° ; c'est-à-dire , en d'autres termes 9 que si le
triangle DEF n'est point équilatéral, le problème ne pourra être résolu»

(*) C'est ie premier des deux problèmes proposes à la page
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SI au contraire le triangle DEF est équilatéral, le problème demeurera

indéterminé, de manière que tous les points du plan de ce triangle
pourront être pris pour le p@lnt cherché.

De là résulte ce théorème connu : la somme des perpendiculaires
abaissées sur les directions des cotés d'un triangle éauilatêral > d'un
point quelconque de son plan , est une quantité constante et égale
à la hauteur du triangle,

9. PROBLÈME V. Déterminer un point dont la somme des dis-
tances à deux points et à une circonférence donnés soit la moindre
possible (*) ?

Solution*. La somme des distances d'an point à deux points donnés et
a la circonférence d'un cercle donné ne différant de la somme des distances
du même point aux deux mêmes points et au centre du cercle ? que parle
rayon de ce cercle qui est une quantité constante ; Tune de ces sommes
ne peut être un minimum à moins que l'autre n'en soit un aussi. On
construira donc ce problème comme le Problème I, en substituant
au troisième point donné le centre du cercle donné.

10. PROBLÈME VL Déterminer un point dont la somme des
distances à un point ? à une droite et à une circonférence donnés
soit la moindre possible (**) ?

Solution. Pour des raisons semblables à celles qui viennent d'être
développées ci-dessus 5 on construira ce problème comme le Problème II\
en substituant à l'un des deux points donnés le centre du cercle donné,

11. PROBLÈME VIL Déterminer un point dont la somme des
distances à deux droites et à une circonférence données soit la moindre
possible ?

Solution* II est aisé de voir que ce problème présente des circons^
tances analogues à celles qu'offre k; Problème III y c'est-à-dire que5

si l'angle des droites données n'est pas de Co° ^ le problème sera
impossible ; et que 5 dans le cas contraire 9 on pourra prendre pour

(*) Ceci répond, pour un cas particulier, à la i . r e note de la page 2.9a»
(**) Ceci répond, pour un cas particulier } h la noie de la psge 23^,
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le point cherche l'un quelconque des points de la parallèle menée,
par le centre du cercle donné , à la droite qui divise en deux parties
égales l'angle des droites données.

12. PROBLÈME FIIL Déterminer un point dont la somme des
distances à un point et à deux circonférences donnés soit la moin-
dre possible (*) .p

Solution* On construira ce problème comme le Problème I, en
substituant à deux des points donnés les centres des deux cercles donnés.

13. PR0BLÈ3IEIX. Déterminerun point dont la somme des distances
à une droite et à deux circonférences données soit la moindre possible?

Solution. On construira ce problème comme le Problème II, en
substituant aux deux points donnés les centres des deux cercles donnés.

i4- PROBLÈME X Déterminer un point dont la somme des
distances à trois circonférences données soit la moindre possible ?

Solution. On construira ce problème comme le Problème / ? en
substituant aux trois points donnés les centres des trois cercles donnés**

15. PROBLEME XL Lier des points donnés , en nombre quelcon-
que ? par un système de droites dont la longueur totale soit la
moindre possible (**) ?

Analise. i.° On ne doit pas supposer qu'à chacun des points donnés
il aboutisse plusieurs des droites cherchées; car supposons seulement
que 5 A étant un de ces points , ( iig. 17) deux MA , NA 5 des
droites cherchées viennent s'y terminer ; on pourrait 9 en général ( 5 ) ,
remplacer le système de ces deux droites par le système des trois droites
PA 9 PM , PN 5 d'une longueur totale moindre ; en sorte que MA
et NA ne rempliraient pas les conditions du problème. A la vérité 9

il peut bien arriver 9 dans des cas particuliers 9 que PA doive être
nulle ; mais c'est à la construction du problème qu'il appartient d'indiquer
.cette circonstance.

3«° On peut remarquer ? en second lieu ? que $ s'il y a des points
de concours des droites cherchées 5 autres que les points don-

(*) Ceci répond, pour un cas particulier, à la note de la page 2^2,
C*) C'est le dernier des deux problèmes proposés à la page ^92,
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nés ( et 11 ne peut manquer d'y en avoir de tels , d'après ce qui
précède ) , ces droites ne sauraient s'y réunir en moindre nombre que
trois. Si 9 en effet ? en un même point M , ( fig. 18) autre que les
points donnés, il ne venait aboutir que deux seulement M N , MP 5

des droites cherchées; au lieu de lier les points N 5 P .» par ces deux
droites , on pourrait les lier par la droite unique et plus courte NP 0

en sorte que les droites MN ? MP 9 ne satisferaient pas aux condi-
tions du problème.

3.° On ne doit pas,supposer non plus que celles des droites cher-
chées qui concourent en un même point autre que les points donnés 9

s'y réunissent au nombre de plus de trois ; car, si l'on supposait seule-
ment quatre de ces droites MN , MP 5 MQ , MR ( fi g. 19 ) concou-
rant en un même point M , il serait possible (5) 5 du moins en
général 5 de remplacer le système de deux de ces droites M Q , MR 5

par exemple , par les trois droites SM , SQ , SR , d'une longueur
totale moindre ; de manière que MQ et MR ne rempliraient pas les
conditions du problème. A la vérité la situation respective des points
M 5 Q 5 R 5 peut bien ? comme ci-dessus ? dans des cas particuliers ?

en rendant SM nulle , faire coïncider le point S avec le point M ;
mais c'est encore ici à la construction du problème qu'il appartient
uniquement d'indiquer cette circonstance*

4-° Enfin il est aisé de voir que les droites cherchées , concourant
trois à trois en un même point 5 doivent former autour de ce point
des angles égaux entre eux et à quatre tiers d'angle droit ; car soit
M ( fig, 20 ) le point de concours des trois droites MN, M P , MQ ;
si les angles formés par ces droites v autour de ce point , n'étaient
pas égaux ? en remplaçant le point M (5) par un point M' qui satisfit
à cette condition 9 on substituerait aux trois droites M N , MP ? MQ 5

les trois droites M ;N , M ;P v M7Q ? d'une longueur totale moindre,
en sorte que les premières ne rempliraient pas les conditions du problème ?

On voit donc que A 5 B 5 C ,̂ D ? . . . 5 étant les points donnés 9 les
droites cherchées ne peuvent que former une sorte de rameau de la
nature de ceux que représentent les figures 21 $ 22 2 ^3 ? 24 ? ^5 3
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de manière que les points M , N , P> Q 5 - - - de concours des droites
trois a trois est 9 en général 5 moindre de deux unités que le nom-
bre des points donnés, et que les angles fermés par ces droites au-
tour de ces points sont tous égaux entre eux et à quatre tiers d'angles
droits. Il n'est donc plus question maintenant que d'enseigner à cons-
truire le problème.

Construction. On sait déjà résoudre le problème pour deux points
donnés , puisqu'alors il n'y a d'autre droite à construire que celle qui
joint ces deux points ; on sait même le résoudre pour trois points
donnés (5) ; si donc on parvient à ramener sa solution ? pour le cas
où les points donnés sont au nombre de n 9 à celle qui convient au
cas où ces points seraient seulement au nombre de n—i 5 on saura
le résoudre généralement ; or c'est ce à quoi on peut parvenir très-
simplement , en procédant comme il suit :

Soient pris arbitrairement ( fig. z6 ) deux A ? B , des n points don-*
nés, de manière pourtant qu'en les joignant par une droite indéfinie
cette droite laisse d'un même côté les n<—2 points restans. Sur la
distance AB comme corde soit décrit, du côt^ des autres points donnés,
un arc AMB5 capable de 1200 ; soitD le milieu du reste de la circon-
férence , et soit substitué ce point D aux deux points A , B ; on
n'aura plus alors que n—\ points. Soit résolu le problème relative-
ment à ces n—\ points , et soit alors KMD celle des droites cher-
chées qui vient se terminer au point D ; en menant MA 5 M B , et;
substituant ces deux cordes à la partie MD de KMD interceptée dans
îe cercle , le problème se trouvera résolu pour les n points donnés.
On peut remarquer au surplus que 9 les droites du système ne pou-
vant avoir que trois directions distinctes, il s'ensuit que, trois d'entre
elles étant déterminées, toutes les autres se déterminent en menant
des parallèles à ces troïs~làf

16. Remarque L Ce que cette construction laisse d'arbitraire dans
îe choix des points à employer successivement, fait que , passé le cas de
trois points donnés, le problème admet plusieurs solutions , et que;,
lorsque ces points sont au nombre de plus de cinq, il peut être résolu par
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des systèmes de droites essentiellement difFérens. Ces systèmes sont
•au nombre de trois pour six points donnés ( fig. 2 8 , ^4 ? 20 ) ; on
en trouve quatre pour sept points; huit points en fournissent treize;
et ainsi de suite. Quant au nombre des solutions ? ce sera, en général s

un pour trois points 9 deux pour quatre v cinq pour cinq 9 quatorze
pour six 5 quarante-deux pour sept? cent trente-deux pour huit5 et
ainsi de suite.

17. Remarque IL S i , pour un nombre quelconque A > B , C ? D , . . •
de points donnés ? on suppose que les droites qui résolvent le problème
sont des cordons réunis trois à trois en des nœuds M , N ? P , Q 9 . . . ;
et s i , aux points A 5 B5 C v D ? . . . ? on applique des puissances égales
quelconques 5 dirigées suivant les prolongemens des cordons qui se
terminent en ces points ; il est évident que ces puissances formeront
un système en équilibre»

QUESTIONS PROPOSÉES.
Problèmes de Géométrie.

I. J \ un triangle donné quelconque inscrire un triangle ëquilatéral
qui soit le plus petit possible.

II. A un triangle donné quelconque circonscrire un triangle ëquilatéral
qui soit le plus grand possible (*).

Théorème de Géométrie.
Le volume d'un tronc de prisme quelconque ? droit ou oblique ? est

le produit de l'aire de l'une quelconque de ses bases ? par la distance du
plan de cette base au centre de gravité de Taire de l'autre base,

(*) Au lieu de supposer écpilatéraux les triangles à inscrire ou à circonscrire aux
triangles donnés , on pourrait demander que ces triangles fussent semblables à de$
triangles donnés. On pourrait aussi étendre ces problèmes au tétraèdre*

FIN DU TOME PREMIER.
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ERRATA.

ERRATA
Tour le tome premier des Annales.

N. B. Quelques-unes des fautes qui çont être indiquées , ne se trouvent pas dans
tous les exemplaires ? parce qu'elles ont été aperçues pendant le tirage.

Pour les Planches.

Hanche I I , fig. 6 ; il faut un E à l'intersection de XX' et II'.
Planche I I I , fig. 4 ; il faut un E à l'intersection de AY et OD.
Planche IV, fig. 1 ; à l'extrémité de la corde A"P; il faut B" au Heu de B.

fig. 17 ; à l'intersection de A;/B"avec CO , il faut M" au lieu de M.
Planche V ? fig. 7 ; à l'intersection de ofm' avec la parallèle à ppf conduite par

o y il faut une /.
Planche VI, fig. 4 ? à l'intersection de àb, avec NQ ; il faut une h*

fig. 5 1 il faut retourner PS.

Pour le Teste*

Page 4 ? ligne 8 , en remontant, rendre, lisez : présenter.
Page 16, ligne 8, B9 lisez :B.
Page 17, à la note , ligne 3 , cotées, lisez : côtés.
Page 19, ligne 11 ? en remontant, détéminer, lisez : délerï&iner.
Page 21 , ligne 4 > devant T5

 ? mettez : f.
Page 47 > ligne 5 ? en remontant, avant = , mettez u
Page 77 , ligne 2 , entre 10^ et 12, introduisez 11.
Page 108 , ligne 11 , liée , lisez : lié.
Page 121 , ligne 2 , au dénominateur du deuxième facteur du second noBxbre

au lieu de in ? //^z : 4^2-
v « 6m-^-n 6/2-—772.
ligne 6 , pour /O/2

Page i3o , ligne 2 9 sans être égaux ? lisez : sans être supposés égaux»

&;

Page i32 , ligne 16 : mettez une virgule après —G.

Page i33 j ligne i4> CAsrrB , lisez : CA=#.

ligne 18 , r- y
v



39o E É R A T A.
Page l34> %nd j , négative, lisez : et négative.

b 7. bf

Page i35 , ligne I , j > «*** • j •

Page i36 , ligne, 3 . e , en remontant ^ cf=— cf, Z/.?e.£ : cfzs=z — £ ?

Page 178 , ligne 2 , en remontant, U?+UV=S(Y'.r ') , Z / ^ : Up-f.LV==2(YV).
Page 179, ligne 4? en remontant, première colonne ? M—w', lisez :U'—«U<

Page 180 , ligne io > j r = 2 + , Z/ŝ z : y = x + .
Page 186 , ligne 5, en remontant, =—a?+ , lisez : =—2x-\-,

h'gne 3 , en remontant, yz=zzx-{-6, Z/̂ exr ; y=—-2x+6.

Page 188, ligne 12 , j = ± ^ / ^ lisez : y=x ± \/7
Page 190 , lignes 4 et 5, supprimez : répétiteur à l'école impériale polytechnique.
Page 191, ligne 4? f—fafxf, lisez : y!—a!x'+
Page 193, ligne i l , en remontant , xfrxr, lisez : x'r!yr.
Page 196, à la note , ligne 2., en remontant, di'nscrire 3 Z/î ^ : d'inscrire.
Page 201 , ligne 8 , Sin.B:Sin^ , lisez : Sin.B.Sin.&.
Page 202 , lignes 4 et 5 , supprimez : répétiteur à l'école impériale polytechnique»
Page 215, avant-dernière ligne, -\-crj, lisez : ~{-df/,
Page 231 , à la note, couvrir , lisez : découvrir.
Page 236, ligne 19, divisez tous les coefficiens par 2,.
Page 240 , ligne 3, 4^2—4-zf 5 Usez : 4^2+4^J»
Après la page â£3, les deux pages suivantes doivent être numérotées ^44 et 245*
Page 269 , lignes 3 et 6 , en remontant 9 (AF)—(BE) , lisez ; (AB')+(BE).
Page 281 j lignes 3 et 4 ? SC>11S ^e radical , k 5 lisez : k2.

ligne 17 , L y M , N , O , lisez :,P , Q , R , S.
^age 2&2 9 lignes 1 et 2 , sous le radical, +4> ^Z5^z •' +4^*

ligne i l , = n , 5828757 , lisez : = 2 , 89564%.
Page 287 > ligne 5 , m, Z/ier : n.

ligne i3 , côté j lisez : côtés.
Page 290 j lignes 17 et 18, supprimez les points , à la fin.'
Page 291 , ligne 7 , en remontant ? substituant, lisez : Substituant.
Page 293, ligne 4 ? ̂  Maizières : lisez Je Maizière.
A la note , ligne 2 , en remontant > des rapports , lisez i des termes des rapports»
Page 394 ? ligne 5, reconnue , lisez ; reconnu.

ligne 8 ? en remontant, < Q ; I , lisez : <Q7 / .
Page 3oo , ligne 10, Cos.Aj1—Cos.Aa , lisez : CosAJ+Cos.Aa

ligne 8 , en remontant, deuxième colonne, il faut un point après À4»
Page 3o4 , ligne 14 > ASB , lisez : BAC.
Page 3o6j ligue 2., en remontant, aSin.y >



ERRATA, %t
Page 607, Kgne 3 , I— sSin.y, lisez: i— 2>Sin.\y.
Page 3^^ , ligne 6 9 —i4382.3, ZzVê  : +1438.2.3.
Page 33o, lignes i , 2., 3 , 4 > 5 , dernière colonne, changes tous Ies-+ en —«
Page 331 , ligne dernière , au numérateur , +^y4 , Usez : —2j4.
Page 336, ligne 3 , en remontant, directrices , lisez : directrice.
Page 34i , ligne 4? en remontant, trois données , lisez : trois droites donnc€%
Page 343 ? avant - dernière ligne , s—c , lisez : s—cf.
Page 344 3 ligne 16 , deuxième équation , r , lisez : rf.
Page 358 , avant-dernière ligne, changez les grandes lettres en petites»
Page 35Q , à la note , changez les grandes lettres en petites.
Page 36o , ligne 8, troisième, lisez : cinquième.
Page 364 •> ligne 10 ? en remontant, l'arête, lisez : l'axe.
Page 373 , ligne 16 , leurs intermédiaires, lisez : les intermédiaires de cette nature,
Page 377, ligne 12 , après l'énoncé du problème, mettez en note :^Cest le pre-

mier des deux problèmes proposés à la page 196.






