£29

ANNALES

DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.



CONDITIONS DE LA SOUSCRIPTION.

Depuis le mois de juillet 1810, ce recueil parait réguliérement, par
livraisons d’environ quatre feuilles ou trente-deux pages , le premier
de chaque mois.

Les notes relatives & la rédaction , les mémopires & insérer, ouvra-
ges A annoncer et demandes d’abonnement, peuvent étre indifféremment
adressés , franc de port : ‘

Aux Rédacteurs des Annales, rue d’Avignon, n.° 130, 4 Nismes ,
département du Gard ;

Ou a M. Courcier , libraire" pour les mdthématiqies, quai des Au-
gustins , n.° 57 , a Paris. '

Le prix de I'abonnement annuel est de 21 fr. pour toute I’étendue
de 'Empire , et de 24 fr. pour 1’Etranger, le tout franc de port. On
est libre , au surplus, de ne souscrire que pour six mois,.en payant
la moitié du prix de Pabonnement annuel. 1l est presque superflu de
prévenir que 'on doit acquitter , en souscrivant , le montant de la sous~
cription. On croit devoir, au surplus, indiquer aux souscripteurs la
voic de la poste, comme la plus stire et.la plus prempte.

Les Rédacteurs font l'échahge de leur recueil contre lés autres ou-
vrages périodiques consacrés aux sciences, dés que ceux-ci leur sont
adressés,

AVIS au Relieur ,

Sur le placement des Planches.

Planche I Apres la page 16o.
1L 196.
111. 260.
1V, 320.
V. 352.

VL 384,



ANNALES

DE
MATHEMATIQUES
PURES ET APPLIQUEES.

RECUEIL PERIODIQUE ,

REDIGE

Par J. D. GERGONNE et J, E. THOMAS-LAVERNEDE,

TOME PREMIER.

A NISMES,

DE L IMPRIMERIE DE ]:A VEUVE BELLE.

Et se trouve & PARIS, chez Courcier, Imprimeur - TLibraire pour
les Mathématiques , quai des Augustins , n,° 5,

1810 =T 18171,






ANNALLES

DE MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

PROSPECTTUS-.

C’EST une singularité assez digne de remarque que, tandis qu’il
existe une multitude de journaux relatifs & la Politigue ,4 la Jurispru-
dence , A U Agriculture , au Commerce , aux Sciences physiques et na-
turelles , aux Letires et aux Arts; les Sciences exacles, cultivées
aujourd’hui si universellement et avec tant de succés, ne comptent pas
encore un seul recueil périodique qui leur soit spécialement consacré (*),
un recueil qui permette aux Géométres d’établir entre eux un commerce
ou, pour mieux dire, une sorte de communauté de vucs et d'idées; un
recueil qui leur épargne les recherches dans lesquelles ils ne s’engagent
que trop souvent en pure perte, faute de savoir que deja elles ont

(*) On ne saurait, en effet, considérer comme tels, le Journal de I'école polytech-
nigque , non plus que la Correspondance que rédige M. Hachette : recueils trés pré=
cieux sans doute , mais qui, outre qu’ils ne paraissent qu’a des époques peu rapprochées,
sont consacrés presque uniquement aux travaux d'un seul établissement,

Tom. I, n° I, 1.°* juillet 1810, X



ij PROSPECTUS.

été entreprises; un recueil qui garantisse & chacun la priorité des
résultats nouveaux auxquels il parvient ; un recueil enfin qui assure
aux travaux de tous une publicité non moins honorable pour eux
qu’utile au progrés de la science.

Frappds des nombreux avantages que pouvait présenter la publica-
tion d’un tel ouvrage, les rédacteurs de ces Annales, long-temps
avant qu’ils songeassent & s’en occuper, en avaient congu le plan ct
désiré I'existence. lls avaient méme fait, auprés de quelques person-
nes plus & portée et micux en état qu'eux de l'exécuter, des dé-
marches pressantes pour les solliciter & Ientreprendre ; et le non
succes de ces démarches a seul pu les enhardir a s’en charger eux-
mémes. lls osent croire que tous ceux qui aiment et cultivent les
sciences exactes applaudiront a leur zéle et s’empresseront de seconder
leurs efforts; et que les savans méme qui pourraient le mieux se
passer des secours 3qu’un ouvrage de la nature de celui-ci est sus-
ceptible d’offrir, ne dédaigneront pas néanmoins d’accorder leur en-
couragement honorable & une entreprise dont le succés ne peut que
contribuer encore & ’avancement de ces mémes sciences qui , en échange
de tant de méthodes précieuses et de vérités importantes dont il les
ont enrichies , leur ont procuré un si haut degré d’illustration.

Les Rédacteurs des Annales sentent fort bien tout ce que !a dis-
tance ol ils se trouvent du centre des lumiéres peut ajouter de dif-
ficultés A leur entreprise ; mais , plus jaloux de leur réputation et
de l'estime des savans que soigneux de leurs intéréts pécuniaires,
ils sont résolus de faire tomber sur eux seuls tous les sacrifices aux-
quels la position peu commode ol ils se trouvent doit inévitablement
les exposer ; et de n’épargner aucun soin, aucune dépense, pour que
leur recueil ne soit ni moins soigné ni plus coliteux qu’il pourrait
Vétre, s’il partait du sein méme de la capitale.

Ces Annales seront principalement consacrées aux Mathématiques
pures, et sur-tout aux recherches qui auront pour objet d’en per-
fectionner et d’en simplifier 'enseignement. Le titre de 'ouvrage annonce
assez d’ailleurs que , si 'en n’y doit rien rencontrer d’absolument
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étranger au Calcul , A la Géométrie et A la Mécanique rationnelle ,
les rédacteurs sont néanmoins dans lintention de n’en rien exclure
de ce qui pourra donner lieu a des applications de ces diverses bran-
ches des sciences exactes. Ainsi, sous ce rapport, ’Arz de conjeciurer,
P Economie politique , I' Art militaire , la Physique générale, I'Opti-
que, I’ Acoustique , I' Astronomie , la Géographic , la Chronologie, la
Chimie , la Minéralogie, la Météorologie , I’ Architecture civile , la
Fortification , I'Art nautique et les Arts mécaniques , enfin , pour-
ront y trouver accés. On aura soin, au sarplus, de consulter, & cet
égard , le veea du plus grand nombre des souscripteurs , et de s’y
conformer scrupuleusement.

Avec les matériaux qu'ils ont amassés depuis long temps, les Ré-
dacteurs des Annales pourraient aisément fournir seuls , durant
plusieurs années , a la composition de leur recueil ; mais ils comp-
tent beaucoup moins sur leurs propres ressources que sur les secours
que voudront bien leur fournir leurs abonnés et correspondans. Ils
se feront méme une loi de n’occuper le public de leur travaux per-
sonnels , qu’autant que l'intérét que ces travaux pourront offrir , ou
I'insuffisance des autres matitres, pourra leur servir d’excuse.

Chaque numéro des Annales offrira un ou plusieurs Théorémes &
démonirer , un ou plusieurs Problémes a résoudre. Les Rédacteurs ,
dans le choix de ces théorémes et problémes, donneront la préférence
aux énoncés qui pourront leur étre indiqués par leurs correspondans;
et ils consigneront , dans leur recueil , les démonstrations et solutions
qui leur seront parvenues ; ils espérent ainsi provoquer chez les jeunes
géometres une utile et louable émulation. Personne n’ignore d’ailleurs
combien ces sortes de défis ont ajouté de perfectionnement & I’analise,
au commencement du dernier siécle ; et il n’est point déraisonnable
de penser qu'en les renouvelant , on peut, peut-étre, lui préparer
encore de nouveaux progres.

Par les mémes motifs, les Rédacteurs des Annales auront soin d’in-
sérer dans leur recueil les programmes des prix proposés par les di-
verses sociétés savantes de U'Europe : toutes les fois du moins que les
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concours ouverts auront pour objet des questions relatives aux sciences
exactes, ou aux diverses applications dont elles peuvent étre sus—
ceptibles.

Enflin, un objet auquel on se propose de donner, dans ces Annales,
une attention toute particulicre , &4 raison de extréme utilité que le
public peut en retirer, c’est I'annonce et l’analise des ouvrages nou=
veaux , tant nationaux qu’étrangers, relatifs aux sciences mathéma-
tiques et aux autres scicnces qui en dépendent. Ici deux extrémes sont
également & éviter , savoir : une censure maligne et décourageante qui
ferait redouter aux auteurs de confier aux Rédacteurs dés Annales le
soin de faire connaitre leurs productions ; et une condeseendance non
moins coupable qui, en donnant le change sur le mérite réel de ces
productions , tromperait I'attente du public , et manquerait ainsi tota-
Iement le but. Heureusement , la nature méme des ouyrages dont on
aura a rendre compte dans ce recucil, permet de tenir facilement, entre
I'un et lautre extrémes , un miliea convenable : ces sortes d’ou-
vrages valent en effet, généralement parlant, beaucoup plus par le
fond des idées que par la maniére dont elles sont présentées; et si
Vindication pure et simple des matiéres dont se compose un ouvrage
de gout et d'imagination, et de la liaison qui régne entre elles, n’en
peut donner qu’une idée trés-imparfaite, une pareille indication suffit,
le plus souvent, pour mettre les savans en mesure d’asseoir leur
opinion sur un traité de gdométrie ou d’analise. Les Rédacteurs des
Annales s’attacheront donc principalement 4 présenter , des ouvrages qui
leur seront adressés , un compte parfaitement exact, et d’une étendue
proportionnée a leur importance, en se rendant trés-sobres, d’ailleurs ,
tant de louanges que de blame ; et ils espérent concilier ainsi ce qu’ils
doivent aux auteurs, au public et A eux-mémes, En un mot , les
Rédacteurs feront tous leurs efforts pour que ce recueil soit exacte-
ment tel qu’ils eussent pu désirer de le trouver, si d’autres qu'eux
en avaient entrepris.la rédaction,
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STATIQUE.

Recherche directe des conditions de l'équilibre , entre des
Jorces dirigées d'une maniere quelconque dans ['es-
pace , et appliquées & des points invariablement lies
cnlre eux ;

Par M. GERGONNE,

o Sla Vio Wlo ¥ Vo Ve Y Y

LFS conditions de 1’équilibre entre des puissances appliquées & um
systtme solide libre, se déduisent fort aisément, comme l'on sait,
du principe des vitesses virtuelles ; mais, dans les élémens de Statique,
ol l'on ne fait pas usage de ce principe , on se trouve obligé de dé-
duire directement ces conditions du Principe de la composition des
forces. 11 existe pour cela un grand nombre de méthodes diverses,
et chaque jour en voit éclore de nouvelles encore ; mais leur mul-
titude méme semble prouver qu’aucune d’elles, jusquici, n’a réuni
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cette simplicité , cette généralité, cette rigueur et cette élégance qui
seules peuvent entrainer tous les suffrages.

Quelques gdométres , pour parvenir au but, ont eu recours a des
figures sur lesquelles ils ont exécuté des constructions; mais, outre
que cette maniére de procéder rend les méthodes compliquées , embar-
rassantes a suivre et difficiles 2 retenir, les résultats auxquels elles
conduisent ne sauraient pleinement satisfaire I'esprit, parce qu’ils sem~
blent toujours dépendre de I'hypotheése particuliere de laquelle on les
a déduits.

Presque tous ont supposé que I'on connaissait déja les conditions
de I’équilibre entre des puissances situées dans un méme plan: con-
ditions qu’ils ont au reste, pour la plupart , détermindes d’une maniere
assez laborieuse, Mais , bien que la recherche de ces conditions
semble naturellement devoir précéder celle des conditions de I'équi-
libre entre des puissances dirigées d’'une maniere quelconque dans
Pespace, comme néanmoins les premicres se trouvent implicitement ren-

fermées dans les dernieres, il semble plus simple et plus élégant d’arriver
directement & celles-ci, sans supposer que les autres soient déji connues.

On peut remarquer d’ailleurs que, pour déduire les conditions de
I’équilibre dans I'espace de celles de ’¢quilibre sur un plan, on est
obligé de sappuyer du principe de lindépendance des forces rec-
tangulaires : or , ce principe n’est pas exempt de difficultés , comme
M. Poinsot I'a fait voir dans sa Szazique (*) ; et quand bien méme
il n’en présenterait aucune , il semhlerait plutét devoir étre une consé-
quence des conditions d’équilibre qu'un moyen de parvenir a ces
conditions. On en doit dire autant du principe des momens, et de
cet autre principe , savoir : que deux puissances non situées dans un
méme plan , ne sauraient avoir une résultante ; le premier, en effet,
ne doit plus éire envisagé désormais que comme un moyen commode
d’énoncer en langue vulgaire des résultats fournis par l’analise; et,
quant au dernier, loin qu’il puisse étre considéré comme un axiome,

(*) Voyez pages 110 €t 111.
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ce n’est peut-étre que des équations méme de I'équilibre qu'on peut
en déduire une démonstration satisfaisante.

Je dois ajouter enfin que , parmi les méthodes employées jusqu’ici
pour parvenir aux conditions de Iéquilibre, plusieurs ne font que
masquer la difficulté qui nait de l'existence possible des puissances
égales et paralleles , agissant en sens contraire, sans étre directement
opposées , et que d’autres se bornent presque uniquement & montrer
que les conditions auxquelles elles conduisent assurent I’équilibre , ou
sont une suite de son existence, sans faire voir nettement que ces
conditions sont & la fois nécessaires et suflisantes ; ce qui est pourtant le
point essentiel dans cette recherche.

On trouvera ici une solution du probléme qui me ‘parait n’étre
sujette a aucun de ces divers inconvéniens. Bien qu’elle soit assez
simple , elle ne suppose néanmoins que le principe de la composition
des forces qui concourent en un méme point, et celui de la com-~
- position des forces paralleles , pour le cas sculement ol ces forces
admettent une résultante effective. Elle ne repose d’ailleurs que sur
cet unique axiome de Statique , savoir : que, pour qu'un systéme soit
en équilibre , il est nécessaire et suffisant qu'en y introduisant des
puissances arbitraires de nature & avoir & elles seules une résultante
effective , le systéme ainsi modifié ait aussi une résultante effective
qui soit identique avec celle des puissances arbitrairement introduites.

Je n’ignore pas, au surplus , que, par la belle et neuve théorie
des couples que nous devons a M. Poinsot , on parvient d’'une maniére’
non moins élégante que rigoureuse aux conditions de I'équilibre
d’un systéme de forme invariable ; mais, quelque salisfaisante que
soit cette théorie, elle me semble plus propre a devenir le sujet d’'un
traité & part , qu'a étre introduite dans les livres élémentaires; il
parait peu naturel, en effet, de baser la Statique , et conséquemment
I'édifice entier de la mécanique , sur un cas d’exception que présente
le probléme de la composition de deux forces parailéles.

Soient P/, P, P/, ,....des puissances dirigées dans I’espace d’une
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manilre quelconque, et appliquées & des points invariablement lids
entre eux. Soient 2/, y/, 2/ les coordonnées rectangulaires de I’'un des
points de la direction de P/, considéré comme son point d’application ;
soient de plus X’ , ¥/, Z’ , ses composantes paralléles aux axes, et soienf
adoptées des notations analogues pour les autres puissances du systéme.
Soient augmentées les puissances X/, X7/, X/ ,..... des quantités
arbitraires A4/, A", A ,....; les puissances ¥’ , Y, ¥’ ,.... des
quantitds arbitraires B/, B , B’/ ,....; et enfin les puissances 2/, Z//,
Z" ... des quantités arbitraires €/, €/, € ,..... les puissances
introduites dans le systtme auront, parallélement aux axes , trois
résultantes partielles 4=3(4"), B=32B’), C=3%(C’) (*), lesquelles
pourront toujours , A raison de l'indétermination des composantes,
étre supposées différentes de zéro : on pourra méme admettre,
en outre , que ces résultantes passent toutes trois par un méme
point quelconque ; alors , en désignant par @, &, ¢, les coordonnées
de ce point, on aura, par le principe connu de la composition des
forces paralléles ,

=(B'x") _ =(Clx"y

- - 7

B C

P =(Cly") — z(A'y")
I 4 ?

_ XAz =)
-4 T B °

ce qui emportera les conditions

I T(Bx) _ =(Cla)y =(Cly) _ =(dAly) =(A'2)y (B2
O 5 =—F¢ "¢ Tw a1 =8

lesquelles seront satisfaites d’elles-mémes, lorsqu’il n’y aura dans le

(™ Le symbole =(A") est employé ici, suivant 'usage , comme une abréviation de
A A A4, .. .5 il en faut entendre autant des autres, ainsi que de toutes les
potations analogues auxquelles nous aurons recowrs dans ce qui va suivre.

systéme
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systtme que la seule puissance P/, et qui pourront avoir lieu d’une
infinité de manitres dans tous les autres cas.

Si, au lieu de composer 2 part les puissances introduitcs , nous

les considérons comme formant un tout avec celles du systéme primitif,

en posant, pour abréger,
2(X)=X, (Y=Y, =2Z)=Z,
nous aurons, parallelement aux axes, les trois résultantes partielles
X+4, Y4B, Z+4+C;

et nous pourrons, 3 cause des puissances arbitraires™ admettre qu’au-
cune de ces résultantes n’est nulle , et que de plus elles passent
toutes trois par un méme point quelconque ; désignant alors par &,
e, f, les coordonnées de ce point, nous aurons

S(Yx)42(Bx) _ =(Zx)4-2(Clx')

a Y4B Z4-C

_ S@ynA-=(Clyy Xy Aly’)
- Z4-C - X+-A

f= E(Xe)fs(Az)  =(Y2)F(B)
- X+4-A - Y-}-B

-a

ce qui emportera les trois nouvelles conditions

([ =(Ya)-(Blal) _ T(Za)-5(Clary
Y4B - Z4-C
(Zly -5 (Cly?) S(Xly Y2 (Aly")

s

I ¢ ~
an Z4C X4-4 '
(X2l 2(A'2) =(XYz")4-2(B'z’) .

S Xj-A - Y-+B ’

lesquelles , comme les équations (I) , seront satisfaites d’elles-mémes,
dom, 1. 2
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lorsqu’il n’y aura qu’une puissance unique dansle systtme primitif,
et qui , conjointement avec elles, pourront avoir lieu d’une infi-
nité de manieres différentes, lorsque les puissances du systéme pri-
mitif seront au nombre de plus de deux. Il ne pourrait donc y
avoir de doute sur la possibilité de la coexistence de ces six con-
ditions , que dans le cas sculement oti il n’y aurait que deux puis-
sances P/ et P/ dans le systeme primitif ; attendu qu’alors, le nom-
bre des conditions établies se trouvant précisément égal au nombre
des puissances A/, A", B/, B/, C’, €, introduites dans le systeme,
on pourrait craindre,ou que quelques-unes de ces conditions ne fussent
contradictoires, ou qu’elles ne donnassent, pour les puissances 4/, 47,
B, B, C!/, C”, des valeurs qui, contrairement 4 Ihypothé¢se que
nous avons ctablie, rendissent nulles quelques-unes des six quantités
4, B, C, X+A4, Y4B, Z+C.

Mais il est facile de dissiper ce soupcon : si en effet on déve-
loppe les équations (I) pour le cas particulier o0 le systtme pri-

mitif nest composé que de deux puissances sculement , il arrive
qu’aprés avoir fait les réductions, chacune d’clles se trouve comportde

par les deux autres; elles n'équivalent donc alors qua deux équa-
tions seulement: on n’a donc réellement , dans ce cas’, que cing
équations entre les six forces A/, A7, B/, B, €/, C/; elles

demeurent donc encore indéterminées ; elles le sont done dans tous
les cas.

D’aprés ce qui précéde, on voit que la résultante particuliére des
forces introduites a pour équations

Clz—a)=A(z—c) , Cly—b)=DB(z—c) ;
et que les équations de-la résulfante du systtme modifié sont
(Z4-C)(a—d,=X+-A)(z=—f) ,
(ZH-C)(y=e)=(Y+B)z—f) -

Présentement , pour que le systéme primitif soit de lui-méme en
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&quilibre , il est nécessaire et il suffit que la résultante de ce systtme
modifi¢ soit identique avec celle des puissances arbitrairement intro-

duites : or , cela exige, en premier licu , que leurs composantes paral-
leles aux axes solent égales, chacune a chacune ; ce qui donne

d’abord

X+A=4, X=o, = X)=o0 , .
Y4-B=B , ) ou { Y=o , )ou enfin (Y=o,
Z4+C=C , Z=o, =(Z")=o .

Au moyen de ces conditions , les équations (IT) , les seules qui
renferment les puissances du systtme primitif, se simplifient ; en leur
retranchant en outre les équations (I) et chassant des dénominateurs,

elles deviennent
' C3(Y'z/\=B=(Z's') ,
(1) { A=(Z/y)=C=(Xy/) ,
BE(X/z)=A2(Y'Z) .

Les équations des deux résultantes deviennent aussi , par suite des
mémes conditions ,

z C(x==0a)=A(z—c) , C(r—d)=A(z—f) ,
C(y—b)=B(z—c) , C(y—e)=B (z—f) ;
ces résultantes se trouvent donc déji paralleles; il suffit donc, pour
qu’elles coincident , qu’un point de la direction de I'une satisfasse
aux équations de l'autre ; on exprimera donc que leur coincidence

a liea , et conséquemment on completera les conditions d’équilibre,
en écrivant les deux équations

C(d—a)=A(f—c) ,

) { Gty =8/—r)

nous devons donc avoir , outre les trois conditions déja trouvées,
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toutes celles que peuvent fournir les cing équations (III et IV),
par l'élimination des arbitraires qu’elles renferment ; or, comme
d=—a , e—b , f—c se trouvent détermindes par ce qui précéde , et

A B
comme d’ailleurs, en posant = =M et = =N , naus n’avons plus

que les deux arbitraires M et N, il en résulte que nos cinq équations
doivent nous fournir encore trois conditions.

Pour parvenir facilement & ces conditions, soit d’abord chassé 4
et B des équations (III) au moyen des équations (IV) ; C en

disparaitra aussi, et elles deviendront

S(Yal) e=b =(ZYy) Jm¢ EXZ) d=a
2(Zxl) T S Xy dea’ T(X2) e=b ’

mais , dans le cas présent ot X, ¥, Z sont zéro, on tire aisément
des doubles valeurs de @, 6, ¢, d, ¢, f,

e—b s(Xlyhy f—c _ =(Y'2) d--a__ z(Z'x)
S IZ(Xizh? d—a  S(Ya)’® e=b  =(Zly)’

substituant donc ; il viendra

( =(Y'xh)  S(Xyhy
SZwh . =(Xlal)
V) { =(Zy) _ 3V ’
(Xly)  =(Yx!)
=(Xzly  =(Zlx)
(Y72 : =@y

\

chacune de ces équations se trouvant comportée par les deux autres,
elles n’équivalent qu’ad deux sculement ; mais 4, B, C peuvent
aussi &tre élimindes entre les équations (III); il suffit pour cela
de les multiplier entre elles, et il vient ainsi, en renversant

Xy VE( Y 3 ) =SV 22y B 5
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multipliant alors chacune des trois équations (V) par cette der-
niére , on obtiendra, en réduisant, les trois équations distinctes

S(YV)==2(Z%") , B(Z'2)=ZEX7z) , B(Xy)=Z(Y);

les conditions nécessaires et suffisantes pour ’équilibre du systéme
primitif sont donc renfermées dans ces six équations :

it

S(XN=o , (V)=3(Zy)
(Y=o , Z(Z/2)=Z(Xz')
2(ZN=o0 , ZE(Xy)==z=(Y2a') .

A4

Ces équations renferment, comme l'on sait, celles de I'équilibre
entre des puissances situées dans un méme plan : on pourrait aussi
parvenir directement a ces dernidres , en suivant une marche abso-
lument analogue a celle qui nous a conduit aux équations ci-dessus ;
mais , dans le cas ol toutes les puissances du systéme sont situces
dans un méme plan, il existe, pour arriver aux conditions de leur
équilibre , une autre méthode qui est trop simpie pour ne pas l'in-
diquer ici.

Soient en effet P/, P/, P”,....des puissances comprises dans un
méme plan; soient 2/, 4/ les coordonnées rectangulaires de 'un des
points de la direction de P/ considéré comme son point d’application ;
soient de plus X’, ¥7 les composantes de cette force parallélement
aux axcs, et soient adoptées des notations analogues a I'égard des autres
puissances du systeme.

Soit alors introduit, dans ce systéme, une puissance arbitraire,
ayant 4 et B pour ses composantes paralléles aux axes , etaeth pour
les coordonnées de I'un des points de sa direction, consndcu, comme

son point d’applicaticn.
Il est clair que le systtme ainsi modifié aura, parallélement aux

axes , deux résultantes partielles

E(XN4Ad ,  S(Y)+4B
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lesquelles, & raison de l'indétermination de A4 et B, pourront toujours
dtre supposées différentes de zéro : elles se couperont en un certain point;
et, en désignant par & et ¢ les coordonnées de ce point, on aura
2(Y'a"y+4Be =(Xlyyg-Ab
— ——— (= ————————— ¢
(Y4B ’ SXn44

valeurs qui, par hypothése , ne seront ni I'une ni autre infinies :
I'équation de la puissance introduite sera

A(y—b)=B(x—a) ,
et celle de la résultante du sysléme_ modifié sera
[Z(X)+-A](y—e) =[2(Y")+B](z—d).

Maintenant , pour que le systtme primitif soit de lui-méme en
équilibre , il est nécessaire et suffisant que la résultante du systeme
modifié soit identique avec la puissance arbitrairement introduite.

Or, cela exige, en premier lieu, qu’elles aient I'une et I'autre les
mémes composantes paralleles aux axes, ce qui donne

S(X)A=4 , 2(X)=o ,
d’ou
S(Y)+B=8B ; 2(Y)=o0 ;

‘au moyen de ces équations, on tire des valeurs de 4 et ¢
(X) B(d—a)==2(Y"2") , Ale—b,==(X"y’) ;
et les équations , tant de la puissance introduite que Ja résultante
du systtme modifié sont alors
 Aly—b)=B(y—a) ,  Aly—e)=Bla—d) ;
ces deux forces sont donc alors paralldes ; il suffit donc, pour

‘1eur comcxd«,nce qu’un des points de la direction de I'une satisfasse

a I'équation de l'autre ; on complétera donc les conditions de | équilibre
du syst¢me primitif, en écrivant

. A(e—b)=B(d—a) ;
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ce qui donnera, en substituant les valeurs fournies par les équations (K),

S(Y/x/)ZE(X/y/) s

les conditions nécessaires et suffisantes pour 1’équilibre du s stéme
q
primitif sont donc renfermées dans les trois équations

2XN=o0 , B(I)=o , EB@Y)=Z(y'X’).

Jai dit que les équations de I'équilibre , entre des forces non com-
prises dans un méme plan, pouvaient conduire i la démonstration
de cette proposition : Deux puissances non comprises dans un
méme plan ne sauraient aveir une résultante. Voici par quel
procédé cette conséquence peut étre déduite de ces équations.

On sait que la seule condition nécessaire et suffisante, pour qu’un
systtme puisse admetire une résultante unique , est exprimée par

I’équation
= (X [E(7)—E(Z'y)]
FE @) —20] b =05 (M) ()
+=2(2)[E(Xy y—=(Y'a)]
si l’on développe cette équation , pour le cas de deux forces

seulement , elle devient, aprés les réductions,

(N) (DY Y121 (50 ! Ty e (X1 21 e 21 X1 (i 1y (X XV e XY ) (2 i Yy
) + y'=y

(*) Je saisirai cette occasion pour faire remarquer que c’est par une pure inad-
vertance que M. Prony, dla page 112 de sa Mécanique philosophique , a exprimé
cette condition par trois équations. Le systéme a en effet une résultante unique ,
lorsque ces trois équations ont lieu 3 mais c’est seulement parce quelles vérifient
Iéquation (M) ; en sorte que la résultante peut étre unique , sans quaucune de
ces trois équations soit vérifide.

Je crois cet averlissement d’autant plus utile que Pouvrage de M. Prony est
un de ceux que les jeunes géométres peuvent consulter avec le plus de fruit , et

que Vautorité d’'un savant aussi recommandable pourrait facilement les induire en
grreur,
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les équations des deux puissances sont d’ailleurs

Z/(x—a)y=X(z—2) , ZM( &=y = XV (gmez!) ,
Z(y—y ) =Y (a—z') ; Z(y—y!y= Y (zmz!) .

Si l'on veut exprimer que ees deux puissances sont dans un méme
plan ayant pour équation
Ax+By+Cz=1 ,
il faudra écrire )
AZ! &/ —X' 2/ Y+-B(Z' y =Y &/ )=7Z"
A(Z/ ol — XV N A-B(Z !y — YV N =Z1
AX' +BY'4+CZ!' =o0 ,
AX'4-BY!4-CZ"=o0 ;

et, si I'on veut de plus que ce plan soit quelconque, il faudra,
entre ces quatre dquations, éliminer les trois arbitraires 4, B, C;
or , on retombe ainsi sur l'équation (IN), et par conséquent sur
Iéquation (M) ; la condition nécessaire et suffisante, pour que deux
forces puissent avoir une résultante unique, est donc la méme que
celle qui exprime que ces deux forces sont comprises dans un méme
plan : si done les deux forces ne sont pas dans un méme plan,
ni 'une ni lautre de ces deux conditions ne sera remplie, et par

conséquent les deux forces ne pourront avoir une résultante.

QUESTION S
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QUESTIONS PROPOSELS.

Problémes de Géomeétrie.
1.

UN cercle étant donné, et trois points étant donnds de position par
rapport a ce cercle , et dans un méme plan avec lui; circonscrire un
triangle au cercle donné , de maniere que le sommet de chacun de ses
angles soit en ligue droite avec deux des points donnés? (*)

IL

Les propriétés caractéristiques du cercle sont, 1.° que toutes celles
de ses cordes qui passent par un certain point déterminé de son plan,
sont dgales ; 2.° qu’elles ont toutes leur milicu en ce point.

Mais il existe une infinité de courbes qui, sans jouir de la derniére
de ces propriétés, jouissent néanmoins de la premiére.

On propose de déterminer I'équation la plus générale des courbes
de cette nature ?

(" Ce probléme revient & celui o I'on exigerait que les sommets des angles
du triangle cherché fussent sur des droites donndes ; on peut aussi le généraliser
en demandant de circonscrire au cercle donné un polygone de m cbtés, qui ait
les sommets de ses angles sur m droites indéfinies , données de position par rapport
2 ee cercle ?

Tom. I, 3
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ANALISE INDETERMINEE.

Becherche systématique des formules les plus propres
a calculer les logarithmes ;

Par M, TrHomAs LAVERNEDE.

[a 2 Y Vg Vlg Vig VL Vg W ¥}

1. ON sait que, z et 2 représentant deux nombres quelconques , et ¢
¢lant plus grand que #, on a

&

v U=t u—t U=t ’
I‘Og. ? - M§u+t+; u+t (u-l—t u+t> +etc g (A)
formule toujours convergente , et dans laquelle 47 représente le
module. {*)

2. Si, dans cette formule , on met a la place de # et # des poly-
némes en # du degré m qui, ne différant entre cux que par leur
dernier terme , soient décomposables en facteurs rationnels du premier
degré , ayant tous # pour premier terme; cest-a-dire, si l'on fait

u=a"4Pa™ ... FRa-S=(z+a)a+tb)....(x41]) ,
et

t=a"-Pam . ARt E=(ate) (4-0) oo (a2
on aura

H—if=85—%

* VYoyez le complément dalgtbre de M. Lacroix.



LOGARITHMIQUES. 10
utt=22"+2Pa™ '~ F-2Ra-+5+2

u—t 2 (§—x)

4

Ut aPxM i R L (ST) T,

et la formule (A) deviendra

o (xda) (x=4b) (xfc) oo (24D
8 o (5 B) (7)o ()

=2 M[TH: T2 T2 Titeete. ]

ou
Log.(#-a)+Log.(z~+&~4-Log. (o). . .. +Tog.(a=47) . ...
—Log.(#+«)—Log.(x~+e)—Log.(x~4).. .. —Log.(x+2)
=2 M T4 T -2 T542 T14-lete. ] 5 (B)

or, il est clair que, lorsque les valeurs particuliéres des lettres x,
e,b,c, etc., w, B,y,ectc., seront donndes, on pourra, par cette
derni¢re formule, calculer le logarithme de I'un quelconque des nom-
bres a—4a , x+b, x-tc, etc., 24« , x+p, 2+, elc., si 'on con-
nait les logarithmes des autres. Il importe donc 1.° de faire voir comment
vne équation telle que (B) peut servir & trouver les logarithmes
de tous les nombres; 2.° de déterminer les conditions qui donnent &
la série du second membre le plus de convergence , et par consé~
quent & la valeur cherchée l'approximation la plus rapide.

3. 1.° Il est évident que , quelle que soit la valeur de x , les
polynémes u et £ ne changent point; donc x est variable. Il n’en est pas
ainsi des lettres @, 4, ¢, ete. , «, B, v, ete. Les coefliciens P, Q....
R étant les mémes dans les deux polynémes, les valeurs de ces lettres
a,b,c,ctc.; a, p,y,etc., doivent étre telles que les fonctions des
unes représentées par ces coefficiens dans le premier polynéme,
soient respectivement égales aux fonctions semblables des autres
représentées par ces meémes coefliciens dans le second. 1l suit de la

-
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que , quoique les lettres @, b,c,etc.;a, p, 9, ete., solent toutes
susceptibles d’admettre plusicurs valeurs , puisqu’elles ne sont lides
que par un nembre de conditions moindre que celui de ses lettres ,
il y a cependant , entre leurs valeurs simultanées ou corrélatives , une
dépendance mutuelle qui fait qu'on ne peut changer les unes,
sans que les autres ou au moins quelques-unes des autres ne chan-
gent également. Ces valeurs corrélatives des lettres ¢, 4, ¢, ctc. ;
«, B,v,etc., forment donc ce quon peut appeler an systéme de valeurs ;
ct, bien que le nombre de ces systémes soit infini, si, par une raison
quelconque , on est déterminé & en adopter un, ce choix une fois
fait, les quantités @, b, ¢, ctc; «, £, ,elc., pourront étre consi-
dérées comme constantes. Dans cette hypothése , les nombres 2--a,
a4+b , a4c , etc. ; 2+« , a+e , 2ty , etc., ne renfermant
qu’une seule variable # , croitront ou décroitront en méme temps
qu’elle : ils pourrent donc parcourir tous les degrés de grandeur et
représenter successivement tous les nombres possibles. Donc une
équation de la forme (B) pourra servir & trouver les logarithmes
de tous les nombres. On pcut, contre cette assertion , faire I'ob-
jection suivante , savoir : que les quantités x=4a , a~+b, x-c, etc.;
x4a, 246, 24y, etc., étant au nombre de 2m , il faut, pour
pouvoir commencer & calculer des logarithmes par des formules du
genre de celle dont nous parlons , connaitre 2m—1 logarithmes.
Nous reviendrons dans la suite sur cette difficulté , et nous ferons
voir comment, par le secours des formules elles-mémes , on peut
se procurer ces 2/m—I premiéres données. .
20 La série T4-1T°~; 15 ;T4 ete. , est d’autant plus con-
vergente que la quantité 7" ou la fraction

i- (S—E)
M Pty oo B2 (S42)

est plus petite. Or, le numcrateur de cette fraction , qui doit étre
constant, dépend de la différence §—2 des derniers termes des poly-
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némes u et ¢ Mais ces derniers termes étant respectivement les pro-
duits des quantités @, b, ¢, etc.,et«, g, y, etc., dépendent cux~
mémes des valeurs qu’on donne a ces lettres ; donc, pour rendre
la série T4 2 T°+4; 1%+ : T'-ete. , aussi convergente qu’il est
possible , il faut choisic pour les lettres @, 4, ¢, etc., «, 8, v,
etc. le systtme de valeurs qui rend la différence §—= aussi petite
qu’elle peut I'étre, sans nuire & la forme des polynémes z et 2.

Quant an dénominatcur qui est variable , on voit qu’il sera d’autant
plus grand que le degré des polynémes z et £ sera plus élevd, et en
méme temps que le nombre # , et par conséquent aussi les nombres
a4a , x4b , x+tc , etc. ; a~4o, 248, -y, etc., seront plus

o

grands. Donc, la convergence de la série dépend encore du degré de

la formule et de la grandeur du nombre dont on veut avoir le

logarithme.

Il cst aisé de voir que les polynémes z et # ne sont autre chose
que les premiers membres de deux d¢quations qui ne différent entre
clles que par leur dernier terme, et qui ont en outre leurs racines
commensurables. C’est donc de la recherche de semblables équations,
que nous devons d’abord nous occuper; nous parlerons ensuite dos
formules qui s'en déduisent, et de la manitre de les employer.

PREMIERE PARTIE

Des équations qui , ayant leurs racines commensurables , ne différent
enire elles que par leur dernier terme.

4. Deux équations , qui n’ont de différence que dans leur dernier
terme , péuvent étre telles que ce dernier terme soit zéro dans Pune,
et une quantité effective dans Vautre, ou telles que le dernier terme
soit dans l'une et dans V'autre une quantité effective. Dans le premier
cas, X™ représentant unc fonction de # qui devient nulle en méme
temps que «, si I'une des équation est XA™4~Ah==0 , l'autre sera
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X" =0 ; cctte dernidre est celle que jappellerai Ja résultante | velative-
ment 4 la premitre A laquelle je donnerai le nom d'éguation prin-
cipale.

5. Toutes les équations du sccond degré qui ont des racines com-
mensurables ont pour résultantes des équations dont les racines sont
également commensurables. En effet toutes ces dquations sont com-
prises dans la formule générale x*~(a-+b)x-fab=o0 qui, en sup-
primant son dernier terme, devient 2*~(¢—-b)a=0 ou a[a+a+4b]=o0.

6. Dans le troisicme degré les racines des résultantes sont souvent
incommensurables , quoique celles des ¢quations principales soient
rationnelles ; mais on peut facilement trouver, parmi ces derniéres,
celles qui jouissent de la propriété qui nous occupe. Prenons pour cela
I'équation

wdprdgatr=o,
dont la résultante
2 parrt-gqr=o ,
étant divisée par z, devient
a*tprtg=o ,

et donne

""Z’+ — 9 et x= P‘—V 2—’4

nommons de plus —d et —e ces deux racines, et supposons que —4,
—0b et —c sont celles de I’équation principale, nous aurons

p=a+b+c ct g=ab+actie.

Cela posé, pour que les valeurs de & et de e soient rationnelles, il
faut qu’on ait

pr—hg=un quarre ;

or, cette égalité, en metiant pour p et ¢ leur valeur, peut s'écrire
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comme il suit
(a+b¥-c)°—4ab= un carré.
On satisfait & cette condition en faisant
(abmmc) 2 fab=(a b =c4-22)>=(a}-b=C) -} (af-bmmc) Ad-fr2
ce qui donne

@GN :

A b
de plus, les valeurs de & et de ¢ deviennent, par cette supposition ,

b b
d:gi—?if— et e=a4b-+nx ;

I'équation principale se change en

JEan ab+2(a-i—b)?»+7\2] vt
=0,
[(a~+-b)A4-ab]la4-b4-1] + ab(a4-2) (04-2)
A z A
ou
<a+/\)(b+m
Ee-tal [+ [ o+ =0,
et sa résultante est (®)

x [ z4= (_‘_’if’_);‘_*'ﬁ] [#4a+4-b42r]=o0.

7. Le résultat auquel nous venons de parvenir renferme, pour le
iroisieme degré , une infinité d’équations qui ont, ainsi que leur résul-
tante , des racines commensurables ; mais , dorsqu’en passant de cette
forme générale aux équations numériques , on veut avoir des nombres
entiers pour racines de ces derniéres, on est obligé de choisir les
valeurs particuliéres 3 donner aux indéterminées @, & et A, de maxxiéxje
3 ce que les dénominateurs disparaissent. On évite cet inconvénient
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en observant qu'en général les résaltats des questions indétermindes
n’exprimant point des valeurs absolues, mais simplement des rapports ,
on peut les multiplicr ou diviser par telle quantité que l'on veut,
sans qu’ils cessent de répondre a la question qui y a donné lieu. D’aprés
cette remarque , dont nous ferons souvent usage dans la suite, il est
visible que , pour avoir les expressions des racines sous la forme d’en~
tiers, il suffit, dans tous les cas, de multiplier les valeurs trouvées
pour ces sacines, par le plus petit dividende commun aux dénomi-
nateurs de ces mémes valeurs, Par ce moyen, les équations (C) deviennent

2 +[ab42(a4-b)r-F2] x>
[(a4-b)rt-ab][a+b+r]a-t-abar(ad-2)(b4n)

ou
[z+aal[at-ba][a--(a42) (042 ] =0 ,
et D)
z[a+4(a+b)r+-ab][ 2+ (a+b+2r]=0 .
8. On peut avoir, & la place des équations (D), d’autres équations
d'une forme un peu différente , soit en considérant I'égalité
p—4q=carré ,
sous un antre aspect, soit en substituant dans les équations (D), au
licu de l'indéterminée », une nouvelle indéterminée augmentée ou
diminuée d’une fonction de @ et & ; mais ces diffcrentes transformations
ne pouvant nous étre d’aucune utilité , nous n’entrerons point dans les
détails qu’elles exigent. Nous nous bornerons seulement ici a faire
voir qu’on peut encore soumettre les équations (D} & remplir quelque
nouvelle condition , outre celles auxquelles elles satisfont déja.
9. Supposons d’abord qu'on.veuille que les deux racines de la
résultante soient égales, on fera d=¢ ou
(ab)rtab=(a+b~42)a ;
ce qui donnera
I= 2 .
=—

substituant
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substituant & & cette valeur dans les équations (D), et multipliant

. . a C ..
ensuite toutes les racines par —»on aura pour I'équation principale

x3+2(A’+aA+a2)x’+(A’+a7\+a’)=x+a2ﬁ(a+x)’=o )
ou i
(a+a)(a2?)ota+2) ] =0
et pour la résultante (E)
z[z-+r*~4art-a**=o .
10. Si on veut que le sccond terme manque dans I'équation
principale, on fera d--¢=o0 ,
ou -
(@-FIFabt-(atb4ar=0 ;
ce qui donnera '

A(Af-2a)
2A-4-a

b=

.
3

faisant ensuite la substitution, et multipliant toutes les racines par
2x2ta
+ 2t

—

, les équations (D) deviendront

23 —(aarn+a?) v ana—a®)(2a4-a) (r+28) =0 ,
ot
[#+a(2rta)] [ XA a42a)][2 v —a*) ] =0 ,
et (F)
a[r4r4arta?][r—(r+ar+-a*) ]=o .

1t. Enfin, si c’est le troisiéme terme qu’on veut faire disparaitre,
on pourra faire 4=o ou e=o, c’est-a~dire ,

(a+b)rtab=0 ou (a+bé+a)r=o.

La seconde hypothése donne »==~—(a—+24) et conduit immédiatement
Lom. 1. 4
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3 ces deux équations

(@b 1) s o b (at b =o

ou .
[x—a(a+0)][x~b(a+b)][2~+al] =0 ,
et (G)
x‘“[x-—(a.’—l—aé—l-—&")]:o 3
2 \ M . ab M
par la premiére hypothésc, qui donne A=—-a—+—b-, on parvient au
méme résultat en multipliant ,. aprés-'la substitution , les racines des
de i r(ll+17)’
eux, equa ons; pa —

12, On voit , par ce qui préctde , avec quelle facilité on peut
faconner , pour ainsi dire , une équation du troisiéme degré , de
maniére a ce qu'elle ait, ainsi que sa résultante, des racines commen—
surables. 1l n’en est pas de méme des equatxons des degrés supérienrs.
Dans le quatriéme, par exemple, lorsque I'équation n’est pas privée
de son pénultiéme terme , sa, 1ésultante qui- devient alors du troisieme
degré , devant avoir des racines commensurables, tombe essentielle-
ment dans le cas irréductible. De plus, outre les difficultés que parait
devoir amener cette circonstance , ’e’ql‘lationv principale elle-méme don~
nerait probablement lieu a des expressions qu'on ne saurait rendre
zationnelles, Ce n’est, je crois, que dans des cas particuliers qu'on
peut trouver, pour les équations des degrés supérieurs au troisieme ,
des formules de composition gui satisfassent aux conditions prescrites ,
et quelquefois méme ces formules deviennent trés-compliquées. Parmi
les résultats auxquels m’ont conduit les diverses tentatives que j’ai
faites , je ne donnerai , dans ce qui va suivre, que les plus simples
ou ceux qui pourront fournir une application avantageuse.

13. Le premier membre d’une équation du quatri¢me degré pouvant
toujours étre considéré comme le produit de deux facteurs du second ,
prenons pour équation principale

(@*+matn)z*+pr-tg)=o ,
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ou :
@t=(m—-p)a*(nt-mp—+q)2*+-(np+mg)atng=o ;

t, pour faxre disparaitre le quaméme terme, supposons

np—l—mq o ou q——lp-

m 2

la résultante sera alors divisible par 2*, et ses deux racines effectives

seront
2= m+p V(m —p): n m-—p)

Si, pour rendre ra{nonnelles ces expressions , on fait

(m—p)* n(m—p [ m—p nd 2 (m=—p)?

. 2nd(m==p) n2dn

m m2

4 m 2 m - 4
il viendra

_ m{m=—p)(d—1)

02 ’
R (;n—,-p) (3" X }-3
7=
et ‘
m—p nd
X T2 — —_— y
m _
d’od
. : ) nd .- p+m(3-—-l) .
=—p— — =— > '
et .
ng m—-p(8—1) .
X=1 — T e e 8

m é !

on aura, par conséquent, pour la résultante

[ +p+m(¢?-—-x)][ m+p(3‘-—-x) _OI; .

et pour l’équatlon principale

m(m=—p)id—1) (m==—p) (=1
[x‘+mx+ ———-—T:—-——-] [x’-l—px-—a—-—-';—z-—-—)]: 03
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ou, en multipliant toutes les racines par §

w*[wtptm(s—1)][a+mtp(s—1)]=0 ,

i
\

[a*+mez-t+-(m—p)o—1)][#*+psz—p(m—p)(3—1)] =0 .

, :
14. Avant de parler d’'une maniére géndrale de la décomposition
du premier membre de I'équation principale en facteurs linéaires ,

nous ferons observer ici decux cas dans lesquels cette décomposition
s'effectue avec beaucoup de facilité,

1.° Lorsque =<0, les équations (H) deviennent

2*[x*—(m—p)*]=o0 ,
et [#*—m(m—p)][a*+p(m—p)]=o0 ;

ou, en divisant les racines par {/m—p ,

w[ar—(m—p]=0 , -
et [&*—m][a*+p]=0 3

dans cet état , pour que les racines de l’équation principale soient
commensurables, il suffit de faire m=5%* et p=—¢*; mais alors Ia

rationalité des racines de la résultante exige que 4°~-c* soit un carré.
On satisfait -2 cette condition en faisant

po=(atep=ataaote
ce qui donne o
b2emp3 __ (a*4d2)

et b4-c* R
2a 4az -

=

o

valeurs qui changent I'équation résultante. et la principale , aprés qu'on
a multiplié leurs racines par 22, en
a}z [xz___(az_*_&z)z] =0 ,
et [xz____4azbz] [xz__(az_ﬁz).:] =o0 , (I)
Y ‘ at—(a*4-b*)a*+4ab* (@*—b*)* =0 .
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On voit par 13 que, dans ce cas, les racines de I'équation principale
ne sont autre chose que les valeurs des cotés de l'angle droit d’un
triangle rectangle , prises en plus et en moins, et que les deux racines
effectives de la résultante sont la valeur de I'hypoténuse du méme
triangle, prise également en plus et en moins,
2.° Lorsque p=2, les équations (H) deviennent

x° [x—{—m—}—lv]’: o,
et

[#*+2mx—-m(m—p)][#*~+2pz-t-p(p—m)]=0 ;
ou :
[a-+m—y/mp][—+m—y/ mp|[2-p—/ mp][a-+p+y/ mp] =0 ,
équations qui, en faisant m=a* et p=5", se- changent en

z*[z~+a*+b*]*=o0 ,

et

[aa(a—b)1[2-+a(a-+D)] [a—b(a—B)][z+ba+B)] =0 , § (K)
ou
xb+2(a:+6:)x3+(az+5z):xz —d’é’(d’-—b’)z =o0.
15. Revenons maintenant 3 la question générale, L’équation prin-

eipale (H) fournit les deux suivantes

a*4-myx +m(m—p)(y—1)=o0 ,
et
& +pyr-tplp—m)(e—1)=0 ;

la premiére de celle-ci donne

_ —=mdd=\/m2(d—=2)>~4-4mp(d—1)
- ’

2

et, en faisant

ma(S—2)3~4mp (3==1)==[m (3==2)~f-2pA]==m>(d—2 ) -4mpA(d=m2)-4p222
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on a
- M (A1) ()
= " )
et
o= d == [m d—am~}-2pA]
Fr= H
2
d’out
m(Q=1)(A=—1)
x::—tn-‘-pk::-————-———x—-—— >
et
M (Af-d=1)

L= I (§mm 1 ) pr =

N )
la seconde donne pareillement

g TP3ENp2 (@2 imp (=)
P ’
et, en faisant

p2(3—2)2-4mp(d=1)=[p (3—2)-2mp]2=p*(d=2)*~}-fmp u (8—2)F-{m?2 ,
on a

4 P_'((?—x)-—,u(',é—-z) ’
et
__ =pi[pd—ap-amp]
T=— ’
2
d’otx
mpe(d=1)(pemm1)
r=——ptmp— T
p+ # (3\—-1)-—14(3\-—2) b
et

— _ mulm-4-3—1]
P e — e

IR T o R o . .
par la I'dquation principale (), aprés qu’un a divisé toutes ses racines
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par m , ou, ce qui revient au méme , aprés qu'on a fait m==1, devient

3—1)0 —1) Ao
o]y
#@=1)(—1) #(ed—1)
[x+ (3—1)—{4(;""2)] l_ (;‘—I)—‘u(é\—-—q)] ==0.. oc.(L)
et' les deux valeurs de p fournissent de plus I'équation de condition

(8—=1) == (d—2) _ P . P—A(p—1)

= ou = «.(M
a2 (= 1) (d—2) A2 Ppe(P1 (M)

en faisant y—'1=9. Clest A la résolution de cette dernidre équation
qu’est présentement réduite toute la difficulté.
16. En tirant de I’équation (M) la valeur de £, il viendra

s I -y - P
we= s blp—1y—e(p—1)x

ey o vy o R T O e T ey Sy
el; , ce;,tt(; (;.xpression devant étre rationnelle , 1.° si on suppose la quantité
soumise au radical égale [—(A—I)¢“+/tep+7c]‘ on aura
(A-il)”w—z(hﬁx)(z?\—l)¢3—(4h3—!0A2+65x~1)¢3+iA(2A‘;—2A+1)¢-FXS
=(A—1)3 b 2(A—1)kp3= C 2A(—) @ 2kApFinn’
+ k@2 ;
égalant ensuite les coefficiens de ¢, on trouvera A==2a%-2r-}-1, et

. . A1)
Péquation ci-dessus donnera o= A+I

. Enfin , cette valeur étant -mise

et
dans celle de x, on aura p=» ou w= chacune 'de ces der-

— ]

nitres valeurs donnera , au lieu de I'équation (L)), celle-ci

427
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qui , en multipliant toutes ses racines par a—r , devient
[#* = —1)][a*=4»"]=0 ,
et a pour rdsultante
& o= (k1) =0 ;
ces deux équations ne sont autre chose que les équations I du n.° 14,

. . a . . .
et les reproduisent en faisant a= 7 et multipliant ensuite toutes les

racines par 5.
2.° Si Pon fait la quantité qui est sous le radical égale & (ho*+ke+n)
on aura

(A1) 2@k (A 1 ) (2t 1 ) @I (A S  OA 2 G 1) @ -2 A (2 A 2m2 A1) @f-A2

=h2Qimn 2hkpi-- (2hh+k=)¢2+l 2kag4-A2 ;

3galant ensuite d’'une part les coefficiens de ¢, et d’autre part ceux
de ¢, il viendra A=2r*—2a1 et h=—(2a>—1)(r—1). L’équation
) 4

: et les valeurs de x deviendront p=— .
1

ci-dessus donnera ¢=—

2x

A1

Péquatien (L) du n.° précédent, on aura I'équation principale

2 2T A1 Adr
[+ ] ]l ] =

qui, en multipliant toutes ces racines par a(a—1)(a—-1)*, devient

et p= . L’une ou lautre de ces va'eurs étant substituée dans

Lrd2a(*—1) PLotalat1) 1) [ [a——1) (2 41)] =0,

et a pour résultante

& (24 1)(3a% mm2ad-1) J[a-f-2(2a—1)(2>-224-3) ]=0.
17,
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17. Si, au lieu de tirer de 'équation M la valeur de &, on prend
celle de ¢, on aura:

2h g A TN W =2 A (T — N — 1) i (—1)pe!
- 2(A=—1)(p—1)

et, en égalant la quantité soumise au radical & (»—Fkut7Ap®)* ou
M—2kap(2lnA- k) pr 2 b g3yt

les coefficiens de w et de x*, supposés égaux de part et d’autre, don-
neront k=1 et A=—2a(a—1). On trouvera cnsuite fort aisément

(—1) = (A—1)"

2(A=—1)

I . .
p=—ct o= ou ¢=o0 et ¢=1. Enfin, en substi-

. 1 , . .
tuant respectivement — et I 4 la place de w et ¢ dans Déquatior L ;

on parviendra a I'équation principale :

[+ 5ot -5 (o]

qui, en multipliant toutes ses racines par a*, devient:

[a-+aem)][atr(arb 1) ] [e— ()] [ (1) ] =0

et a pour résultante :

a1 =0
Ces deux équations ne sont autre chose que les équations K dun.? 14,

. o a R T .
et les reproduisent en faisant a = et multipliant ensuite toutes les
racines par 5.

18. On pourrait maintenant, & l’aide des valeurs obtenues dans les

deux derniers n.°® pour les indéterminées ¢ et g, avoir d’autres va-
leurs qui satisferaient également 2 la question. Pour en donner un
exemple, supposons qu'ayant trouvé dans le n.°

précédent que la
Tom. I.

5
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1 . . . )
valeur x= —rend la quantité qui est sous le radical égale & un carré;
A

o, 1 .
on substitue dans cette quantlté—}\——l— r i la place de ¢ ; elle deviendra;

par cette substitution ,
%{(7"‘1)"‘27\(%—1)’(4A—1)r¢—7¢(4w-—x6w+m+ 17 e A (1))

ct, en égalant son second facteur au carré [(r—=1)’=~£r]* ou

(r=—=1)% e 2fer(p 1) = B2 r?

. At e X A1
on trouvera f = — o T Gl st et enenn
}\(4}\ I) ! A=)’ A—1
A w221 A (37 o= 22)-1) A(r}1) A1
e = ou ¢ = et p= — . La se=
4(r—1) P 2(A=1)

conde valeur de ¢ conduira d I'équation principale:

==+ 550

=o0
[ (>\+1)(>\’+1)] |: (A+I)(7\.’-—27\—-1)]
z— z —
2A(A—1) 4
(iui , en maultipliant toutes ses racines par 4 (x==1), devient :
[0 = 22(A == 1) (A* = 1)][@ = 22 (A2 e 22 == 1)] K
=o0

[ =2(Ade 1) (A = 1) ][ == (A* == 1) (A == 22 =—1)]

équation dont la résultante a aussi des racines commensurables. Par
Ta premiere valeur de ¢ on reviendra aux équations déja trouvées ( n.°
16, 1.9)

19. Lorsqu'on a, pour un degré quelconque , une équation prin-
cipale et sa résultante dont les racines sont des nombres rationnels,
on peut, par leur moyen , trouver deux autres équations qui, ayant
également des racines commensurables , ne différent entre elles que

par leur dernier terme, soit que- ce dernier terme doive étre dans
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I'une et dans l'autre une quantité effective, soit qu'on veuille qu'une
de ces nouvelles équations devienne résultante de lautre. Ces trans—
formations présentant d’ailleurs quelques conséquences utiles , nous
allons les examiner d’'une maniere genérale.

20. Prenons 1'équation principale :
2P Fpamid L. Frads=0 )

ou (#4+a)z+58) ... .... (@+E)(x+E)=0
ayant pour résultante : ’ ’ \ N
D o Z e CI

ou @42)@t+e) .. ... (@t1)=0 )

et mettons dans P'une et dans lautre #-}-4 A la place de .
1.° Si 4 n'est égal a aucune des racines — g, — b, etc., =2,

— 4, etc., les deux transformées auront tous/leurs termes respecti-
vement égaux , 4 l'exception du dernier qui scra d™—-pd™ -4 ......
~}7d s dans la premiére , et ™ —pd™ '+ ........ - rd dans la
seconde , et par conséquent une quantité effective dans 'une et dans
Pautre. .

21. 2.° Si d est égal & une des racines de I'une quelconque des
équations N, la transformée de I'équation & laquelle appartient cette
racinc, aura une racine égale a zéro; son premier membre sera di-
visible par x, et elle sera la résultante de l'autre tranformée , qui
aura essentiellement ses dernier et avant-dernier termes.

22, 3.° Si l'une quelconque des équations N a deux racines égales;
en prenant & ¢égal a ces racines, la transformée de l'équation a la-
quelle elles appartiennent, aura deux racines égales a zéro, son pre-
mier membre scra divisible par 22, et elle sera la résultante de I'autre
transformée qui n’aura point de pénultiéme terme.

23. 4.° Sil'une quelconque des équations N pouvait avoir trois ra-
cines ¢gales, en prenanl & égal a ces racines, la transformée de I'équa-
tion a laquellc elles appartiendraient, aurait trois racines égales & zéro ;
son premier membre serait divisible par 2%, et clle serait la résultante
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de Tautre’ transforméde qui manquerait de ses pénultieme et antépé-
nultitme termes, Mais une équation quelconque, dont les racines sont
réelles, ne peut étre privée de deux termes consécutifs. Donc, en
général , il est impossible que deux équations qui ne différent entre
elles que par leur dernier terme, et qui ont des racines réelles , et &
plus forteraison des racines commensurables, puissent, l'une ou l'au.
ire , avoir trois ow un plus grand nombre de racines égales.

On voit, par ce théoréme que, 2 étant un nombre entier positif plus
grand que 2, le premier membre de I'une quelconque de nos équations
ne peut avoir un facteur de la forme (2--2)" , mais rien ne soppose
3 ce quil en ait plusieurs de la forme (x--2)*, cest-a-dire, &
ce que l'équation ait plusieurs couples de racines égales.

24. On peut encore demontrer trés-aisément que deux équations
du genre de cclle que nous considérons , ne peuvent avoir une racine
commune ; car, en nommant ¢ cette racine, les premiers membres de
ces ¢quations seraient exactement divisibles par #—4; mais, par hy-
pothése , les dividendes ne différant entre eux que par leur dernier
terme , les quotiens ne pourraient non plus avoir de différence que
dans le terme non affecté de & ; donc les équations primitives , abais-
sées d’un degré par la division, donneraient encore deux équations
qui ne différeraient entre elles que par leur dernier terme. Maintenant ,
ces derniéres , étant multipliées par #—a , devraient reproduire les
équations primitives : or c’est ce qui est impossible. En effet, 1.° les
produits partiels des premiers membres par #, différeraient entre eux
par leur terme affecié de la premitre puissance de a5 2.° les produits paz-
tiels de ces mémes premiers membres par— & différeraient entre eux par
leur terme non affecté de 2 ; par conséquent les produits totaux diffé-
reraient entre eux par leurs deux derniers termes, et ne reproduiraient
pas les équations primitives. Donc deux équations qui n’ont entre
elles de différence que dans leur dernier terme, ne peuvent avoir
une racine commune. '

25. Nous avons vu, n.° 20, que, lorsque & n’est égal.é aucune
des racines des équations N, les transformées ne différent entre elles
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que par leur dernier terme qui est ™ ~-pd™ " 4= .. . F-rdt-s dans
Yune, et d®~+pd™' - ... -rd dans l'autre. Si 'on veut que ces
derniers termes soient des grandeurs égales, mais de signe contraire,

il faudra faire :
d®A4pd™ Ao A 5= AP pd T e |  7d

ou

dmtpd™=id= ..o rd+- .:- =0

On peut de cctte équation conclure la régle suivante :

Pour transformer une équation principale et sa résultante en deux
autres équations qui ne différent entre elles que par le signe de leur
dernier terme, il faut, dans I'équation principale , diminuer le der-
nier terme seulement de moitié, ce qui fournira une nouvelle équation
qui dura o n’aura pas de racines commensurables. Si cette équation
@ une racine commensurable, cette racine sera la valeur de d ou de
la quantité dont il faut augmenter les racines , tant de 'équation prin-
cipale que de sa résultante, pour avoir les deuzx iransformées cher-
chées ; si elle n’en a point , on en conclura que les transformées de-
mandées sont impossibles.

Soit, par exemple, Véquation :
262> +9gx+4=0 ou (z4I1)(@+4)=0

quon obtient en faisant @=/=a=1 dans une des équations princi~

pales D et E des 1n.°% 7 et g. En divisant son dernier terme par 2,
on a l'équation auxiliaire :

2’ 462> 49z 4 2=0.

Cette dernitre, ayant — 2 pour racine , fait voif qu'il faut, tant dans
la proposée que dans sa résultante,

2462+ gxr=0 on z(x+3) =o

substituer z—2 & la place de #, pour avoir deux transformées qni
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ne différent entre elles que par le signe de leur dernier terme. Ces

deux transformées sont:
2} —3r+2=0 ou (z—1)*(x42)=0

et

23—3x—2=0 ou (r41)'(xz—2)=o.

26. Avant d’aller plus loin , nous ferons observer ici que (X™
représentant une fonction de # du degré 7, qui devient zéro en méme
temps que cette variable ), lorsque la résultante commune de deux
équations X" 4-S8S=0, et X™—S8=0, qui ne différent entre elles
‘que par le signe de leur dernier terme, a comme elles des racines
commensurables, on obtient, en les multipliant 'une par l'autre,
I'équation Xam_8:=0 du degré 2m qui a pareillement, ainsi que sa
résultante, des nombres rationnels Apour racines. Cette propriété tient
3 une plus générale que voici. Lorsque deux équations X™+-S=o
et X™4T=o0, qui ont des racines commensurables et ne‘différent
entre elles que par leur dernier terme , sont telles qu’en les ajou-
tant membre 3 membre , et divisant énsuite par 2, 'équation-demi-
somme Xm+s——:—_3= o a aussi des racines commensurables; si,
d’un coté, on éléve au carré cctte dernidre, et que d’un autre , on mul-
tiplie membre a membre les deux premieres, les équations qui en
proviendront , savoir : X*™— (S—+4T) Xm-l-(StT)l =0 et X*™ -
(S+T) X™+4S8T=o0, jouiront encore de la propriété de ne différer
entre elles que par leur dernier terme, et d’avoir, comme les équa-
tions primitives, des racines commensurables. En cffet , dans le pre-
mier cas, la résultante commune n’est autre chose que l'équation=-
demi-somme dont nous venons de parler.

27. Prenons pour second exemple de la régle du n.® 25, I'équation

littérale ;

(Gt x+bc=0o ou  (z4b)(z-c)=o0
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dont la rdsultante est :
x(x+0 -4 c)=o
I'équation auxiliaire
be
2= (0-c) x4+ - =0
donne ;

Rl (L SO ~AV/ 2

_
et en faisant:

b +o=(a4-c)=a*+ 200 ¢

on trouve :

g2—D? (a* +5;)?.
C = 2 2 —
et b4 —
d’'ot on déduit ; ’ ’ .
0° = 20b —b* = (a* - BY) :
x =
Ga o
Les valeurs de &, dans le cas présent, seront donc:
a—-b b(a l))
d = et . =. e ,__i__.
2 i 20

En prenant la premiére valeur, et substituant, dans la proposée aiisi

a—Db
que dans sa résultante, -

/

transformées qui, en multipliant toutes leurs racines par 22, de-
viendront : '

4 la place de #, on aura deux

a*(a*+-b*)v—ab(a*—b*)=0 ou .[x'—!—a(a—l—la)] [Lx—-—&(a——ﬁ)] =0
x‘+(a2+5“)x+ab(az——5") =0 ou [a4a(e—b)][x+b(a+b)]=0

Ces'deux équations, ne différant entre elles'que par lesigne de leur
dernier terme , et ayant une résultante commune dont les racines sont
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commensurables, on pourra , d’aprés la remarque du n.° prdeédent ;

les muliiplier I'une par l'autre, et on retrouvera les équations K du
n.° 14.

La seconde valeur de & conduirait aux mémes équalions, en chan-
geant les signes de toutes les racines.

28. Soient maintenant les équations du troisiéme degré :

[#+p—a—c][a+d][z+c]=0

et
[-+-p—b—d] [+ 5] [x~+d]=0
ou
2 A-px* -+ (ap4-cp—a* —ac—c*) x+tacp — a*cmmac* =0
et ‘ A

2+ pr*+(bp 4 dp —b* == bd == d*) x - bdp — b*d=—bd*=0
Pour que le troisitme terme de la premiére soit égal au troisieme
terme de la seconde, il faut quon ait:
apt-cp—a*—ac—c*=bp-+dp—b*—bd—d*
ce qui donne :
o' $act-c —bt—bd—a*

P= a4-c—b—d

Cette valeur étant substitude dans les équations primitives, on a:

3 42 +act-¢! —b* —bd—d*

2
il = a4-c—b—a x +
(@ aoto) Bl b)) | aclboted) (a-o—b—dy—ac bl =0
orfc—b—d o

et+6c—b—d
et
3_La‘-|-ac-|—c'—b‘--=--6d-—d' )
i o cmmb—d . % +
(@*acq=c") (d-d)—(b*-bd~+-d*) (a4-c)
‘ ghc—b—d

. +bd [(a~c) (aY-c—b—d)—ac}-bd] =0
a~tc—b—d

ou
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[+ o] 4] =

et 0]

[x+a—|—c+a :d o d] [x—{—é][x—l-d] =0

Si I'on veut encore que ces équations ne différent que par le signe

ou

de leur dernier terme, il faudra faire :
ac(b+d)(atc—b—d)—a*c*=—bd(a4c)a+c—b—d)—b*d*
équation qui, étant résolue par rapport & ¢, donnera ( en faisant

pour abréger at+b=~ et a—b=k):

I

Vi d*—2hk'd 4 k(h'k — Ghab — Lkab)d® - 2kab(h -+ 20)d + k'a'b°}

Ces valeurs devant étre rationnelles, il faudra que la quantité qui est
sous le radical devienne un carré. Supposant donc que la racine de

ce carré soit == 2d*—~+ad—-kab, on aura:
h:dt— 2hk*d® =k (h*k— 6hab — 4kab) d* 4= 2k*ab (h 4 28) d $-ka*b* =
= h*'d*Z=2hrd’ - (Z=2hkab 4 A)d* 2krabd 4 Ia*b*

Egalant ensuite les coefficiens de &, 1.° il viendra A=k (/%~-24),
.° Véquation sera réduite i

— 2hk?*d 4= k(h*l—=6hab — fkab) ==tz 2hk(h F 20)d =k= 2kkab - k* (h 4 20)
et donnera :

— 3hab == hab — 2kab — 2hka — 2ka®
h(k==h == 20)

d =

Cette double valeur de & conduisant 3 deux résultats également re.
marquables , nous I'emploirons successivement, 1.° avec les signes su-
périeurs , 2.° avec les signes inférieurs.

Tom. 1. 6
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29. En prenant les signes supérieurs, on a:

— 4hab —2ka(a 404 1) — 4hab — Lhak
d = = == g,
h(k~+h—-2a) 4ha

Cette valeur étant mise pour & dans V'expression des valeurs de ¢,
qui, par I'hypothése, devient :

;= hd? — hlkd — kab == (hd* — hkd < 2kad -~ kab)

2(hd —ka)
on trouve:
_ ha bk kb == (ha — hl — 2ka +kb)
c= —
d'ol
.= 2ha-—/2ka -’
— 4a
et
. = 2hk - 20k — 2kb — -—(d—-b)
[, 4(;

Substituant ensuite 'une ou lautre de ces valeurs de ¢, ainsi que

la valeur de 4 dans les équations O du numéro précédent, ces équations
deviennent :

2} — (@* == ab - b*)x - abla—b) =0

et
& (0% = 0l 1) — ab(a==b)=0
ou P
[r=(amB)][z+al[wmm] =0
et

[ (@gmmid) ][0 ==a][x+b]=0

Dans cet dtat , leur résultante commune a pour ses deux racines ef-
fectives ;

==/ @ —ab- b
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valeurs qu’on rend rationnelles, en faisant :

a’—ab—l—b’:(&—’»)’:[,2__257\.}_»
ce qui donne :

Q ——)t

b= —

2A=-—a

A Taide de cette dernitre expression , on parvient ajsément aux
équations :

2 = (8 —an - 22)x == ar (@2 = 27} (20=2)(2A==a) =0

et
= (@ —ar~+2*)* 24 ar(a® = 2*) (2a =) (22 —a) =0
ou
oGl —ale+ @ =l =0
e

[o+(20 — )] [& — a(er—a)] [z — (@ — 2] =0

dont la résultante est ;
2[4 (a*—ar—+a*)][z— (a* —ar—+2*)]=0
Enfin , ces équations , étant multipliées Vune par I'autre, d’aprds la
remarque du n.° 26, donnent I'équation du sixieme degré :
B2 (@@ Af-22)  atm (@P G A A2 Y =G A (@2 =D )P (2am=D) (22m) *==0
ou

Q

[x? == A2 (2@ == A7) ] [X? e @' (2 A = @) ] [£7 o (@ ~== A2) ] ==0

qui a pour résultante :
2[4 (@2 =—ar+ 1) [z — (@ —ar+2a*)]* =0

30. Nous ferons observer ici, 1.° que les équations du troisiéme
degré , qui nous ont donné l'équation Q, sont les mémes que les
équations F dun.® 10; car il suffit, pour établir une parfaite identité
entre elles, de changer 4-a en —a, ce qui est permis, » étant une
quantité indéterminde ; 2.° quon peut encore obtenir I'équation Q par

le moyen des équatiogs E du n.° g, en changeant d’abord les signes
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de toutes les racines pour les rendre positives, faisant ensuite la quantité
2 ax— 22 égale a un carré,, et mettant enfin 2* 3 la place de =.
31. Prenons & présent les signes inférieurs dans la valeur de &
(n.° 28), nous aurons :
T d= —2hab—2kab——2hka—2ka* _ a(k+4a)
h(k— h— 2a) I3

quantité qui, étant mise 4 la place de & dans l'expression :

hd* — hkd — kab A= (— hd* + hkd + 2kad -+ kab)

¢= 2(hd — ka)
Honnera :
_ kk 4 a) _ (a—b)(2a—1D)
- I3 - a+b
et
bk—1Db) _ b(a— 2b)
=T TR T T ok

L’une ou l'autre de ces valeurs de ¢, ainsi que la valeur de &, qui

a(za —b)

n’est autre chose que , étant substituées 3 ces lettres dans

les équations O du n.° 28, on aura (aprés avoir multiplié toutes
les racines par @4 )les deux équations suivantes :

x3(a% == ab 4 b*)x* - 2(a* —ab - b*):x—ab(a’ — b*)(2a —b) (a—20)=0
et

%’ 4-3(a* ==ab 4 b")x* 4-2(a* —ab 4~ b*)x |- ab(a* —b*)(2¢ —b) (a —20) =0
ou

[x—=b(a — 20)1[x ~+ (¢ — b)(2a —D)][x 4 a(a 4+ B)I=0
et

[x}a(za — B)][ x 4 (@ ~b)(a —20)][x - b(a 4-B)] =0
dont la résultante commune est :
a[z 4 (& — ab+ )] [+ 2(a* —ab 5] = o

et qui, multiplides 'une par l'autre, donnent I'équation du sixiéme
degré ;
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' 6 (a7mmabefb*) 513 (@' —ab-b) w12 (0 bbb Y B ] )
=0
(@' —abAb )t —a’b (@'Y (2a—by (a—20)° §

ou Y

[€ —b(a — 28)][x + a(20 =— B)][x 4 (@ —D) (& — 2b)] % §
=0
[x = (@ = b)(2a — B)][x 4 b(a —+ D] x ~+ a(a - b)) )
qui a pour résultante :
w5+ (@ mm b 0] [ 2 — b4 5] =0
32. Le nombre a*—ab--5* ou @’>—axr—2*, qui entre dans la
composition des équations Q et R, est rcmarquable en ce quil est
la somme d’un carré et du triple d’'un autre carrd. En effet, les
lettres @ et & peuvent toujours représenter, I'une la somme , et l'autre
la différence de deux nombres. On peut donc faire a =« - 8 etd
ou A = a~= 8. Ces valeurs substituées dans > — ab 45 et 2> —ar—-A*,
changent ces expressions en «*—38*, quantité qui conserve sa forme;
tant qu’'on n’a pas «=o0 ou g=o0, cest-d-dire, b==——az ou b=a.

33. Si, a la place de a>—aar—2*, et de a*mmab}52, on met
»* 4 3p* dans les équations Q et R, on aura;

pour les premiéres ,
a8 20" = 3t o (07 o BT e 167 (4 = 1)’ (@ == 9B =0
ou

[ = (o = B) (e = 38)*][%? = 16°8*][%* = (2 — B)* (2}~ 3R)'] =0

et
xz[xz_(“z_*_ 3162)2]2‘ -0
el pour les secondes ,
a8 == 6" - 33025 J 13 (et - 387)7 2t - 12(a° <} 327) a0 - %
=0
(@t 374 am 1607 (" 1) (a7 = 987)"
ou

[2 == (& == £) (2t == 38)][x = (2 4= 8) (2} 3)][x - 28(« 4= 38)] ¥ } _
(& - 26(0 4+ O] (% = 24w — 3B)][@ =+ 24(2 — B)] =9
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et

wlo+ e+ 3 o ta(e 438 = 0

En examinant avec attention ces équations, on apergoit aisément que
les secondes sont des transformées des premieres, transformées qu'on
obtient en mettant dans celles-ci x4 «*~}-38> a la place de =.

34. On peut aisément se procurer , pour le quatritme degré, deux

équations complétes qui ne différent entre elles que par leur dernier
terme. Pour cela, prenons les équations :

[=*~ mx+a(m —a)]|[2*4nxtbn—b)]=o0

et
[z*+mz—-c(m—c)][2* +nr—4d(n—d)]=o0
ou
a2t (m—=-n)2’ 4 (mn++ ma--nb—a* — b*)z* -}~ -
(mna - mnbe—na* —mb*)x +ab(m—a)(n—5) -
et

b (m 4 W) (il — ) _
(mne-mnd—nc* —md*)z = cd(m —c)(n—d) ' =0

qui ont leurs racines commensurables , et dont les seconds termes ont

le méme coefficient. Les conditions & remplir nous fourniront les
équations suivantes :

ma—nb—a*—b* = mc—+nd —c* w=d?
et
NG~ NG et NG v B* = MNC = MNA = 1C? e
qui, en faisant:

atc=p, 8=c=7, b+ d =2, bemd =1
deviennent :

YM = 1w By e ==
et

YMN =N = Byt = Sy == 0
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La premiére donne : :

m= By~ s =mcn

v

et, en substituant cette valeur dans la seconde, on trouve I'équation :
(v =+ 9n' — By 4 yd-4 299n 4 Ney 4 &) =0
de laquelle on tire :

n = By~ yd 4 28 = (By — 29)
o R )

on aura donc :

By - o By ~t d
et =

7o vt

—

ou
n=¢% et m=2gp

Le second systéme ne peut convenir 4 l'objet que nous nous pro-
posons ; quant au premier, dans lequel 7 et 2 ont la méme valeur,

il conduit, en multipliant toutes les racines par 2(¥-}-¢), aux deux
équations suivantes :

[ = (8 4 N7 F [ J- 28 4= fy — e — 7* — 3] ¥ )
[ 4= (O )y - 01[x 4 28y 4= 0 — 38— ye =] }

I
i~}

et )y S
(x4 (8= (v +]lx 4 28+ By — pe - »* 4 2] X }

=o0

[ 4 (0 ==e) (74 ][x 4 28y - de— y0 - ys - ¢7] )

Ces équations renferment , dans leur généralité, les équations I et

K du n.° 14. On en déduit les premiéres, en faisant d’abord.....

Br . e . .
== ———E N multlphant ensuite toutes les racines par

et fai-

o—p
sant enfin ¥ = g. Pour aveir les secondes , il suffit de faire ¢ =
et ¥ = 6.

35. Si, d’aprés ce que nousavons dit (n.° 26), on voulait passer
3 des équations du huititme degré , a I'aide des précédentes , il fau-
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drait, 1.° que celles-ci ne différassent entre elles que par le signe
de leur dernier terme , ce qui exigerait qu’on satisfit & I'équation :

B+ Y (O4 (28 =4 By — fe— 3" — y6) (28y -} e — 30— ys— ") =
— (B — (O ) (20 = By — Bid- * - y6)(2By - ds — 33 4 yo - ¢*).

2.° que leur résultante commune etit, comme elles, des racines com-
mensurables. Ces conditions paraissent bien difficiles & remplir.

36. Pour avoir maintenant deux équations du cinquiéme degré ,
qui ne différent entre elles que par le signe de leur dernier terme,
il suffit de se rappeler qu’en changeant les signes des termes de rang
pair d’une équation quelconque , on ne fait autre chose que changer
les signes des racines: d’ou il suit que, si une équation de degré
impair est privée de tous ses termes de rang pair , & I'exception du
dernier , en changeant le signe de ce dernier terme, on changera
les signes de toutes les racines qui, par conséquent, resteront com-
mensurables dans le second cas, si elles étaient commensurables dans
le premier. On voit de plus, par le n.° 24, qu'une pareille équation
ne peut avoir 3 la fois 4 @ et — & pour racines. D’aprés ces re-
marques ( qui peuvent d’ailleurs servir & trouver avec facilité les
équations P du n.° 29), soit I'équation du cinquitme degré :

@@+a)a+-b)(e+o)(x+d) (xr—a—b—c—d) =0
qui n’a point de second terme. 1l suffira, pour qu'elle n’ait de ses
termes de rang pair que le dernier, de faire en sorte qu’elle soit
également privée de son quatriéme terme. Or, aprés le développe-
ment , le coefficient de 2* ou du quatriéme terme, est:
abe~-abd+-acd+-bed—(a+-b+c-d ) (ab—+-act-ad—-bo-4-bd+-cd).
Egalant donc cette quantité & zéro, et ordonnant par rapport A &,
on aura I'équation : '
(Ged)a*-(b-c4-d)*ad=(b* c4-b* d4-be* -2bcd4-bd*-c* df-cd*y=0
qui donne :
=ty e N (bd-cb-d) — b (b-cd-d) (b c4-b> d4-be*F-2bcd-bd* 4-c* d4-cd?)
- 2 4B

a

1}
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1l faut, par conséquent, que la quantité :

(bto-d)t—4(b4-c-d) (bobd-bo>—-2bod—4-bd*~-c*d4cd?)

ou

bt 2(c )b == fed(c =AYb - (> — d2)?
qui est sous le radical, soit égale & un carré. On la rend telle, en
supposant d'abord :

b=cd

ce qui la réduit & :
—8cdc +d)
et Taisant cnsuite : )

‘ c=24 et d = m=p?
car alors elle devient :

164262 (24 m—p*)?

On trouve, d’aprés cela :
— (20 — )" ok fap(2e’ —p7)

a = = w202 ot A %
(za— B4  Eapte

et

. ( s §) st € e (] T e 208> S 0 fp - B2
enfin 'équation primitive se change en

[ — (204 B) (2 =—P)][& =— (20— B) (2 4 B)][x - 22" — p*][x }-24°][X == '] =0
ou

2 (St mmDt? Brof2 ) 23 (160828028 B2 fr2 2 2 B4y 47 RO %) 0m % 1
=o0
20473 (0! == B7) (4" == B7)(22" — B7)

et on a pour seconde équation :

Lo (o) (e [k (me o B) [ [z e- = 0 ) T

ou

238t 7262 (168" —28°6' 2204 6+ —7 w2 B - %
20 @7 (& — B (4" — B (24" — )

7

La résultante commune de ces deux équations n’a point de racines
Tom. I. ;
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commensurables , et il serait difficile de I'y amener, si toutefois la
chose est possible.

37. Aprés avoir exposé, dans ce qui préceéde , les divers résultats
auxquels je suis parvenu, je crois devoir faire observer qu’on pour-
rait arriver a quelques-uns par des moyens plus simples; mais jai
préféré d’employer des méthodes générales, et de varier autant qu'il
m’a été possible les solutions que j'ai- données.

La question principale, c’est-a-dire, celle de trouver deux équa-
tions du degté 2, qui ne different que par leur dernier terme, et
aient des nombres rationnels pour racines, peut étre envisagée sous
différens points de vue.

1.° 11 est évident, par le théoréme de Newton sur les sommes
des puissances des racines d’'une équation,, qu’elle peut s'énoncer ainsi :

Trouver 27 nombres, tels que les sommes des 1.7¢%, 2,™¢s, 3,m€5
m—1,18

. e

puissances des 72 premiers, soient respectivement égales aux

xres m 2 mes me
sommes des 1.7¢%, 2., 3, s

A (T & puissances des 7z

derniers.

2.° On voit, d’aprés la composition générale des équations, que;
si on a .2z équations du degré m, qui ne différent entre elles que
par leur dernier terme, et soient telles que les sommes des produits
1a21,2a2,343,......... n—1 a n—1 des derniers termes
des n premiéres, soient respectivement égales aux sommes des pro-
duits 131, 2 22, 343, ......... n=1 3 n—1 des derniers
termes des » derniéres, en multipliant entre elles les » premiéres
d’une part, et les »~ dernitres d’autre part, on aura deux équations
du degré mn, qui ne différeront entre elles que par leur dernier

terme. La remarque du n.° 26 rentre, comme cas particulier , dans

ce que je viens de dire,
3.° Lorsqu'on a deux équations complétes en x du degré m, con-

ditionnées comme nous le demandons, on peut, aprés avoir rendu
toutes les racines positives, chercher & les transformer en carrés :
alors, en mettant dans ces équations x> a la place de # , on a deux
équations du degré 27z, décomposables en facteurs de la forme 2%ema?,
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et qui satisfont aux conditions prescrites. Jai, dans le n.° 3o, indiqué
ce moyen comme pouvant servir pour parvenir aux équations P du
sixieme degré , par le moyen d’équations du troisiéme.

4.° Enfin, pour avoir deux équations de degré impair, qui jouissent
de la propriété demandée, il est aisé de se convaincre que, si on
peut se procurer deux équations du degré m , qui, ne différant entre
elles que par leur avant-dernier terme, soient telles que leurs résultantes
aient, comme elles, des racines commensurables, en multipliant la
premiére par la résultante de la seconde divisée par x, et la seconde
par la résultante de la premiére pareillement divisée par #, on aura
deux équations du degré 2m—1, qui n’auront de différence que dans
leur dernier terme. On peut aisément, par cette voie, obtenir des équa=~
tions du troisitme degré, i l'aide de cclles du second.

Ces diverses considérations pourront étre utiles & ceux qui voudront
pousser plus avant les recherches qui font Iobjet de ce mémoire. Je
dois convenir ici que les tentatives que jai faites pour cela ne m’ont
pas réussi ; mais je suis loin de croire qu'on ne puisse trouver, pour
les degrés supérieurs au sixiéme , des équations qui satisfassent aux
conditions prescrites ; je suis persuadé, au contraire, que, si des
personnes versées dans l'analise indéterminée s'occupaient de cette
théorie, elles pourraient y faire des découvertes intéressantes.

( La seconde partie @ un prochain numéro. )
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ELEMEN S DU CALCUL.

De l'identité entre les produits qui résullent des mémes
Jacteurs differemment multipliés entre eux.

Par M. GERGONNE.

fa Va Vo Vo Vi Vi V)

ON sait que , dans une multzplzcatlon numerlque on peut , sans
" changer la valeur du produit , prendre le multiplicande pour mul-
tiplicateur , et réciproquement ; et quen général , lorsquon peut
déterminer le produit de plusieurs facteurs , on peut, a volonté , in-
tervertir , d’une maniére quelconque , Uordre des multiplications qui
doivent conduire au résuliat quon se propose d’obtenir.

Une expenence qm ne s’dtait ]amals démentie , et peut-etre aussi
la difficulté qu'on éprouvait 3 démontrer cette proposition d’'une ma-
niére satisfaisante , I’a fait admettre pendant long-temps au nombre
des propositions évidentes d’elles-mémes. Ce n’est seulement que
dans ces derniers temps qu’en y refléchissant mieux , on a com-
mencé a apercevoir que , loin de pouvoir étre classée parmi les
axiomes , elle offre au contraire , dans son universalité, un fait non
moins singulier qu’il est important, et qui serait méme pour nous
un sujet de surprise si, en cette rencontre comme en beaucoup
d’autres , l’habitude de voir ne devenait un obstacle a notre éton-
nement.

Il n’est personne, & la vérité, parmi ceux & qui les nombres sont
tant soit peu familiers, qui n'apergoive d’une premitre vue que 2

P
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pris 3 fois, et 3 pris 2 fois, font également 6 ; que 3 pris 4 fois, et
4 pris 3 fois, font également 12, et ainsi du reste ; mais il n’est
point du tout évident que, par exemple, il revienne au méme d’a-
jouter 235 fois & lui-méme le nombre 173, ou d’ajouter 172 fois
4 lui - méme le nombre 236; et ces deux opérations, soit quon y
procede par addition ou qu'on y fasse usage de la multiplication,
different trop dans leur marche pour qu'on puisse prévoir a I’avance,
si déja on n'en était averti, quelles doivent conduire au méme
résultat. A plus forte raison la chose cesse-t-elle d’étre claire
d’elle - méme , si I'on admet de plus grands facteurs et en plus grand
nombre , et elle le devient encore moins, si on prend des facteurs
fractionnaires ou irrationnels. Cette propriété est méme tellement
inhérente & la qualité abstraite des nombres, qu’eclle cesse d’étre vraie
du moment qu’on les en dépouille. Ainsi , par exemple, tandis que
la multiplication d’une ligne par un nombre abstrait est unc opération
parfaitement intelligible et facilement exécutable avec la regle et
le compas, celle d’'un nombre abstrait par une ligne n’est , au contraire ,
qu’un étre de raison.

On a donc tres-bien fait de chercher & démontrer , dans les livres
élémentaives , que Je produit de plusieurs facteurs se compose de la
méme maniére de chacun de ces facteurs , ct en est conséquemment
une fonction symétrique ; mais, des démonstrations qu’on a donndes
jusqu’ici de ce principe, la plupart manquent de rigueur , de généra-
litdé ou de simplicité , et les autres sont de véritables paralogismes.
Clest ce quime détermine A présenter ici celle que , depuis plusieurs
années , j’ai adoptée dans mes cours, et qui me parait ne rien laisser
a désirer.

Il est une vérité d’un ordre plus élevé, qui a beaucoup d’analogie
avec celle - 1a, et qui peut étre démontrée par le méme tour de
raisonnement ; je veux parler de l'identité entre les résultats auxquels
on parvient, dans la différentiation des fonctions de plusieurs variables,
en intervertissant d’'une maniére quelconque lordre des différentiations
successives : identité qui, pendant long-temps, a aussi été admise
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sans étre prouvde ; j'en dirai quelque chose, aprés que j’aurai développé
la démonstration que jai principalement en vue.

Cette démonstration suppose qu’on se soit déji assurd de la vérité
de la proposition pour les produits de deux et ceux de trois facteurs
entiers. Le moyen le plus naturel et le plus simple d’y parvenir
est peut=étre de recourir a4 des considérations géométriques , comme
Va fait M. Legendre , dans son Essai sur la théorie des nombres(1) , et
¢ mme jecle faisais déja , dans mes cours,avantque ce savant ouvrage me [iit
connu. Afix de présenter ici une théorie compléte, je vais d’abord traiter
ces deux cas particuliers, aussi brievement qu’il me sera possible.

Deux facteurs ne peuvent étre multipliéss P'un par lautre que
de deux manieres différentes , parce quil n’y a que deux maniéres
de choisir entre eux le multiplicateur, et que, le choix fait, le
multiplicande se trouve de lui-méme déterminé. Quant 2 trois
facteurs , on peut en former le produit de six maniéres différentes,
parce quiil y a trois maniéreg de choisir entre eux le dernier facteur,
et que, dans chaque cas, il y a deux mani¢res de former le produit
des deux premiers. Si donc en prouve qué deux facteurs peuvent
donner deuzx produits, et trois facteurs, siz produits qui soient
égaux , il sera prouvé que Zous les produits, soit de deux, soit de
trois facteurs , sont égaux de quelque maniére qu'on les forme.

Or, soit premiérement un rectangle dont on ait divisé¢ les deux
c6tés d'un méme angle en plusieurs parties ; que l'en congoive, par
les points de division de chacun de ces cotés, des paralleles a Iautre,
ces droites diviseront le rectangle total en rectangles partiels dont
le nombre sera le produit du nombre de ceux qui reposeront sur
la base par le nombre des divisions de la hauteur; et, comme il
en reposera autant sur cette base qu'elle aura de divisions, on pourra
dire , plus simplement, que le nombre des rectangles partiels est
le produit du nombre des divisions de la base par le nombre de

(1) Poyez pages 2 et suivantes,
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celles de lahauteur; et , comme on peut prendre indifféremment pour hau-
teur chacun des co6tds divisés, il en résulte que le nombre de ces
rectangles pourra étre exprimé par deux produits des mémes fac-
teurs, et que conséquemment deux semblables produits sont égaux.

Soit, en second lieu, un parallélipipéde rectangle dont on ait
divisé les trois arétes d'un méme angle en plusieurs parties; que
I'on congoive , par les i)oints de division de chacune , des plans
paralleles a la face qui contient les deux autres, ces plans divise-
ront le parallélipipéde total en parallélipipedes partiels dont e
nombre sera le produit du nombre de ceux qui reposerontsur la base
oti, ce qui revient au méme, du nombre des rectangles compris
dans cette base, par le nombre- des divisions de la hauteur; mais,
cette hauteur peut étre indifféremment chacune des arétes divisées, et,
dans chaque cas, le nombre des rectangles compris dans la base
peut ,. daprés ce qui précede, étre évalué de deux maniéres dif-
férentes ; d’olt T'on voit que le nombre des parallélipipedes partiels,
compris dans le parallélipipede total , pourra étre exprimé par six
produits des trois mémes facteurs , et que conséquemment six
semblables produits sont égaux.

Ayant ainsi prouvé que les produits de deux et de trois facteurs
sont toujours égaux, de quelque maniére qu'on procéde & leur for-
mation, je vais démontrer maintenant que, si I'on était assuré qu’il
en fut ainsi pour les produits de n—=2 et pour ceux de n—1 facteurs,
on serait en droit d’en conclure que la proposition est vraie aussi
pour les divers produits que I’on peut former avec # facteurs donnds..

Soicnt en effet comparés entre cux deux quelconques de cespro-
duits ; ou ils auront le méme dernier facteur, ou bien le dernier
facteur sera différent dans chacun. Dans le premier cas, I'avant-
dernicr produit sera le méme de part et d’autre, puisqu’il pro-
viendra de la multiplication des n7——1 mémes facteurs; on aura donc, de
part et d'autre, & la derniere multiplication , méme multiplicande
et méme multiplicateur , et conséquemment méme résultat.

Si, au contraire , le dernier facteur n’est pas le méme dans les
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deux produits; on pourra, sans rien changer a leur valeur, amener
a lavant-derniére place , dans chacun, le facteur qui se trouve le
dernier dans l’autre; car on ne fera ainsi qu’intervertir l'ordre des
multiplications entre les 7 «= 1 mémes facteurs; alors, de part et
d’autre , les deux derniers facteurs seront les mémes, et se pré-
senteront seulement dans un ordre inverse; et comme, de part et
d’autre aussi, les facteurs qui précéderont les deux derniers serent
les mémes, et en nombre 7z — 2, ils donneront le méme produit :
considérant donc ce produit comme un méme premier facteur,
il restera & former deux produits des trois mémes facteurs ;
produits qui, d’aprés ce qui précede , seront néeessaircment égaux.

Il est donc prouvé maintenant que la proposition serait vraie
pour n facteurs, si Uon était certain qu'elle le fut pour » —2 et
n = 1 facteurs; mais, puisqu’elle est vraie pour 2 et 3 facteurs, elle
doit V'étre pour 4; Pétant pour 3 et 4, clle le sera pour 5, et ainsi de
suite: elle est donc générale.

Voila pour ce qui concerne les nombres entiers, considérés abs-
traction faite de leur signe; et , comme il est aisé de prouver, & priori,
que le signe du produit de plusicurs facteurs dépend uniquement du
nombre des facteurs négatifs, et non point du rang suivant lequel ils
se présentent , on en peut conclure que, méme en ayant égard 2
leur signe, le produit de plusieurs facteurs entiers est encore une
fonction symétrique de ces facteurs; enfin, les régles de la multi~
plication des facteurs, soit fractionpaires, soit radicaux , prouvent que
le méme principe leur est également applicable.

De la il est facile de conclure, 1.° que, 57 plusieurs nombres doi-
vent étre combinés entre eux uniquement par voie de multiplication
et de division, on peut intervertir, comme on le voudra, lordre
des opérations qui doivent conduire au résultat, pourvu qu’on opére
constamment de la méme maniére avec les mémes nombres; 2.° que,
si Uon doit élever successivement un méme nombre & diverses puis-
sances , et en extraire diverses racines , on peul aussi, sans altérer
lerésultat final ,intervertir , commewn le voudru ,l’ordre des opérations.

Voici
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Voici encore une autre proposition dépendant des mémes principes,
et qui, bien quon la suppose tacitement dans une multitude de cal-
culs, ne se trouve néanmoins démontree ni méme énoncée nulle part :
cest que, si l'on a @ former le produit de plusicurs facteurs, on
peut , pour parvenir au but, distribuer d’abord ces facteurs en plu-
sieurs groupes , prendre ensuite séparément le produit des facteurs
de chaque groupe, ct multiplier enfin enire eux les produits ainsi
déterminés.
Supposons , en effet, qu'il soit question de prouver que

abe ... ka'b/c! ..k = (abe... k)X (@'bc ... k)

on y parviendra par cette suite d’équations, conséquences nécessaires
les unes des autres , et du principe fondamental que nous avons
établi : ' '
abe ... ka'b’c! ..k = (abc...k)a'blc! .. K/
(abe ... k)a’blc! .. .k = a'b/c! ... K/ (abc... k)
a'blc! ... k/(abe... k) = (a’ble! ... k) abe.. . k)
@bl ...k abe.. . k) = (abe...k) X (a/b/c! ... k)

lesquelles , étant multipliées entre elles, donneront, par la suppres=
sion des facteurs identiquement les mémes dans les deux membres,
I'équation qu’il s'agissait d’établir. En procédant de proche en proche,
on parviendra & prouver généralement que

abc .. ka'blc! . klablicl! . K. .= (abc ... k)X (@bl .. . KYR@"bC! .. KK oo

Je reviens actuellement aux coefliciens différentiels des fonctions
de plusieurs variables. Soit z une fonction de tant de variables #, #,
#, «.... qu'on voudra; on prouvera facilement, par la comparaison
des divers développemens dont la fonction varide relative & deux ek
a trois variables est susceptible , que

d2z _ dzz
dide ~ duds

Tom. I. &
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Adady © Gdidy © Ddvde . Qydidw  dudeds . dpdude

et, une fois la vérité de ces propositions reconnue , un raisonnement
absolument pareil & celui quia été appliqué plus haut aux produits
des facteurs entiers et positifs , dont le nombre excéde trois, prouvera
que généralement /z forme d’un coefficient différentiel d'une fonction ,
guel que soit Pordre de ce coefficient, et quelles que soient les va-
riables auxquelles il est relatif , est tout & fait indépendante de la

maniére dont on fait succéder les unes aux autres les différentia-
tions nécessaires pour [lobtenir.

-~

STATIQUE.

Sur une nouvelle forme de léquation de la chainette
uniformement pesante.

Par M. GERGONNE.

\
[a Vi Vo Vo la Vo ¥

ON sait qu'en désignant par 2 les coordonnées horisontales , et par
¥ les coordonnées verticales, et prenant x pour la variable indépen-

dante , I'équation différentielle de la chainette uniformément pe-
sante est :

bd*y 4-dzy/ da*4-dy* =0

dans laquelle 5 est une constante arbitraire.
On intégre ordinairement cette équation, en rendant ses deux mem-~
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bres , par des transformations, des différentielles exactes; on obtient
ainsi pour Véquation primitive de la courbe :

=25 {Log. [@—y)— v (e—y)—b]4c}) (1)

Cette équation , bien qu'assez simple, est d'une forme assez peun
symétrique , tandis que, par une autre voie que je vais indiquer,
on peut en obtenir une qui me parait beaucoup plus élégante , et qui,
pour cette raison, serait peut-étre plus propre a mettre en évidence
la nature et les propriétés de la courbe funiculaire.

1

En changeant, dans I’équation différentielle ci-dessus, ben — — | ce
(2

qui est permis , et formant les coefficiens différentiels, il vient =

d’y dy \2
- = a ! —
m=c P+ (L)

. dy
faisant ensuite — = on a:
=7

a — . d
—pza‘/l—{-—p" d’ol adr = —F—
dx i
¢e qui donne en intégrant :

ax =b—Log.(y 1+p*—p)

dol

b——ax

Vitp =p-te

Quarrant et tirant Ja valeur de p, il vient:

dy I —(b—0x)  (bm-p]
—_—— ! —_—
p ou In S }

ce qui donne, en intégrant de nouveau :

(0—ax) ——(b—sx¥

2ay-tc=e e

(1) Voyez le Traité élémentaire de Méchanigue de M, Franceeur.
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Telle est la forme sous laquelle se présente alors I'dquation primitive
de la courbe; elle renferme, comme Fon voit, trois constantes ar-
bitraires qui ne peuvent étre détermindes que par un méme nombre
de conditions distinctes. On peut , au surplus, A cette équation subs-
tituer la suivante dont la forme est assez remarquable : |

J—g —
g( ax)__ ;

1
2ay-=4-c —

I

20y=4¢ —

2ay-}c — etc.

En faisant dans Péquation , considérée sous sa premietre f[orme,
(b—ax)
¢ =z, on en déduit ces deux-ci :

Log. z=b—ax 22— (2ay-c)z41=0

ce qui offre le moyen de construire la courbe par points, & laide
d’une logarithmique et d’une hyperbole équilatérale , lorsque les cons-
tantes @, b, ¢, sont connues.

Les conditions qui se présentent 3 la fois le plus naturellement
et le plus utilement pour la détermination de ces trois constantes,
sont la longueur de la chainette et la situation de ses deux extré-
mités ; soit donc pris 'une de ces extrémités pour origine ; soit
a/ et ¥/ les coordonnées de I'autre , et soit % la longueur de la courbe

entre ces deux points, en différentiant I'équation de la courbe, il
vient, comme nous l'avons déja vu:

- dy . —(b—ax) (b—ex)
—_—= e — €
de 2 { %

I\ 2 —(b—ax)  (b=—ax) 3.
14 _y) :.-—I—g\e - e %
dx 4 :

done
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T o~ —(b=—0x)  (ba=—x)
ds = deI—}-(%z-;):é_dxge +e }

en intégrant entre x=o0 et x=z’, s devyra se changer en k, etil
viendra ;

—b/ ax! b/ —ax!
(I) 2ak=e e —1)—e \e —1

de plus, les coordonndes des deux extrémités de la courbe devant
satisfaire & son équation , on aura :

' [ Z— (o—ax') —(ba——z")
(I1) c=¢ ~te (ur) 20y’ 4-c=e -+e

Telles sont les équations qui serviront a déterminer les trois cons-
tantesa, b, c.

En prenant la différence entre les deux dernitres, il vient:

ax! 13 — !
(IV) 2a_y’=e (e—x)-{—e e — 1)

prenant alors la demi-somme et la demi-différence des équations (T)
et (IV), il viendra:

~bf ax' -— ax’
& o D) zaran oy ) =a—n
multipliant enfin ces deux derniéres équations membre 3 membre , on
aura :
N ax! —ax!
e e =2—a*(y?—k*)

Or on a, comme l'on sait (1):

f
ax' ax! a’x/’? —ax! ax! a’*x'*

e :I+ I + 1.2—‘— ----- e =1— 1 '“Jr‘ 1.2 T asoe

(1) Voyez le Complément d’.Algébre-de M., Lacroix.
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on aura donc, en substituant , réduisant et transposant :
xls 13

ol hE dnr/2 -——- a2 P A
(2" 4y")= +3 4eb5. +3.4.5-6-7-8a Foes

par la méthode inverse des séries, on pourra tirer de cette équation
la valeur de @; Yéquation (V) donnera ensnite :

ax’!

b = Log. (e —-—1) —Log.a (y/+ k)

et on aura enfin ¢ par Péquation (II).

QUESTIONS PROPOSEES.
Théoréeme de Géomélrie.

SI des droites, au nombre de plus de trois, sont tracées sur
un méme plan, elles se couperont en divers points, et, en prenant
deux & deux, de toutes les maniéres possibles , ceux de ces points
qui n'appartiendront pas & une méme droite; on pourra y faire passer
de nouvelles droites qui se couperont et couperont les premiéres en
de nouveaux points : opérant sur ces droites, considérées conjointement
avec les premiers, comme on avait fait sur celles-ci, on formera
une troisitme série de droites et de points, et cette troisiéme série
pourra, par un semblable procédé , donner naissance a une quatriéme,
Ppuis & une cinquiéme , et ainsi de suite ; de maniére qu’,én général
le nombre, tant des points que des droites du systéme , pourra étre
augmenté indéfiniment, .

Ces choses ainsi entendues, soit tracé sur un méme plan deux systémes
€S) et (=) composés V'un et Vautre de 7 droites, m étant au moins
€gal A trois; soit ensuite déduis des 7 droites de chaque systeme,
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de la maniére qui vient d'étre expliquée, tant de séries de droites
et de points qu'on voudra; soit alors désigné par &, &/, 4/, ....
toutes les droites du premier sysitme, et par g, 3/, 3/, .... leurs
correspondantes dansle second ; soit en outre désigné par p,p/, p”/, ....
les points du premier systtme et par =, =/, =/, .,.. leurs corres—
pondans dans le second; soit enfin désigné par D, D/, D/, .... de
nouvelles dreites indéfinies qui passent par les points correspondans
des deux systemes (1).

Cela posé, on propose de démontrer 1.° que , le systéme (S)
étant construit arbitrairement, il est toujours possible de construire
le systtme (=) de telle”mani¢re que, dans la série des droites
D, D7, D7,....il s’en trouve 2m—3 qui soient paralléles ou qui
concourent en un méme point ; 2.° que, il en est ainsi, toutes les
autres droites de la série D, D/, D/, ..., lesquelles pourront se
trouver en nombre infini, seront d’elles-mémes paralleles aux pre-
miéres , ou concourront au méme point qu’elles ; 3.° enfin que, dans
la méme hypothése, les points de concours des droites correspon-
dantes des deux systémes, telles que det y, d’et 8/, d/ et 3/, ....,

lesquels points pourront étre aussi en nombre infini, seront tous situés
sur une méme droite.

(1) Pour se former une idée nette de ces notations et de ce qwon entend ici
par points correspondans et droites correspondantes dans les deux systémes, on
peut supposer qu'on a d’abord désigné arbitrairement par les m premiéres lettres
d, d, dr, ... lesm droites primitives du systtme (S), et par les m premiéres
lettres &, &, &, .... les m droites primitives du systéme (=) ; regardant alors
comme droites correspondantes, dans les deux systémes, celles qui se trouveront
désignées par d et & affectés des mémes accens, on considérera comme points
correspondans ceux qui seront déterminés par Pintersection des droites correspondantes,
et on les désignera par p et = affectds d’'un pareil nombre d’accens: on considérera
également comme de nouvelles droites correspondantes, celles qui seront assujetties
4 passer par des points correspondans, et on continuera a les designer par les
letires d et & affectées des mémes accens; joignant enfin, par des droiles indé-
finies , les points correspondans des deux systémes, on désignera par D celle
qui joindra p et =, par D’ celle qui joindra p/ el @', et ainsi de suite,



64 QUESTIONS PROPOSEES,
Porismes.

I

Un cercle étant donné et un point étant donné arbitrairement sur sort
plan et dans son intérieur , il y a toujours une longueur, et une seule
longueur, laquelle étant prise pour rayon d’un nouveau cercle ayant
pour centre le point donné, il arrivera qu'un méme triangle pourra(
étre a la fois inscrit au premier des deux cercles, et circonscrit au second.

IL

Un cercle étant donné et un point étant donné arbitrairement sur
son plan, il y a toujours une longueur, et une seule longueur, la-
quelle étant prise pour rayon d’un nouveau cercle ayant pour
centre le point donné, il arrivera qu'un méme triangle pourra étre &
Ja fois circonscrit au premier des deux cercles, et inscrit au second.
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ACOUSTIQUE.

Consideérations sur les bases pliysico-mathématiques de
lart musical.

Par M. G. M. Raymonp , principal du collége de Chambéri ,
membre de plusieurs sociétés savantes.

la Wa Slg Vo Vi Vg W)

L’EXPERIENCE a fait voir que les recherches des savans dans I'dtude
de la nature sont rarement infructueuses, et que cclles dont l'objct
semble le plus ¢loigné d’atteindre & quelque utilité réelle , jettent tot
ou tard une lumitre nouvelle dans la pratique des arts. Combien de
phénomenes long-temps isolés, dépourvus em apparence de tout in-
térét, et ne paraissant offrir que le fruit stérile de quelques obser-
vations oiseuses , ont fini par se rattacher & des doctrines importantes,
et par conduire a des conséquences inattendues qui ont exercé une
influence directe et féconde sur les moyens de satisfaire aux besoins
de 'homme ou d’augmenter ses jouissances !

Telle sera vraisemblablement la destinée des découvertes que les no-
dernes ont faites dans ' Acoustique , relativement aux bases physico-ma-
thématiques dé I'art musical. Voici quelques légers apercus sur cet objet.

Des savans trés-versés dans la connaissance des auteurs qui ont traité
de la musique des anciens , ont pensé qu’il a existé un systéme mu-
sical commun aux Egyptiens, aux Chinois et aux Grecs; que ce
systéme était uniquement fondé sur la progression triple et sur Fi-

dentité des octaves, €est-d-dire, sur le sacré quaternaire 1, », 3, 4,

Tom., 1. 9
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qui donne 1 et 2, rapport de Poctave ; 1 et 3, rapport de la douzidme;
2 et 3, rapport dc la quinte; 3 et 4, rapport de la quarte; 1 et 4,
rapport de la double octave; dou il Sensuivait que le diagramme
déduit de ce principe ne contenait que des tons égaux dans le rapport

%, une tierce majeurc dans le rapport %, et une tierce mineure

dans celui de :—7;; ce qui exclnait nécessairement les tierces et les
sixtes du nombre des consonnances. Les mémes auteurs ont pensé
que tel ctait le systéme de Pythagore, et que les modifications in-
troduites par Didyme ct Ptolémée ne furent que des erreurs qui
furent ensuite répétées par Zarlin, et propagées a tort comme des
principes lids au systéme musical des anciens Grecs.

Quoi qu'il en soit, Ptolémée substitua le rapport 4, pour la tierce

majeure, au rapport g—f , ct rendit ainsi cet intervalle conforme au

résultat des expériences modernes d’Acoustique, dont on a refusé la
connaissance aux Grecs. D’autres savans non moins éclairés assurent
qu'en cela Ptolémde ne fit que rétablir les véritables principes du
systtme primitif des Grecs.

Les modernes ont découvert que le son d’une corde vibrante n’est
pas un son simple, mais que d’autres sons coexistent avec lui : celte
coexistence de sons a donné le fondement de V'accord parfait qui
était déjd usité dans les orgues: or il parait que cet instrument a
été introduit en Europe dés le septieme siécle.

Rameau, ¢tudiant son art en philosophe, cherchait dans la nature
quelque principe plus satisfaisant que tout ce qu'il avait vu jusqu’alors.
Il fut frappé de la résonnance des sons harmoniques qu’il remarqua
dans la corde vibrante , phénomene dejd connu, comme on le voit
dans les écrits des Mersenne et Wallis, Rameau ne soupgonna que
deux sons aigus réunis au son fondamental, la douzieme et la dix-
septitme majeure, sol (3), mi (5) (). 1l parait qu'en 1749 les
commissaires de 'académic des sciences, chargés d’examiner le prin-

(@) Démonstration du principe de I Harmonie, etc.: Paris 1750 , pag. 15 et suiv.
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cipe de Rameau, ct au nombre desquels était d’Alembert, n'en soup-
gonnaient pas davantage (). Mais on sait que le son fondamental
d’une corde vibrante entraine la coexistence d’une série de sons aigus
représentés , quant au nombre des vibrations simultanées , par la suite
indefinie des nombres naturels 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 , 8, etc., tels
qu'on les obtient en divisant le monccorde selon cette méme suite de
parties.

Rameau avait cru trouver dans le fait de la résonnance harmonicuse
de la corde vibrante , le fondement de toute la musique, et le germe
de toutes ses régles : on sait comment il ena dérivé son fameux systeme
de la Basse fondamentale.

Tartini fit revivre en Italie une expérience déji connue en Alle~
. magne et en Irance, celle de la reproduction du son générateur par
la résonnance simultanée de deux quclconques de ses produits : ex-
périence qui présentait unc sorte de démonstration inverse du premier
principe de la résonnance, et de laquelle Tartini a déduit un systeme
ingénisux.

D’autres systémes analogues, différens ou méme opposés entre cux ,
ont paru successivement, et on a cherché, par une infinitd de voies,
quels devaient étre les élémens primitifs de la musique.

L’abb¢ Feytou nous parait étre celui qui a répandu le plus de jour
sur cette matiére, par une suite d’expériences judicieuses et par les
raisonnemens qu’il a employés a en développer ct & en appliquer les
conséquences. 1l a pris pour fondement de sa théoric le fait de Ia
coexistence des sons aigus 2, 3, 4, 5, G, 7 et 8, etc., dans le
son fondamental pris pour unité. On a contesté plus d’une fois la
légitimit¢ de cette base , non quant & la certitude du fait, mais quant
4 son importance et & ses applications.

M. Chladni, savant physicien, & qui l'on doit des découvertes aussi
neuves quintéressantes dans la physique du sen,; et qui vient de

(a) Rapport fait & I' Académie royale des sciences, le 10 décembre 174g.
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donner 4 I’Acoustique une face toute nouvelle (2), pense que la
coexistence des sons dans une corde vibrante ne peut point étre con-
sidérée comme la base de l’ham_}onie. Nous allons exposer en peu de
mots les raisons sur lesquelles est appuyé son sentiment, et nous
hasarderons la-dessus quelques observations.

I ¢lasticité dans les corps est une qualité indispensable pour la pro-
duction, comme pour la propagation du son. Or, I'élasticité a pour
cause ou la zension des corps flexibles ct non rigides, ou la com-
pression , ou le ressort naturel des corps douds d’une rigidité interne,
Les corps sonores, affectés de 'une de ces trois sortes d’élasticité ,
peuvent étre considérés sous plusicurs dimensions. Les corps non ri-
gides d’'une seule ou de deux dimensions, sont les cordes et les
membranes tendues ; les corps naturellement élastiques sont des verges
ou des plaques de matitre rigide et & ressort. La différence dans
les causes de D'élasticité en apporte une trés-grande dans les lois des
vibrations sonores : de la une multitude de phénomenes curieux dont
chaque ordre est déterminé par la nature du corps sonore mis en
action. .

La loi des sons coexistans dans celui d’une corde vibrante non

rigide est, comme nous 'avons dit, quant au nombre des vibrations,

celle des nombres,
o I -
I, 2, 9, 47 0767 /787etc'$

et, quant aux longueurs des parties vibrantes, celle des rapports,

N

LA S S S A 4
3 T 70 52 G 79 §a ele

Les vibrations d'une membrane tendue semblent présenter quelque
analogie avee celles du cas linéaire ; mais, dauvs Pétat actuel de I'A-

(@) Voyez son Traité & Acoustique 3 Favis, chez Courcier, 1809 ; et le Rapport
fait 2 PInstitut par la classe des Sciences mathématiques et physiques, et par celle
des Beaux-Aris , dans les séances des 13 [évrier et 18 mars 1809,
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couslique , on n'a pas encore assez dexpériences pour établir une
théorie certaine.

Si Von fait résonner avec un archet une verge élastique Sieée par

une extrémité sculement, et mettant 3 part le son le plus grave,

les vitesses des autres'sons, a compter ainsi du deuxiéme, suivent
la loi des nombres,

‘ (_3)27 (5)29 (7)1, (9)2, etc.

Si la verge est seulement appuyée @ l'une des extrémités , 1'autre
restant libre, les vitesses des sons suivent alors la loi des nombres,

Gy (@ (13, (17)% (21)%, ete.
Si les deux extrémités sont libres , la loi est celle des nombres,
(3% (5% (7)% (9)% ete.
Siles deux extrémités sont appuyces , la loi est celle des nombres,
(1% (2% (3% (4)% (5)7 ete.

Si les deux exirémités sont fizées, la loi est de nouveau celle
des nombres,

3% (5)% (7)% (9)% ete.

‘Enfin, si Vune des extrémités est fizie, et Yautre appuyée, la
loi est celle des nombres,

(5)% (9)% (x3)*, (17)% (21)%, ete.

Les vibrations des cerges courbes, celles des _fourches , des anncauzx ,
donnent aussi des lois trés-différentes entre clles, selon les cas.
Si nous passons ensuile aux plaques planes ou courbes, nous trou-

verons une variété presque infinie de phénomenes assujettis a des
lois particulitres.

1l résulte de ce court exposé que le phénomene de la corde vi-

brante n’est qu’un cas particulier parmi les lois nombreuses que pré-



no PRINCIPE

sentent les vibrations des corps sonores ; d’ott M., Chladni conclut qu’on
ne saurait prendre pour base de toute 'harmonic, une loi tirée d’un
scul phénomeéne naturel , tandis qu’une multitude d’autres’ phénomenes
analogues présentent d’autres lois trés-différentes et tout aussi natu-
relles que la premiere. 1l pense donc que le seul fondement que’l’orr
puisse douner & 'harmonic , est lu plus ou moins grande simplicité
des rapports numériques (a).

Mais,, en admettant, si on veut, ce principe, ne serait-il pas
permis de dire que, parmi les divers ordres de phénomenes que pré-
sentent les corps sonores, celui-la peut étre pris pour base de I'har-
monie, qui donne les rapports numdriques les plus simples ? Or ,
si la corde vibrante donne en effet les rapports les plus simples, et
si la coexistence des sons qu'elle contient ne nous plait qu'a cause
de la grande simplicité des rapports numériques de ces sons, ne
sommes- nous pas conduits, en vertu méme du principe de M. Chladui,
A une conséquence exactement opposée & son assertion ainsi conglje,_
que le monocorde ne peut pas servir pour établir les principes de
lharmonte () 7 M. Chladni ne révoque point en doute que les rap-
ports qui doivent étre pris pour bases de 'harmonie, ne soient ceux
des nombres,

i, 2,3, 4, 5, 6, elc.,

Ioi des sons coexistans dans le monocorde ; ainsi il serait rigoureu-
sement vrai que c’est dans le monocorde quil faudrait chercher les
principes de la seule harmonic avouée par loreille.

Et en effet, les corps flexibles paraissent étre les seuls dont les
sons s'accommodent également & tous les organes, et plaisent le plus
généralement. L’élasticité produite enti¢rement par la tension serait
ainsi la source par excellence des sons vraiment musicaux. On sait
qhe les corps doués de la plus grande mesure de rigidité naturelle ,

(@) Traité & Acoustique, pag. 11 el 251,
(&) Ibid. pag, 11.
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tels que les cloches, le verre, ete., rendent des sons ou ‘peu har-
monicux , ou susceptibles d’agacer trop fortement les nerls: toutle
monde ne supporte pas les sons de 'harmonica, et ceux des cloches
se prétent trés-peu a la mélodie, et moins encore aux accords. Les
cordes de métal que l'on adapte & quelques instrumens , ayant une
certaine mesure d’élasticité naturelle , participent de la nature des
corps sonores & ressort; aussi ces cordes rendent-elles toujeurs un
son plus dur que les cordes de¢ soic ou & boyau: cependant on plie
leurs sons au systéme musical recu, en leur donnant par la tension
le complément d’elasticité nécessaire a la production du son, ce qui
les fait reatrer en grande partie dans la classe des corps flexibles,
quoique jamais elles ne puissent obtenir dans leur timbre ce moelleux,
ce velouté si agréable qui caractérise les sons d’'une bonne corde
flexible.

Quant au son des tuyaux d’orgue et des instrumens A vent, en
géncral , il est produit par des vibrations longitudinales de I'air contenu
daus leur canal, et ces vibrations suivent la loi des vibrations Zon-
gitudinales des verges, ce qui revient a celle des cordes flexibles,
et ce qui donne au son de ces instrumens le caractére fondamental
des sons musicaux proprement dits.. Et remarquons que, il se méle
4 ce son quelque résultat des vibrations qu’exécutent les parois de
Vinstrument, on voit aussi que le son en est d’autant plus doux que
la substance de l'instrument cst moins rigide par elleméme. On n’a
qu'd comparer les sons de la flite, du haut-bois, du cor, de la
trompette,, ccux des tuyaux d'orgue construits en bois, en plomb,
en étain, en étoffe () ou en fer-blanc, et I'on verra que par-tout
on rctrouve le méme principe sur la cause vraisemblable du caractére
musical que nous attribuons aux sons reconnus comme tels.

Il semble donc qu’on peut poser en fait que tout instrument,
camposé de corps sonores a ressort naturel suffisant pour produire le
son, sera pcu propre a rendre la musique telle qu'elle est constitude,

(2) Mélange d’étain et de plomb.
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et si quelques instrumens de cette nature, chefs-d’ceuvre de Iindustrie,
paraissent faire exception , nous croyons pouvoir assurer quils ne
plairont pas universellement (2). N’cst-il pas naturel d’attribuer” cette
grande diflérence d’effets entre les corps flexibles et cecux & ressort,
la nature intime et propre de leurs sons respectifs, c'est-a-dire,
effet total et simultané des sons aigus coexistans dans les uns et
dans les autres 7 L’expérience prouve que la résonnance simultanée
des sons 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc., conslitue la plénitude du son
qui parait le plus pur et donne le plus beau des accords ; I'expérience
prouve de méme que la résonnance simultande des sons établis sur

toute autre séric, ne produit plus le méme eflet et ne peut contenter
Voreille.

(O

avs

M. Chladni convient qu’il n'y a pas moyen , dans aucune espéce
de corps sonores, d’empécher la coexistence des sons aigus, tant que
subsiste le son fondamental : on peut seulement isoler les premiers
en touchant les nceuds des cordes ou des verges vibrantes, ou les
lignes nodales des plaques et des cloches, et il avoue que cette
coéxistence est peu harmonicuse dans tous les cas ol la série des
sons n'est pas celle de la suite naturelle des nombres, laquelle est
la seule qui satisfasse pleinement l'oreille. Ainsi cette cocxistence qui,
loin d’étre un inconvénient dans le son des corps flexibles, dont elte
constitue au contraire la beauté , cette coexistence est un inconvénient
inhérent au son de tous les autres corps sonores, et semble ainsi les
exclure du domaine de l'art musical.

Ici, comme en beaucoup d’autres choses , I'instinct a donc dévancé
la science ; par-tout le sentiment a fait choisir les corps flexibles
de préférence aux autres. Lies corps élastiques n’ont .jamais été in-

(a) Les membres de la classe des Beaux - Arts de lInstitut, et ceux de la
premiere classe 4 qui ils étaient réunis pour examiner le Clavi- Cylindre de M-
Chladni, ces commissaires & cui on ne peut contester la qualité de connaisseurs
en ce genre, nont pu s'empécher, tout en rendant juslice aux diverses sortes

de mérite de cet instrument , d’y reconnaitre sur ~ tout un caraciére de mélancolie
et de tristesse.

troduits
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treduits dans la mhsxque qu'avéc beaucoup de rdserve ; et ils ont
-yaremeént ‘été -sans iftconvérient! SR e

‘Ces ‘considéritions nod's semblént jeter un g{_“'a'nd' jour sur les vraiés
bases de '’harmonie , et nous paraissent Bien propres 2 justifier emploi
-du monocorde pours déterminer les premiers élémens de l'art, comme
‘2 confirmer, en conséquence ,’ I légitimité ‘des principes que la
muanue moderne a adoptés, & l'exclusion de toute théorie abstraite,
uniquement' établie’ sur des rapports’ manlmes que 'ame ne consuIte
jamais-en mati¢re de sentiment. '’

Pourquoi le -plein jeu de orgué - parait-il “offiir une série de sons
individuels, se prétant aux mémes emplms que si chacun d’eux était
un son unique ‘et ‘simple , qfumqu il soit composé en lui-méme de
cmq sons simultands ? Clest que chaque groupe de sons, affecte a
chaque degré de Yéchelle, est une imitation du procédé de la nature:
dans la prodaction de T'espéce "de son le plus harmonieux. Si l'on
s’avisait de former artificiéllement des sons complexes, en y employant
les données fournies par'la résonnance des cmps naturellement élas-

txquqs - tels” que les-sons’,

bien @y, (5) (/)s (9)’ (u), ete.

) (5, (9 (137 (17 (1), ete.

-et que 'on établit urie’ échelle diaton?que-et chromatique avec des sons
ainsi composés, on n’obtiendrait vraisemblablement qu’une affreuse
cacophonie. Cette expériénce assez curieuse, et qui mériterait d'étre
‘tentée , mettrait dans tout son jour la différence intime et trés-im-.
portante qui régne entre les corps sonores flexibles, et ceux & ressort,
envisagési comme producteurs des sons & employer dans la musique.

Ceci pourrait conduire 4 la solution de cette question, savoir, si
les intonnations réglées sur la loi de la progression triple’," seraient
plus . naturelles que Ies nétres, comme le pense 'abbé Roussier. Pour
résoudre cette question , on a recherché quelles étaieut les intonna-

tions des anciens, et parce quon a cru voir que leur diagramme

Tom. I. ! 10
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dérivait de la progress:on triple , on en a conclu que le chant fondé
“sur ce puncnpe est en effet le plus naturel,  Thomme. Le vice de ce
raisonnement est manifeste , et .une telle question ne peut étre tranchée
par de simples autorités historiques, qui d’ailleurs sont sujettes A
contestation. Jairnerais mieux que V'on consultat le chant des sauvages

qui n'auraient eu aucune relat\on avec les peuples polxces , et dont

on pourrait attribuer les intonnations plutot a l'instinct.de la nature

quau pouvoir de lhabltude et encore les résultats d’'une telle ob-
servation ne pourralent—lls étre ugaxdes comme perempton‘es.
Supposons qu’il sagxsse d’entonner successwement les deux sons
ut, mi; ce dermer étant consxdu‘e comme un produit de la pro-
gression triple, aura pour expression numeérique 81 ,.comme quatri¢me
douziéme 3 la suite de 'z fondamental pris pour unité; et rapproch,é

ensuite de six oclaves, il forme avec l'uz Vintervalle 64, 81. Or.,

la résonnance de l'uz entraine celle d'un m7 (80) ; et lon peut dire,

sans aucune prévention systématique, que Voreille est déja. disposée &
la sensation de ce mi, dont 'z lui a donné, en quelque sorte, le
sentiment ; tandis qu’il n’est nullement raisonnable de penser que le
sentiment de la douzi¢me soit assez fort pour licr la sensation du mi
(81) & celle de V'uz, y ayant ici quatre générations consécutives dont
il est impossible & V'oreille de se rendre compte. Dans le premier cas,

il y a sensation immédiate du m:z dans celle de 'uz; et, dans le se-

cond, il n’y a qu'un rapport €loigné que I'esprit.seul peut apercevoir:,
et dont le résultat est combattu par le sentiment actuel qui nait de
la résonnance, et qui exclut celui d'un produit sans analogie avec elle.
Dot l'on peut conclure qu'un diagramme entiérement -déduit de
la progression triple ne présente qu’une suite de sons indépendans, ne

tenant & aucun.systtme commun , et n’ayant entre eux aucune liaison

directe fondée surla scnsation ; que ces sons, étant rendus librement

par les cordes harmonieuses d’un instrument, manifesteraient a V'oreille

dans certaines transitions, l'incohérence , opposition méme qui résul-
teraient de leur nature respective et intrinseque , telle serait , entr’autres,
la résonnance successive des cordes uz (64) et mi (81); qu'en con-
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séquence , il est peu vraisemblable que la progression triple ait été en
effet le principe fondamental , primitif et unique de toute la musique
des anciens; et particulierement de celle des Greces, qui avaient une
si grande délicatesse d'organes. _

Il paréitrait ‘bien résulter de quelques autorités imposantes, que le
systeme de Pythagore‘ était uniquement fondd sur la progression triple.
Mais les' Pythagoriciens-ont été accusés de n’avoir consulté que quel-
ques préjugés métaphysiques sur les propriétés des nombres, et on
leur a -contesté d’avoir professé les' vrais principes de la musique pri-
mitive. D’autres autorités leur attribuent une doctrine analogue 4 celle
de Dydime et de Ptolémée, et croient avoir découvert dans la ré-
sonnance de la corde vibrante , ou, cé qui revient au méme, dans
les divisions naturelles et indéfinies du monocorde, les vrais principes
de Pythagore (a). ,

Résumons maintenant les points principaux qui sembleraient résulter
des observations que :uous venons de faire........

1.° Les sons les plus beaux au jugement de tout le monde, les
sons les plus généralement gotitds-, sont ceux que produisent les cort)s
flexiblés tendus, et les instrumens & vent, c’est-i-dire , les sons
formés de la coexistence des ordres de vibrations, représentés par la
série naturelle des nombres 1, 2, 3, 4,5, 6, etc. La coexistence
des sons assujettis & cette lol ne se trouvant que dans les deux classes
de corps sonores dont il‘s’agit , ces corps scraient donc les seuls

(@) En rendant justice aux connaissances étendues et A la profonde érudition
qui régnent dans le savant mémoire de PAbbé Roussier, sur la musique des anciens,
je ne puis m’empécher d'y voir une longue preuve de linfluence que lesprit de
systétme peut exercer sur les meilleurs esprits. Rien de plus remarquable que les
efforts de ce savant, dominé par le systéme si souvent faux des causes les plus
simples et de lunité de principe , pour ramener toutes les bases de l'art musical

1 . . . . .
aurapport -, duquel il ne pense pas quil soit possible de s’écarter sans violer
toutes les régles d’une saine logique. Selon lui, toutes les expériences d’Acoustique

sont fausses ou superflues ; il n’en reconnait aucune , et Iunité du rapport L doit étre
.. . 3
la seule régle du musicien philosophe.
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propres % fournir les matériaux primitifs: de Iart. musical .(2).
2.° Le fondement de tous les accords adoptés par Toreille est dans
la série naturelle des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6,: ete. ;.' et cette
série serait ainsi la base naturelle de 1’harm0me,.
3.° Les, corps sonores rigides ne pourrajent étre employés dans Ia
mllSIqUC que par une sorte de tolérance, et dans le cas seulement
ol ce que leur résonnance individuelle renferme de contrdgire d celle
des corps flexibles, serait dominé et, neutralisé par influence majeure
da systtme de ces derniers; et .alors on pourrait “dire. que Loreille
préocenpée du systeme de résonnance auquel «clle se complait exclu-
sivement, et qui laffecte habituellement , se- ferait illusion' sur des
exceptions faibles qui rentreraient dans le systtme dominant, Les corps
rigides ne joueraient plus alors qu’un réle analogue. & celui des autres;
et 'on n'y distinguerait autre chose qu’une différence de timbre , qut,
par son caractére particulier, apporterait une expression, nouvelle dans
Pensemble, et concourait 41’expression totale par ¢. tte variété de nuances,
4.° Si I'on construit des instrumens de musjqu avec des corps
naturellement élastiques, on pourrait dire que loreille se préte vo-
lontiers a lillusion qui lui fait prendre les sons qui en résultent,
Pour des sons mdwxducls susvepubles d’étre combmes tant en mélodse
qu'en harmonie ; mais il West pas moins vrai que ces mstrumens por=-
tent avec eux un caractére remarquable : ils ont un genre d’expression
mélancolique ou énergique qm agit avec force sur les nerfs, et de-
vient méme msuppoxlab e & beaucoup de personnes.

Pl TR

(a) Celte propesition acquiert un grand degré de vraisemblance; 1.2 si Pon
admet , avec M. Fillotean, que c’est dans les sons naturels de ld voix humaine qu'il
faut chercher les élémens naturels et primitifs de la musique ; 2.0 ¢'il est vrai , comme
on serait porté & le croire, que les sons artificiels, les plus généralement agrdables ,

’ 8 &
soient ceux qui ont le plus d’analogic avec la voix humaine ; 3.0 si I'on fait atten-
tion que l'organe vocal estun instcument mixte qui participe & la fois de la nature
des tuyaux sonores et de celle des corps flexibles rendus élastiques par la tension
aussi voyons -nous que les sons de la voix humaine ne peuvent étre imités avee
puccts que par des instramens de l'unc ou l'autre de ces deux espices.
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5.2 L’échelle des medernes,

£k

uT, re, mi, Ja, soloveeeiiiiida oS, ut
k) L LA S 4 2 1 fnd
8 9 10 10jouroj 12 13 13iou1di 14 15 16

a la plus grande partie de ses élémens d’accord avec ceux de la ré-
sonnance du son générateur qui les contient tous, 2 I'exception de
deux:, fa et la; et ceux-ci‘rentrent dans le méme principe par la
maniére dont ils sont employés. D’ailleurs le tempérament en vertu
duquel on substitue le f& ci-dessus au son (11), et le /o & P'un des
sons (13) ou (14), est justifié par ‘une foule de raisons qu’il serait
trop long d’exposer ici. Nous nous bornerons i dire qu’il suffit, en
général , de connaitre dans’les arts les bases primitives données par
la nature, et que, &'il n'était permis d’y rien ajouter, les arts ne
seraient plus des arts.

La nature fournit directement le modele de tous les accords con-
sonnans usités ; “elle donne encore celui des dissonnances, sauf une
légere différence avoude par J'oreille ; et enfin elle indique le principe
générgl des salvations , comme I'a démontré I'abbé Feytou : que pou-
vait-elle faire de plus pour dicter toutes les lois d'une harmonie ré-
guligre ? ‘

Ainsi les nouvelles découvertes de I'Acoustique nous auraient ra-
menés & cette conséquence remarquable, que les vrais et uniques fon-
demens de I'art musical sont donnés immédiatement par le son d’une
corde vibrante , et que tous les élémens de cet art sont compris dans
la suite naturelle des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. Ainsi se jus-
tifieraient les vues pleines de sagacité que I'abbé Feytou avait portées
sur cet objet, h quelques restrictions prés qu'une saine raison semble
exiger, attendu qu’il ne faut jamais outrer aucun principe.

Ces apergus , que nous abandonnons a des personnes plus éclairées
sur ces matiéres , sont tirés d’un petit ouvrage que nous terminons
en ce moment, touchant le systtme de M. Villoteau , sur Ja possi-
bilité et lutilité d’une théorie cxaqcle des principes naturels de la
musique. .
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ANALISE INDETERMINEE.

Becherche systématique des formules les plus propres
& calculer les Logarithmes.

Par M. TuomAas LAVERNEDE.
[a Vo Vo W, W, VL Vi Vo V]

SECONDE PARTIE,

Application des équations obtenues dans la premiére pariie.

38. NOUS avons cherché, dans la premitre partie de ce mémoire ;
3 obtenir des équations qui, ne différant entre elles que par leur der-
nier terme, eussent des racines commensurables. Ces racines sont

dans toutes celles auxquelles nous sommes parvenus , exprimées d’'une
maniére générale en fonctions d’une ou de plusieurs indéterminées , et

lorsqu’on substitue & ces indétermindes des nombres rationnels, on
arrive 4 des équations numériques qui jouissent des mémes propriéteés
que les équations littérales. On trouve cependant quelquefois, par la
substitution, des équations numériques qui ne satisfont pas aux con-
ditions prescrites. Lorsque cela a lieu, les deux équations ont,l'une
et l'autre , une ou plusieurs racines égales a zdéro. Cette circonstance,
qui dépend des nombres substitués, est, comme nous 'avons démontré
(n.° 24), incompatible avec la nature de nos dquations; mais on
peut aisément l'éviter par la considération des différens [acteurs qui
entrent dans les racines. Ainsi nous pourrons toujours, a l'aide des

équations générales, obtenir des équations numériques jouissant des
propriétés qui ont fait I'objet de mnos recherches.
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Il est évident, ainsi que nous I'avons déja fait observer , que les

premiers membres de ces équations sont des polynomes quon peut
substituer & z et 7 dans P'équation:

u—t\3 ) 4 Ui\ 5
Log-——--zM u+t <u+t>+'g<lm> +etc.].....A

pour avoir des formules logarithmiques de la forme B (n.° 2 ). Mais
alors, d’aprés les remarques du n.® 3, il est nécessaire, pour que ces
formules soient aussi convergentes qu’elles peuvent 1’etre de faire
ensorte que la différence entre les derniers termes soit aussi petite
que possible, sans nuire a4 la forme de ces polynomes. Cela exige
un choix dans les valeurs 4 donner aux indéterminées qui entrent dans
les expressions des racines de nos équations. On trouvera ces valeurs
indiquécs dans les numéros suivans qui renferment les formules loga-
rithmiques les plus avantageuses qu’il soit possible de déduire des
résultats auxquels nous sommes parvenus dans la premiére partie.
39. 1.*® jformule. Si on prend I'équation du second degré :
x*—1=0 ou (@4+1)(@—1)=0
dont la résultante est 2*=o0, en faisant u=2%, et f=2a%=—1,
il viendra :
u—i=r1, utti=22*—1 li:t = u
? u-pt  2x'—1

et 'équation A donnera la formule connue :

2Log.# —Log. (#+1) —Log. (z—1)

oM + I 3 1 /1 5_‘ t
=2 —— -— - elc.
2" =1 2% —1 5 (2x'—1>

4o. 2.™° formule. Sion suppose a=2 et =1 dans les équations
P (n.° 29), on aura:
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2?—3z—2=0

et
2*—3zt2=0
ou
(@—1)*(z+2)=o0
et A

(a4 1)@ —2) =0

u=a2'—3x-42

faisant ensuite :

et
=23 —3r—2
il viendra :
Ut 2

Ut x'=—3x

u—it=4, u4-t=22—6x,

=T
et I'équation A donnera : |
2Log.(# 1) 4 Log.(x— 2) — 2Log.(x = 1) — Log.(z 4 2)
—=2M [T+%T3+ =T - etc.] |
Cette formule se trouve dans la préface des tables trigonométriques

décimales de M. de Borda.
Les équations

2}~ 62° - qr—4=0
et
23 462>+ gr=o0
ou
t @1 @+H=0
e

a(z-+3)*=o
qu’on obtient en faisant ¢=%=2=1 dans les équations D (n.° g),

ou dans les équations E (n.° 10), ne sont autre chose que des trans-
formées de celles qui donnent la formule précédente (roy.n.° 25),

et



LOGARITHMIQUES. 81
et elles en fournissent une.équjvalente. M. Muller, dans son Traité
des fluentes, n.° 225 (1), propose, pour calculer les logarithmes ,

@694 :
d4-6d*~-9d

50. 15%.18 2025 .
foso_ 1018 _2 > Il calcule le logarithme de cette

la fraction . Dans Pexemple qu’il donne, il fait d=14,

et a la fraction

4046 14172 202
fraction, et conclut ensuite :

o 2025
Log. 7= ;-(Log. 18 +2Log- 15 —Log. 14"'1"05' 2023)

41. 3.™¢ formule. Si on suppose a=2 et =1 dans les équations
I (n.°14), on aura les suivantes :

at— 25z 4144 =0

et
2t—25z* ., ... =0
ou
@F—4@E+H@E—3)(@+3) =0
et

2 —S) a5 =0

faisant ensuite :
= zt—252>4 144
et
t = at— 252
il viendra :
¥u—1!=144

utt = 2a%—=So0x*+144

u—t 72

-t at—a5xi72

=T

(1) Traoité analitique des Sections coniques, Fluxions et Fluentes , etc., pas
M. Muller, professeur de mathémathiques & I'école royale de Volwich; traduit de
Tanglais , par lanteur. Paris 1760.

Tom. 1. ) 11
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et I'équation A donnera:

Log. (v — 4) -+ Log. (#-+4) +Log. (# = 3) +Log. (z-+ 3) —
2Log.z—Log.(#—5)—Log(s-+-5)=2M [T + 5 T~ T5+etc.]

Cectte formule a été trouvée par M. Haros, employé aux bureaux
du cadastre (1).

42. 4™¢ formule. Si on suppose a=2 et /=1 dans les équations
K (n.° 14), on aura les suivantes :

a2t 41024 252> —36 =0

et
z* 4102+ 252> = o
ou .
(4 6) e+ 3) (@ + 2)a—1) =0
et

a(z=+45)=o
faisant ensuite ;

u= a*-} 102% 4 252
et '

t =a*+102° 4 252% ~ 36
il viendra :

u—1=236

v+t = 22* 4+ 202° 4+ 502> — 36
u—t 18 _

udt atroxipebai—i8

et V'équation A donnera :

Log. (+-6) 4 Log. (#-+3) -~ Log. (#4-2) +Log. (r—1) —
2 Log. (#-+5) — 2Log. # = aM [T+ ST T etc.]

(1) Voyez le Complément & Algébre de M. Lacroix.
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Cette formule est plus eonvergente que la précédente , et ne fait
dépendre le logarithme cherché que de cing autres logarithmes.
43. 11 est facile de déduire les équations numériques qui donnent
les deux derniéres formules des équations S (n.° 34 ). On peut avoir,
les premieres , en faisant =2, =2, p=4, et s—==1; et les se-
condes, en faisant p=2, y=2, §===1, s===——1, et divisant en-
suite toutes les racines par =

e

En supposant, dans les équations S, p=—q, y=e—1, d=—/1,

s = 2, et divisant cnsuite toutes les racines par 6, on trouve les
équations :

zt-22® —312* — 3224 240=0

et

xt 223 — 3122 =322+ Go=o0
ou

(5 — ) 5o — D+ D=0
et ’

(#— 1)z 46)z -—=5)x42)=0

qui donnent une formule logarithmique moins avantageuse que les
deux précédentes , mais qui peut encore étre utile.
44. 5.™¢ formule. Si on suppose «=3 et pg=2 dans les équations

T (n.° 36), on aura, aprés avoir divisé toutes les racines par 2,
les équations numériques suivantes :

2% —1252% 4 3004{x—5040 =10

et
2% = 12523+ 30042+ 5040 =0
ou
(s— 4z — 10} )Xa+o)e—2) =0
et

(44t 10) e — 1)z — gl +2) =0
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faisant ensuite :

u=2%—12523-4 3004245040

et

t =2 — 125234 30042 — bo4o
il viendra : :

U ~=t= 10080

1= 24% = 2502° 4 60082

u—t __ 5040 _
ut  aS—12504-3004% -

et 'équation A donnera :

Log.(z+10)+Log.(244)4-Log.(#=42)+Log.(#— 7)-+Log(2—9)
—Log.(#—1 0)—Log(#—4)—Lo g.(x—g)-Log,(x+7 )—Log.(x+9)
= oM [T 4 T4 T - t]

45. 6.™¢ formule. Si, dansles mémes équations T (n.° 36), on
suppose «=2 et g=1, on aura les suivantes :

2% — 11023 426292 —2520=0
et

2° —1102° 4 26292+ 2520 = 0
ou
(2= 5w —g)(w+1)a-+8a—1) =0
et

(45) @+ g)a—17)(z — 8)a+1) =0

faisant ensuite :

u=a*—1102° 426292 42520
et

t=2%—110a°+ 2622 — 2520
il viendra : ‘ '
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#-—17=>5040

U~-2=22%5—2202%4 5258»
u—t 2520
Ut ai—1102’4-26292

et 'équation A donnera :
Log.(#+9)-+Log.(+5)+Log.(#-+1)+Log (# —7)+Log.(+—8)
— Log.(#—9)—Log.(#—5)—Log.(#—1)—Log.(x+47)~—Log.(+-48)

= M [T+ = T2 T etc.]

=T

46. 7.™¢ formule. Si on suppose a=3 et a=1 dans les équations
Q (n’2g), ou a=2 et g=1 dans les premitres équations du n.’ 33,
on aura les suivantes :

>

' 2% —g8x* - 24012 —14400=0
et
2’ —g8at-24012% ... =o0
ou
(z+8)(x—8) (& 4+ 5)&—5)(x+3)(x—3)=0
et

. az 7)) x—7) =0
faisant ensuite :
u=2°%—q8x% 4240127
ct
t=2%—qg8a*—4-24012°~—14400
il viendra :
u—1t= 14400

u-+1t=22%—1962*+ 48022* — 14400

u—i 7200
u+t— 26— q8x4 4~ 240122 — 7200

=T
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et I'équation A donnera :
2Log.a-t2Log.(#+47)-+2Log.(z—7)—Log.(z-+8)—Log.(a—8)
— Log.(#+5) —Log.(# — 5) — Log.(# +3) —Log.(z — 3)

::2M[T+~?;—T3+%T5+ etc.]

47. Les formules comprises dans les numéros précédens peuvent
toutes étre employées d’une maniere avantageuse , relativement au
degré d’exactitude qu'on désire dans le résultat, et exigent des calculs
de méme genre. Dans ce qui va suivre, nous ne donnerons des ap-
plications que d’unesseule, ce que nous dirons de celle-ci pouvant
servir & conclure par analogie ce qu’il y aurait i dire sur chacunes
des autres. Nous choisirons de preference, pour ces applications, la
formule du numéro précédent , qui est du sixieme degré, parce qu’elle
est la plus convergente.

48. Pour donner une idée compléte de I'application de la formule :
2Log.#--2Log. (#~7) + 2Log.(x—7) — Log.(# -+ 8) —Log.(x —8)

—Log.(x+5)—Log.(x—5) — Log.(# - 3) — Log.( —3)

7200 1 7200 )3 ‘
=2M 1 1.
[x6_98x4+24°1x2_72°°+ 3<x6—98x4+2401x2—’7200 TFete ] Y

7

supposons qu’on veuille , indépendamment de tout ce qui a été publié
jusqu’ici, et par son moyeén, calculer des tables de logarithmes sui-
vant le systéme de Briggs; la difficulté quon rencontrera est celle
dont nous avons parlé dans le n.° 3. 1l faudrait, pour pouvoir cal-
culer le logarithme de I'un des nombres 28, 247, 245,
z+3, z, 2—3, a—5, #—7, x—8, que ceux des autres
fussent donnés , et, d’aprés I'hypothése , aucun logarithme n’est censé
connu. On remedie en général & cet inconvénient , lorsqu’on emploie
des formules du genre de la précédente , en substituant successivement
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4 z différentes valeurs, jusqu’a ce qu’on obtienne au moins un nombre
n d’équations, dans lesquelles il n’entre que les logarithmes de »
nombres premiers ; et, au moyen de ces équations, on détermine en-
suite la valeur de chacun de “ces logarithmes. Si, par exemple, og

met successivement 4 la place de #, dansla formule U, les nombres

™~ .
9, 10, 11, 12, 13, 14, 17, 19, 25et 27, on aura les éqnations :

La-}2L3— }_,7 — L1z ..o =2M[ ‘)bo 4 ( .,63 3+etc.]

e 13— Ly— L134-2L17. ... .. . =2M[ 261 5( ‘81 >3+etc.]

—3La+42L3— L7 4-2L11— Lig. . . . =;>.1V”:[ —=3 —{-—5( —= ) +etc]

‘— 13— Ly— Lij+Lig . SEEEES =2M[ 3‘_)9 +5< 35 ) +etc.]

—3L2— L3— Ly ;!—2L13........__2N[ e ( g )—-]—ctc]
200 200

~— L3+4-6Ly—2L11— L17— L1g.. .. =2M[”7449 5(”7#}9 +etc.]
: 3
olo— L3— L5 — Ly — L11+2Lx7=zM[ 31 +3( 2311 ) +etc.]

—3La—2l.3— L7 =—2Li114-2L134}-2L13=2M [1 21993—!— 5(

3

121995 +etc.]
3

6L2-}-2L34-21.5 == L7 —2L11— L’7=2M[_§8—7—§9— ?:(W) +etc.]

1 1 I 3
—4Lad4L3— Ly — Lizd2Li7— Lxc:zM[ T +5(46817> +etc.]

Ces dix équations ne renferment que les logarithmes des huit premiers
nombres simples 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19; et,comme on n'a
besoin que de huit équations pour déterminer huit inconnues, il est
clair (le logarithme de 5 n’entrant que dans deux équations) qu’on
en déduira quarante-quatre systémes de huit équations, qui pourront tous
servir 4 trouver les valeurs de ces logarithmes. De tous ces systtmes,
celui des huit derniéres étant le plus avantageux, parce qu’il contient

les séries les plus convergentes, prenons ces huit équations et faisons,
pour abréger :
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FORMULES

2155 -+ 5(2133)+ 5(21&») ~+etc. = §,
3)9 5(3b9>+{)(5" )+th.-:sz
3,7 5(3J7)+5( 33 )—i—-etc.:S,
1174+9 3 (112/01(549 5 (1:70:49) “+ete. = S,
”2?‘“ 3(9011)+5(m)+et0-=35
!21993 (121995) + 3 (121995 +etc' =S,
2879»9 3 (28799) 3 )5799) +ete. =8,
46817 3 (46817 (46817) +ete. =
nous aurons :

—-—oLz+2L3—— L7 —42Lit— Lig....... = 2MS,

— L3— L7— Liy+4=2Lig........... v...=2MS,

—3L2— L3— L7 —2Li3...............=2M§,

— L3+46Ly—2Lit— Liz— Lig....... = 2MS,

al2— L3— L5 — L7 — Lii--2L17 =2MS;
—3L2—2L3— L7 —2Lit—2L13+4-2L1g = 2MS;
6L2 4 2L3-42L5 — L7 —2Lir=— Li7 =:2MS,
—4L2+44L3— L7 — Lit+2L17— Lig="2MS,

dguations qui, étant résolues suivant les régles ordinaires, donnent:

L2 =M ( 94S,— 40S,— 74S,4-108,4 285 4 74S.4 14S,— 36S,)
L3 =M (1488, 628,—1165 4-165,4 445 4116S,4 225,— 56S,)
L5 =M (2265,—1038,—1838 ,+-225 4~ 645 41838, 335,— 88S,)
L7 =M (266S,—1158,—21185 4285 + 788 421184 398,~102S,)
Li11=M (328S,—1428,—2605,4-34S 4 9¢S,4-2605 +4- 485 —12685,)
L13=M (3485, _zq_78 —5+’ 4375 41038 +§i9,56+ S,—1335,)

L17=M (3908, -—1715 —31 18,4408 41148, 43115 4 575,—1508,)
Li1g=M (4028,~1735,—319S, 4425 41185 43198 4 595,—1545,)

En
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En calculant d'abord ces huit valeurs dans la supposxtmn de M=,
et ajoutant ensuite celles des legarithmes de 2 ct de 5, on aura
le logarithme Néperien de 10 ; le quotient de l'unité divisée par ce
logarithme , sera le module des tables, et, en multipliant les valeurs
trouvées par ce module, on parviendra aux valeurs des loganihmes
tabulaires des huit premiers nombres simples. Beés-lors les logarithmes
de tous les nombres, depuis 1 jusqu’a 22 inclusiverrent, pourront

étre déterminés ;

9

et on trouvera ensuite successivement les logarithmes
de tous les nombres premiers, sans que rien puisse géner dans I'ap-
plication de la formule, Pour avoir, par exemple, lc logarithme de
23, on pourra faire:

x-4+8§ =123 ou z =15
et on aura:

L23 =2L1542L8+2L22 —Ly —Lio—Li2—L18—Lzo

ou - 967 w3 <9G7> +th]

L23=2L2—L3—L7+4-2L11 — 2M[§é-_}+-§— <967> —|—-etc]

On parvient encore & des équations qui donnent le logarithme de
23, sans employer des logarithmes des nombres premiers plus grands
que 23, en faisant:

a+7=23 ou a4+5=23 ou a43=23 ou z—7;=23

et méme cette derniere hypothese cst la plus avantageuse. En général,
on peut faire le nombre dent on demande le Jogarithme, égal a I'une
quelconque des quantités 248, 2417, 245, 243, », #—3,
a=—5, x—7 , x—38, pourvu qu'aucune des autres ne devienne par
14 un nombre premier ou un multiple d’'un nombre premier dont le
logarithme soit inconnu. Le tableau suivant présente toutes les valeurs
moindres que 1000, qu’il est possible de substituer & # dans la [or-
mule, pour avoir des équations qui donnent le logamhme d’un nombre

Tom. 1. iz
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premier p ,.plus petit que 100, sans qu’il soit besoin de connaitre
le logarithme d’aucun nombre premier plus grand que p.

NOMBRE p. VALEURS A DONNER A z.
23 15,16, 18, 20, 30
29 21, 22
31 23, 24, 26,28, 31, 57
37 29, 32, 37
41 33,34, 41,49, 77, 85
3 35, 36, 38, 43, 253
47 39, 40, 42,44, 47, 55, 133
53 45, 46, 48, 50, 525
59 51, 52, 177 i
61 53,54, 56,58, 61, 69, 125
67 59, 60, 62, 67
71 63, 64
n3 65, 66, 68,70, 73,212,287, 292
79 71,72, 74,79, 87,153,245
3 75,76, 78,80, 83, 88, 91, 161, 169
89 81, 82, 84,86, 437
97 89, 90, 92,97, 575

4q9. Le moyen employé dans le numéro précédent pour avoir les
logarithmes des huit premiers nombres simples, pourrait également
servir pour trouver un plus grand nombre de logarithmes, cest-a-
dire qu’on pourrait établir, par un plus grand nombre d’équations ,
les rapports qui existent entre un plus grand nombre de logarithmes,
et déduire ensuite de ces équations les valeurs particuli¢res de chacun
d’eux. Nous allons donner ici vingt-cinq équations entre les vingt-cing
logarithmes des nombres premiers plus petits que 100. Elles pourront
servir & déterminer ces logarithmes au moyen de séries trés-conver-
gentes, et dont les termes n'ont que I'unité pour numérateur, con-
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dition trés-avantageusc pour la simplicit¢ du calcul. 1l faut, pour les
obtenir, substituer successivement & x, dans la formule U, les nom-
bres suivans: 55, 57, 63, 65, 67, 72, 73, 75, 77, 80, 83,
85, 87, 88, 97, 125, 133, 153, 177, 245, 253, 287, 437,
525 et 575.

Equations.

42— L3— L5— L7 ~2L11— L13— Log+4-2L31— Lig. . . M( 57 o+ etc)

8L2—2L3~-2L5—2L7 —2L13+4-2L19— L31 e S ) [ a— etc.
) (oo +o)

1

2L2~42l34-6L7—a2L11— L17— L2g— Lyr ... v oo o0 .o ::zM(W -+ etc.)
2Ladr2l3— Ly42L13— Li7— Lig4alog— L31— L73. . .. =2M (m—l-ezc.)
—5La— L3— L5— L7 — L314-2L37— L5g4-2L67. « .« ... ”ZMCW +etc,)
—{Ladal3— Li— Ly — LizdraLi3— La3— L6742L7. . . . =aM((——errr 5 e +cte)
4L2—3L3— Ly-2Lit—2L13— Lij— Lig4-2L73. ... .. ——oM(zoG ;3887 -+ etc.)

—3L2— L3+42L5~— Ly — Li134-2Liy4-2Lfr— L67— L83. . .. =2M(m -+ etc)
=2M{ — °
2 (284 77057 +th.)

R 4
aL2— L3— L5— L7 —2L11— Li17+4-2Lag42L;3— L83. ... =2M<§B§—5§51—1 -+ etc.)

—3L2— L34-6L74-2aL11— Lig— L23— L37— L4r. ... ...

' 1
—3L2+4-2L3— L5— L7 — Lir—2Li3~-2Lig— L434-2183. . . . =2M<m -+ etc.)

1
—3La— 13— Ly—aLi14-2Li34-2L1742La3— L31— Lj1. . . . :zM(W +ete.)

4L2— L3— L7— Li1g=— L23+4-2L2g— Lji4-2L47— L79. ... —JM(W -+ etc.)
~3L24-6L3== L74-2L11— Li13— Li174-2L19— L31— L83. ... :2M(m7“+ etc.)

I
2L2+42L3— L5— Ly ~2li13— Li7— L23— L4i7— L89+2L97=2M(m87—i+ etc.)

. - I
L2~ L344L5=— L7 4e2L11=—2L13— Lig42Log— Léz. . .. =2M<m -+ etc.)
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—0L2-4-2L.3—2L54-6L7 == Li13— Li7-4{-2Li1g— La23— L47 oo h et e =2M(—m4

FORMULES

X

B 1 '
6La42l3— L5= Ly — Li34reLij— L23— Laog— L3742l73—Lyg .. ... ... =2M(W -+ etc.)3

m o)

2Lo— L3— L7--—2L13+2L1'7+2L23-—- L2g— L37— L4342L59 « ... oo .o Ch e =2M(W - Etc.)‘
;3L2+2L3_2L5+sr,7 —3LataL17— L23— L31— 179 « v v o v v vt e =aM( . 99&82 o+ etc,)
....7[,2'._ L3—aLb—2L7 —r2Li14-2L13--2L23— Lag— L314-2L41— L43 . ..o o0 L ::zM( 3 6568; “EGor --l—etc.)
ala— L34-8L7— Lag— L31dr2Lit— Ligm Lig— L71— L73 « o vvvnenn... :zm(m + etc.)
—3L2—2L3— L7—2L11—2L13— Li74-2L1g4-2L23— L314-2L374-21.43— L8y. . .. :.:zM( 6 679;:4 03577 -+ etc.):
==3Li2—— L3-4-2L54-6L7 —2L11—2L13-4-2L1g=— L2g 4 2L37— T f1== L47— L53. .. .\=2M(m -+ etc.)
2L2—3L3+42L5— L7 ——2L11~—= Li13—2L17— Lig4-2L23— L2g— L53--2L7 1+2L97=2M(5 e 817155 Go1gg -+ etc.)

La convergence des séries contenues dans ces équations est telle,
que le cinquieéme terme de la premiére, qui est la moins rapide, n'influe
que sur le 61.™¢ chiffre décimal , etle troisitme terme de la derniére
sur le 65.™¢ Clest par des moyens bien plus pénibles, qu’Abraham
Sharp a calculé avec 61 chiffres décimaux, 1.° les logarithmes de
tous les nombres plus petits que 100, 2.° les logarithmes de tous
les nombres premiers depuis 100 jusqu’a 1100, 3.° les logarithmes des
quarante-un nombres compris depuis 999980 jusqu'ad 1co00020 inclu-
sivement,

50. Aprds avoir montré, dans ce qui préceéde, comment on pourrait
construire des tables de logarithmes 2 l'aide de la formule U, il nous
reste & donner un exemple des calculs qu’exigerait ce travail. Pour
cela, supposons (que, les logarithmes de tous les nombres premiers
depuis 1 jusqu'd 1100 étant connus, on demande celui de 1297, En
faisant x—8=1297, nous aurons #=1305; et la formule (en s¢
bornant au seul premier terme de Ja série ) donnera :
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Lr297=2L13054-2L12984-2L1312—L1302—L1308—L1300—L1310—L1313

2M-7200
- 13056—08+130544-2401+13052—7200

Or, dans cctte équation, les logarithmes des nombres 1305, 1298,
1312, 1302, 1308, 1300, 1310 et 1313 sont donnés par l’hypothése ,
puisquon a Li1305=2L3+4-L5-+4L2g, Li2g8=L2+Li1+4L5g ,
Li312=5La+L41, Li3o2=L2~+L34L74L31, ...........
L1308=2L2+4L3+L1og, Li3oo=2+4L13, Li3ro=1-4L131 et
L1313=L13+Lio1. ll ne reste donc plus qu’a évaluer en décimales la

2M-7200

fraction - ; aprés quoi l'opération sera

13056 —g8+13054=4~2401.13052—7200
réduite & de simples additions. En procédant 3 cette évaluation, on
trouve dabord 1305°=17 03025 , 1305¢=2¢g0 02941 50625,
13058:=493q 27344 58681 40625; puis2401.13052=40889 63025,
08+13054=28422 88267 61250,
et enfin,

2M-7200 - 2M-7200
33056mmg8+130544-2401+13052—7200 4938 98922 11303 35200

2M
768597 07251 56991

=0,00000 00000 0000t 26621 87057 73076...

... 12429 70490 38062 46583 69037 =2MT

On achdve ensuite le caleul comme on le voit iei:



00001 26621
32173 14288
88248 46292
55764 26081
06836 76920
89479 34348

87057 73076

12429 70490

38067 46583 69037 £

76871 566go 66025 17555 92700

Jorgo 00317
00542 70697
65051 57942
16933 36165

97664 93787
73859 47801
32843 08297
26634 4o490

13149
63117
20188
18543

28095 44686
94289 66296
12162 6g6g0
38706 82718
50352 08632

2aMT .. ....... = 0,00000 00000
Li3o2........ = 3,11461 09842
Li3o8 ........ = 3,11660 77%39
Lidro .. ...... = 3,11727 120956
Li3oo........ = 3,11394 33523
La33........ = 3,118206 47260
Somme . .., ..

.=15,58069 81022

72503 24552

76646 94890

09456 78422

54766

7910 41059

(Larhh.delasonune::84,4193o 18977 27496 75447

2L.1305 . .

2Ib1298 ....... =

0,23122 10233

261312

48599 53341

23353
83273

05109
49509

6,22654 93849 28700 85244 91905 01005
6,23586 76700 79282 04115 62126 47181

90543 21577
08516 57727
32301 48032
29186 67429

45233
24529
73093
26082

20809 58941
61287 40588
71865 37029
28845 95911

= 3,11293 99760 84080 08149 60658 02806

50547 94766

68938

82808 32469

Résnltat exact jusques au 45.™¢ chilfre inclusivement, et qui surpasse la vraie valeur du logarithme

cherché de

ppppppp

0,00000 00000 00000 EOO0O 00000 C00CO GOO00 00000 00000 89696 66717

aimsi quil est facile de le vérifier en observant que Li1297=1999987—L3—L257, et que ces trois

derniers logarithmes sont au nombre de ceux qui ont été calculés par Sharp.

SHTANWYOJ
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51. 1l est bon de remarquer que la fraction

7200

x6—g8x# - 240122 — 7200

est toujours réductible. En effet, elle peut toujours é&tre mise sous

Pune ou lautre des deux formes suivantes :

3a2.q¢

X2(x == 7)2(& ~— 7)2 — 32.G+25

O
&)
i

et
32.9¢25

(x4-8) (x—8) (x=5) (x—5) (x4-3) (x—3)4-32:9:25 |

Or, quelle que soit celle sous laquelle on la considére , on voit
aisément que, 1.° ses deux termes sont divisibles par 4 ou 16 ou
32, quand # est de la forme 2p ou 4p ou 8p, et qu'ils sont tou-
jours divisibles par 32, lorsque & est un nombre impair ou de la forme
2p—+1; car alors les deux nombres #-t7 et #—7 deviennent pairs ,
et leur dilférence étant 14, ou, plus généralement, un nombre im-
-pairement-pair, si I'un est divisible par 2, T'autre I'est nécessairement
par 4. On peut en dire autant des nombres 245 et 2—5, 243
et x—3.

2.° Les deux termes de la fraction sont toujours divisibles par g;
car x est essentiellement de I'une des trois formes 3p, 3p-1 et
3p—1. Or, la premitre rend divisibles par 3 les nombres z, 243,
et #—3; la seconde, les nombres #—7, 28 et 2-+5; et la troi-
siéme , Ies nombres 47, #—38 et 2—b.

3.° Les deux termes de la fraction sont divisibles par 25 lorsque
z est de I'une des trois formes 5p, 5p~-2 et 5p—2; car la premiére
rend divisibles par 5 les nombres 2, x5 et #—5; la seconde,
les nombres z—7 , 2-+8 et 24-3; et la troisi¢me, les nombres

47, a=—8 et x—3.
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D’aprés ces considérations, je crois qu'on fera bien , lorsqu’on voudra,
pour une valeur donnée de x, évaluer cette f{raction en décimales,
de la metire sous une des formes précédentes , parce qu'ctant sous
ces formes, on peut ais¢ment, avant de procéder au caleul, debar-
rasser ses deux termes des facteurs qui leur sont communs.

52. Pour qu’on puisse toujours juger du degré d'exactitude qu’on
doit attendre des formmules comprises dans les n.°° 39, 4o, 41, 42,
44, 45, 46, nous placerons ici le tebleau suivant qui met sous les
yeux le nombre des chiffres décimaux exacts, donnés par chacune
d’elles , lorsque @ égale 100 ou 1000, ou 10000, ou 100000, 0w
1000000, soit qu'on néglige entiércment la série du second membre ,
soit qu'on sc serve de son premier terme.

Nombre des chiffres décimaux exacts,

DESIGNATION donnéds par chaque formule,

”~ — —

Fn négligeant la série , || En prenant le Le¥ terme |
DES FORMULES.

et x.étant , delasérie, et xétant,

. ~— N e || T — A

102 | 103|104 | 105 | 106|102 103 | 104|105 | 106

Formule du 2.4 degré, n®39. | 4 | 6| 8|10 12|13 ]| 19}25|31| 34

Formule de M. de Borde,n.l fo. | 5 8lrr |14 |x7 |17 ]26 35144 | 53

Formule de M. Haros,n41. | 6 | 10| 14 {18 |22 18| 30| 42| 54| 66

Formule du 4.6 degré , n® 42, | 6 | 10 14 |18 {22 {20} 32 44156 68

Formule du 5.°degré,n.® 44. [ 6 [ 11|16 [2r |26 19| 344964 79
Formule du 5. degré , n245. [ 6 | 11| 16 ‘21 26120 | 35] 50165 8

‘ Formule du 6.% degré,n0 46. | 8 | 14]20 |26 |32| 24| 42160178 g6
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53. Si on calculait des tables de logarithmes par une quelconque
de ces formules, soit en négligeant enti¢rement la série du second
membre , soit en se servant de son premier terme, on pourrait ai-
sément se faire un moyen d’obtenir cinq ou six chiffres décimaux
exacts , de-plus que n’en donnerait, dans I'un ou lautre cas, la
formule employée. I suffirait pour cela de déterminer d’avance le
logarithme de la partie constante du premier ou du second terme
de la série multipliée par le double du module; car, en retranchant
ensuite de ce logarithme celui de la partie du dénominateur, qui
peut influer sur les premiers chiffres du quotient, on aurait pour
reste un logarithme répondant & un nombre qui exprimerait la valeur
du premier ou du second terme de la série , au moins dans ses pre-
miers chiffres significatifs. Ainsi, par exemple, en nous servant tou-
jours de la formule U, si on sait que

L 2M X 7200 = 3,79614 68034 ="T"

aM ¥ 75003

L 3

Il

11,03369 05415 ="T"

en retranchant de T/ la somme 2La-}2L{z~47)4-2L(x—7) des
doubles des logarithmes des nombres x, 27 et z—7 , qui entreat
dans le premier calcul de la formule, on aura pour reste un loga-
rithme qui différera peu de celui du produit du premier terme de
Ia série, par le double du module. Il en sera de méme par rapport
a la valeur du second terme de la série multipliée par 2M , si on
ote de T/ trois fois la somme 2La—2L(x~47)42L(a—7); car le
logarithme restant sera celui de cette valeur, considérée seulement dans
ses premiers chiffres significatifs.

Pour ne rien laisser & désirer 2 cet égard, soit repris I'exemple du
n.° 50; on aura : ‘

2La-2L(x 4 7)+ 2L{z—7)=2L1305-} 2L13r24-2L12g8

Tom. I 13
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et, en tirant cette somme du calcul déjd fait , il viendra:
18,69363 80784

logarithme dont le triple est:
56,08091 42351

Retranchant maintenant ce triple de T/, on trouvera pour reste :

— 464-0,95277 63064

La caractéristique négative — 46 , qui se trouve dans ce résultat,
indique d’abord que le premier chiffre significatif du nombre cor-
respondant , est du 46.° ordre décimal, et la fraction ( réduite, si
on veut, a sept chiffres comme dans nos tables usuelles) appartenant
au logarithme de 8969666, jen conclus que la valeur trouvée pour
8969666
‘ 1052
qui s'accorde avec ce que nous avons vu dans le numéro précité.

Si 2z surpassait 10000, on pourrait se contenter de retrancher de
T/ six fois le logarithme de #, ou de T# dix-huit fois ce méme
logarithme.

le logarithme de 1297, doit &tre diminuée de la quantité

ce

54. Je terminerai ce mémoire en faisant observer que les équations
obtenues dans la premieére partie expriment toutes des propriétes des
progressions par différence. En prenant, par exemple, celles qui ont
fourni la formule U , et multipliant leurs racines par &, pour plus
de généralité, on aura :

28— g8d2x* - 2401d** — 1 4400d° = o
et

28 —q8drzt 4-2401d'x* ... L. L. =0
ou

(#4-8d)(z — 8d) (x4 5d)(x—5d) (x4 3d ) (v —3d) =0
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2*(a-f7d)*(x—7d) =0

ce qui nous apprend que, dans la progression

et

a—8d , x—7d y x=b6d , x—5d y x—4d y x—3d, x—2d , x=—d , x, 2--d, etc.

le produit des quarrés des 2.m°, 9.™° et 16.™° termes est ¢gal au
produit des 1.6%, 4.™¢, 6.™°, 12.7°, 14.™° et 17.™° termes , moins
14400 fois la sixiéme puissance de la différence 4. Mais x étant va-
riable , il est évident que la propriété que nous venons d’énoncer aura
lieu, quelle que soit sa valeur ; elle aura donc lieu lorsque 2 de-
viendra z-+nd, ou, ce qui revient au méme , quelque part quon
prenne lorigine de la progression, qui peut d’ailleurs étre prolongée
indéfiniment & droite et & gauche. Cette propriété subsistera encore ,

si # devient 2p , p n’étant pas un multiple de Z; donc, en général,
dans la progression,

xnd4p , x4-(n4-1)d4p , 2f-(nf-2)d4p ,' x4-}3)d4p, et

le produit des quarrés des 2.m°, 9.™M® et 16.™° termes est égal au
produit des 1.°%, 4.™°, 6.7¢, 12, 14™° et 17.™° termes,
moins 14400 fois la sixidme puissance de la raison ou différence 4.

Si on passe maintenant de cette dernitre progression aux équations
correspondant a la propriété que nous venons d’y observer, on verra
que ces équations ne sont autre chose que des transformées de celles
dont nous sommes pal‘lis; transformées qu’on obtient en augmentant
d’abord les racines d'un multiple de &, et ensuite de la quantité p.
On doit seulement remarquer qu’aprés ces transformations, les racines
ne sont plus divisibles par &, comme elles I'étaient auparavant, et
que 4 est alors un facteur commun & toutes les différences des re-
cines. Ce que nous venons de dire nous met en droit de conclure,
1.2 qne les transformées auxquelles on parvient en augmentant ou
diminuant les racines de deux équations telles que celles dont nous
nous sommes occupés, conservent entre elles la méme différence qui
se trouvait entre ces équations, et ne peuvent conséquemment pas
fournir des formules logarithmiques plus avantageuses; 2.° que,

-

S
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lorsqu’on a deux équations , telles que les différences entre les racines
ont un facteur commun 4, on peut, en augmentant ou diminuant
ces racines d'une quantité égale au reste de la division de I'une d’elles
par 4, faire que toutes ces racines deviennent des multiples de &,
et puissent, par conséquent, étre divisées par cette quantité, ce qui

conduit & des équations plus simples et plus utiles., Ainsi, par exemple,
si on avait les deux équations,

z*—5o0x*4-625=0

et

zt—502* 4 49=0¢
ou

(#4532 (z=—5r=0
et

@41z —1)(a+7)r—1)=0

dont les racines sont des nombres impairs, et different conséquemment

entre elles d’un multiple'de 2, en augmentant ces racines d’une unité,
et les divisant ensuite par 2, on aurait :

it 223 — 1122 — 12236 =0

et
2t 22— 1Z 12 .. . =0
ou
(@==2) (43 =0"
et

>

x4t 1)Yz+4)xz—3)=0

équations qui ne sont que des transformées de celles qui nous ont
donné la formule du n.° 42 ; transformées qu’on aurait en mettant dans
ees derniéres #—2 a la place de .
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DYNAMIQUE.

De la rotation des corps autour de (rois axes non
rectangulaires.

Par M. Knamp, professeur, doyen de la faculté des sciences
de T'académie de Strasbourg.

[ Vi Vo W W2 N N N V)

ON connait la maniére de décomposer une rotation , faite autour
d’'un axe donné, en trois autres rotations faites autour de trois axes
perpendiculaires entre eux. Dans ce mémoire , nous nous proposons
d’enseigner comment une rotation , autour d’'un axe donné, peut étre
décomposée en trois autres rotations faites autour de trois axes for
mant,, deux a deux, des angles quelconques.

Probléme 1.

1. Etant donné les coordonnées rectangulaires des deuz extrémitds
d'un arc de grand cercle appartenant & une sphére qui a son centre
¢ lorigine , et dont le rayon est lunité , déterminer le cosinus
de cet arc?

Soient A et B les deux extrémités de I'arc dont il s'agit; soient
P> ¢, T,lescoordonnées de la premiére, etp’, ¢/, 1/, cellesde la
seconde , le cosinus demandé sera égal & I'unité moins la moitié du
quarré de la corde de AB (1). Ce dernier quarré est

(p—p"yHg—¢/y+r—1");

(1) En vertu de la formule connue: Cos, x==1=-2 Sin. % x?
( Note des éditeurs. )
Tom. 1. 14
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et, 4 cause de
prgri= et plglrr=1,
il revient A
2(1—pp'—qq'—rr');
on aura donc:
Cos. AB=pp'-\-qq'-rr'.

2. Si l'arc AB est un quart de circonférence, on aura:
PP gq'trr=o;

en outre , expression de Cos.AB renferme tout ce qui peut concer-
rier la relation entre deux systémes de coordonnées, dont un est rec-
tangulaire.

3. Le sinus de Tarc AB n’admet point de forme rationnelle. Toute-~
fois , le quarré de ce sinus étant égal i cette somme de trois quareés:

(Pg'—qp P (gr'—rg )+ (p'—pr');

on voit que , si Uon considere p/, ¢/, 7/, comme représentant trois forces

tant pour leur intensit¢ que pour leurs application et direction, les
racines '

py—op’ > gr—=rq’,  Tpl—pr’,

exprimeront les différences des momens de rotation de ces trois forces
autour des trois axes rectangulaires p, ¢, 7.

Probléme 11,

4. Connaissant les trois cdtés d'un triangle sphérique apparte-
nant & une sphére qui a son cenire @ [origine des coordonnées
rectangulaires , et son rayon égul & lunité ; et étant donné les coor-
données des sommets de deux des angles de ce iriangle , déiermi-
ner les coordonnées du sommet du troisiéme ?
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- Désignons par les grandes lettres A, B, C les angles du triangle;
par les petites @, &, ¢ les cotés qui leur sont respectivement op-
posés , et soit C l'angle du sommet duquel il sagit de trouver les
coordonnées.
Soient p, ¢, r, les coordonnées du point A ; soient p/, ¢/, 1/,
les coordonnées du point B ; soient #, y, z les coordonnées du point C;
soit enfin désignée par T* la fonction connue :

1—Cos.2a—Cos.2b—Cos.2c+2Cos. a. Cos. b. Cos. c.

Cette fonction joue un trés-grand réle dans le calcul des triangles
sphériques. Sil'on [ait la somme des trois cOtés a+-b~-c=2s, on aura:.

T2>=4Sin.s. Sin.(s—a). Sin.(s—¥5). Sin.(s—c¢).

Elle apprend immédiatement & trouver les angles, moyennant les
formules qui suivent:

T =Sin. a. Sin. 4. Sin. C.
T =Sin. 4, Sin. ¢. Sin. A.
T =Sin. ¢. Sin. &. Sin. B.

Le radical T peut étre donné sous une forme entiérement ration—
nelle , en introduisant les coordonnées des trois sommets A, B, C,
" On obtient ainsi pour T les trois expressions parfaitement identiques :

T=(gr'—rg))a~(p'—pr')y +(pg'—9r)z;
T=(gz—rly)p=-(r'a—p/'z)g +(p'y—g'2)r;
T=(@y —ga)p'+(pa—ra)g'+(qz —py)r'.

Eun vertu de ce qui précede, on aura, pour la solution du pro~
bleme, les trois équations

pr~-qy=rz =Cos. 5.
p'a=q'y=-r'z= Cos. a.
2=y 2P = .
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La détermination des trois inconnues ne suppose ensuite que les
principes connus de lalgebre. Il ne faut pas oublier que

Pgtr=1,
Pigr =1,
pp'4-q9’~rr’=Cos. c.

De ces trois équations, on déduira celles qui suivente
(pg'—qp’y+=pr'—rp)* =p*—2pp'Cos.c~4p’ ;
(gr—rqr(gp'—pq') =g"—2q9'Cos.c+¢" ;
(rp'—pr’ 2~-(rq’'—qr’)* =r*—2rr/Cos.c+r"* ;

et ces réductions sont nécessaires pour donner aux trois inconnues
toute la simplicité que la nature du probléme permet.
Si, ensuite , pour abréger, V'on fait :

Cos.a—Cos.b.Cos.c=M ,
Cos.b— Cos.c.Cosua=N ;

on trouvera , aprés les réductions :
aSin2e=pN~4-p/M-4-(gr'—rg/) T ;
¥Sin2c=gN+4-¢g'M~-{rp/—pr’) T ;
zSin 2 =rN~4-r"M~-(pg’—qp’) T ;
et le probltme sera résolu; il admet deux solutions, A cause de Pam=
biguité du radical T.
5. Corollaire 1. Les deux solutions se confondent en une seule,

lorsque le point G se trouve sur I'arc AB, ou sur son prolonge-
ment, Le radical T doit donc disparaitre alors; ainsi, si Fon de=
mande 'équation générale de condition, pour qu'un troisieme point
C de la surface sphérique, dont les coordonnées sont &, ¥ , 2, se
trouve sur Uarc de grand cercle dont la position est déterminée par
les deux points A et B, dont les cqordonnées respectives sont p, ¢,
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r, p’, ¢/, r'; cette équation de condition sera: T=o0, oun
(gr'—r4")a-+(Gp'—pr)y+(pg’ —qp’)z=o.
6. Corollaire II. On peut , d’aprds cela, se proposer de détermi-
ner un point C sur 'arc AB, ou un point C/ sur son prolongement
oppos¢ 4 B, distant du point A d’une quantité 5 , mesurée sur

le grand cercle dont AB fait partie. §'il s’agit du point C, on aura
b=a+c, dot a=b—c; ainsi :

M=Sin. 4. Sin.c ; N=~S8in.¢. Sin.(6—¢) ;
d'olt il résulte :
2Sin.c=p’ Sin.b—p Sin.(b—c).
ySin.c=¢’ Sin.b—q Sin.(b—c).
zSin.c=r’ Sin.b—r Sin.(b—c).

8i, au contraire, il est question du point G/, on aura b=a—c,
dot a=J)--c; ainsi:

M=—Sin.5 Sin.c ; N=S8in.c. Sin.(64¢) ;
d’ol il résulte:
2Sin.c=p Sin.(-4-¢)—p’ Sin.b.
¥Sin.c=¢ Sin.(b-4-c)—¢’ Sin.b.
z8in.c=r Sin.(b~4-c)—r/ Sin.b.

7. Corollaire III. Et si, dans cette méme hypothdse , larc AG
ou AC/ devait tre égal 3 un quart de circonférence, on aurait, pour
déterminer la position des deux points C et G/, éloignés de A d'un
arc b= £ = , les équations qui suivent :

x8in.c==p/—p Cos.c.

Pour C { ySin.c=g/—g Cos.c.

2Sin.e=r'—7r Cos.
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2Sin.c=p Cos.cmp’.
Pour C/ ysin.c:q COS.C—-q/.

zSin.c=r Cos.c—r".

8. Corollaire IV. L'arc AB=¢ étant toujours supposé donné de
grandeur et de position ; si, en supposant que le troisitme point C
du triangle est le péle du c6té opposé AB, on demande les coor=-
données x, y, z, de ce pdle; on aura, dans ce cas, b=a=:=;
ainsi M=N=o et T=Sin.c; d’ou il résulte :

aSin.c=qgr'—rq’ ;
ySine=rp/—pr’ ;
zSin.c=pqg’'—qp’.

9. Corollaire V. Et si, dans ce dernier cas, Parc AB=c¢ était lui-
méme un quart de circonlérence , on aurait, pour les coordonnées
du péle de cet arc, les valeurs qui suivent :

x=qr'—rq’;
y=rp'—pr’;
z=pg'—qp’-

Probléeme III.

1o. Un arc de grand cercle , opparienant & une sphére dont le
centre est & Porigine des coordonnées rectangulaires , et dont le rayon
est lunité, fait autour de l'une de ses extrémités, et sans quiller
la sphére , un mouvement angulaire assez petit pour que le cosinus
de I'angle sphérique décrit puisse sensiblement se confondre avec
Punité, et son sinus avec cet angle lui-méme. On connait les coor-
données des deux extrémités de l'arc , dans sa situation primitive
ainsi que la grandeur du mouvement angulaire qui a eu licu , et
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Pon demande , pour la seconde situation du méme are , les coordon-
nées de celle de scs extrémités qui, dans le moupement , a changé
de situation ?

Soit ¢ la longueur de larc dont il sagit; soit A Pextrémité de
cet arc autour de laquelle le mouvement a eu lieu, et soit désigné
par la méme lettre l'angle sphérique décrit; soit de plus B lautre
extrémité du méme arc dans sa situation primitive, et C le point
ol elle parvient par suite du changement qui arrive dans sa posi-
tion ; soit enfin & I'arc de grand cercle qui joint les points B et C.

En conservant les mémes notations que ci-dessus , pour rendre

applicables au cas actuel les formules générales déja trouvées , il
faudra d’abord y faire 4=c, ce qui donnera:

M =Cos. a—Cos.> c.
N =Cos. ¢ (1—Cos. ).
T =Sin. . Sin. . Sin. A=Sin.2¢. Sin. A,

11 faudra ensuite , & la place du cété @ , introduire I'angle op-
posé A ; c’est & quoi l'on parviendra au moyen de la formule :

1—Cos. 2=S8in? ¢ (1—Cos. A) (1); mais, comme on s'est permis
de supposer Sin, A=A et Cos.A=1, il en résultera 1— Cos. e=o0,
d’oll on conclura:

M=Sin2¢; N=o; T=A. Sin’¢;

ce qui donnera finalement : |
w=pit(gr—rg) A
y=9+ (p'—pr’)A;
z=r"-(pg'—qp’) A

(1) Cette formule n'est aulre chose que ce que devient I'équation fondamentale:
Sin. &, Sin. ¢, Cos, A==Cos. a~=Cos. &. Cos, ¢, dans le cas particulier ot b=c.

( Note des éditeurs.)
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Probléme 1V,

'11. On @ fait tourner successivement un iriangle sphérique appar=
tenant & une sphlre qui a son centre & lorigine des coordonnées
rectangulaires , et son rayon égal & lunité , autour des sommets
de ses trois angles ; le mouvement angulaire autour de chacun est
supposé assez petit pour que le sinus de langle décrit soit censé se
confondre avec cet angle méme , et son cosinus avec Iunité. On con-
nait la grandeur de chacun des mouvemens angulaires 5 on connait
de plus les coordonnées primitives des sommets des trois angles
du triangle sphérigue ; on connait enfin les coordonnées primitives
d’un certain point de la surface de la sphéire liée invariablement
avec ce iriangle ; et on propose de déterminer gquelles seront les
coordonnées de ce méme point , lorsque les trois mouvemens auront,
éié effeciués?

Désignons par A, B, C, tant les sommets des trois angles du
triangle, que les mouvemens angulaires qui doivent avoir lieu autour,
de chacun d’eux ;-supposons que la premidre rotation ait lieu autour
de A, la seconde autour de B et la troisitme autour de C; soit T,
le point considéré sur la sphere, et supposons que la premiére rota-
tion le transporte en U, la seconde en V , et la troisitme en WV j
cestde ce dernier point qu’il s’agit d’avoir les coordonnées , en fonc-
tion de celles de A, B, C, T, et des anglesA,B, C,

Pour y parvenir , soient:

m, n, 0 ,....les coordonnées de A ;
P> g>T 5....les coordonnées de B ;
S, ¢, u ,....les coordonnées de C ;
«, B, ¥ 5+... les coordonnées de T ;
Z,%, 2 y.... les coordonnées de U ;
a/, ¥/, z/ ,.... les coordonnédes de V ;

', ¥, z/,....les coordonnées de W';

la
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la simple application des formules du probléme précédent nous fera
voir que ,

Pour la premitre rotation autour de A,
2= at-(ny—08) A ;
y=pt(0a—my) A;
=yt (mp—na) A ;
Pour la rotation autour de B,
2/=x-4(qz—ry) B ;
y'=y+@r—pz) B ;
Z=z4(py—qz) B ;
Pour la rotation autour de C,
! = a'4-(tz’—uy”’) C ;
/= yle(uz'—sz’) C;
2" =z/4(sy’—tz’) C (1) :

'

ce qui donne, moyennant deux simples substitutions successives ; et
en supprimant les quarrés de A, B, C, les formules finales qui
suivent :

2/ = a=-(ny—op) A-4-(gy—re) B-(ty—up) C ;

y// ot ﬁ+(0m——m7) A+<7‘x—py) B+(Zlao—~57) C 5

2/ = o4 mp—nw) A-(pa—qe) B4-(sp—14) C;

et le probléme sera résolu.

(1) A la rigueur, il 0’y a que la premiére rotation qui s'exécute réellement de la
maniére qu'on le suppose ici : attendu que le point B éprouve un déplacement, et
le point C deux, avant que la rotation ait lieu autour de l'un et de lautre; mais
la petitesse supposée des mouvemens angulaires permet de ne point faire entrer ces
déplacemens en considéralion ; et , en négligeant &’y avoir égard, les calculs se sim~-
plifient eonsidérablement, sans que les conclusions auxquelles I'auteur se propose
de parvenir soient affectées de la moindre erreur, ainsi qu’il serait aisé de s'en
convaincre , en comparant son procédé a un autre plus rigoureux,

( Note des édsteurs. y
Tom. I. 15



110 . ROTATION
12, Pour ramener cette solution générale au cas ordinaire , ou le
triangle ABC étant tri-rectangle , les sommets de ses angles sont sur

les axes des coordonnées, il faudra considérer que , dans ce dernjer
eas , on a;

~
|
o
B
I
-t
~
]
)

ce qui donne :
2/ = gt B—pC }
¥/ =p+aC—vA;
2/ =yt-pA—eB :

ce sont les formules connues du mouvement de rotation composé (1).
Probléme V.

13. Un trinngle sphérigue apparienant & une sphére qui a son
centre & lorigine des coordonnées rectangulaires , et son rayon égal
& lunité , a éprouvé successivement irois rotations autour des som-
mets de ses angles. Les mouvemens angulaires sont supposés assez
petits , pour que les sinus des angles décrits puissent sensiblement
étre pris pour ces angles eux-mémes, et leurs cosinus pour lunité.
On connait la grandeur des mouvemens angulaires qui ont eu liew,
et les coordonnées primitives des sommets des trois angles du
triangle , et on demande de déterminer ce que deviennent ces mémes
coordonnées , par Ueffet des trois rotations?

Désignons par A, B, C, tant les sommets dcs trois angles du
triangle, dans sa situation primitive, que les moavemens angulaires

(1) Voyez la Méchanique analitique , numéros 5 et suivans.
( Note des éditeurss )
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qui ont lieu autour de chacun d’eux ; supposons que la premiere
rotation ait lieu autour de A, la seconde autour de B, et la troisiéme
autour de C; soient enfin A/, B/, C/,les positions que prennent les
points A, B, C, par l'effet des trois rotations , il s'agit de détermi-
ner les coordonnées des trois points A/, B/, C/, en fonction de celles
des trois points A, B, C, et des quantités angulaires A, B, €.

Or, le probléme précédent renferme entierement la solution de
celui-ci. Il suffit en effet de supposer, dans celui-la, que le point T
se trouve successivementen A , B ,C, etle point W, en A/,B/, C/.

Ainsi , pour trouver les coordonnées x, 5, z, du point A/, il fau-
dra remplacer, dans les formules précédentes , les lettres «, ¢, o,
par m,n,o0; ce qui donnera:

x=m-4(oqe=nr)B~ (ot —nu) C ;
y =n ~(mr—op)B-(mu—os) C;
z2=0 ~}~(np—mqg)B-+(ns—m:) C.

Pour trouver les coordonnées z , ¥, z, du point B/, il faudra rem-
placer , dans les mémes formules, les lettres « , 8, v, parp, g, r; ce

qui donnera :
& =pt(nr—o0g YA~ (tr—ug) C;
y=g-+(op—mr)A+(up—s7) C;
z=r~(mg—np)A+(sg—1p) C.
Pour trouver , enfin, les coordonnées ', ¥ , z, du point C/, il fau-

dra remplacer, dans ces mémes formules , les lettres ., £, v, par s,
Z,u; ce qui donnera:

x=s4(nu—ot) A+ (qu—rt) B;
y=1-+4(0s=—mu) A--(ns—pu) B ;
z2=u~(mt=—ns) A+ (pt—qs) B :

et le probléme sera résolu.
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14. En vertu de ces trois rotations , le point A aura déerit l'are
AA’; le point B, arc BB/ et le point C, l'arc CC/. Par les sup-
positions du probléme , ces trois arcs pourront étre confondus avec
leurs sinus; et on trouve les quarrés de ces derniers par la simple

application de la formule donnée (3). En employant les réductions
déja enseignées, on aura finalement :

(AA/) =B*Sin.>¢c+-2BC( Cos.a—Cos.5. Cos.c)-+4C?*Sin.2*5 ;
(BB/) = C*8in.*a~+2CA( Cos.b—Cos.c. Cos.a)+ASin. ¢ ;
(CC»=A>*8in.*b~+2AB(Cos.c—Cos.a.Cos.b)+B>Sin.*a.

Probléme V1.

15. Les mémes choses étant supposées que dans le probléme pré-
cident , on demande de déterminer , dans lintérieur du iriangle

la position du point qui, & la fin des trois rotations, seretrouvera
dans sa situation primitive ?

Désignant , comme dans le probléme IV, par «, £, v, les coor-

g

données de ce point, au commencement des trois rotations, et par

a’ , ¥/, z/",les coordonnées du méme point; a la fin de ces rota«
tions, on aura : ‘

r=a , y’=e, 2=y ;
dgalant donc A zéro les trois différences
/-, y/'—r , 2=y ;
on obtiendra les trois équations qui suivent :
o=(ny—o0p ) A(gy—rg) B4(ty—up) C ;
o=(0a—my) At (ra—py) B4-(ua—sy) C ;
o=(mp—ne) Ad(pp—q«) B-(ss—t) C.

Par la nature du probléme, chacune de ces trois équations doit
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dtre une conséquence nécessaire des deux autres , ce dont on peut
en effet s'assurer facilement. Par leur moyen, on ne pourrait donc

déterminer que le rapport entre les trois inconnues «, £, y; mais,
en y ajoutant la quatriéme équation

@it =1,
le probléme devient entitrement déterminé. Si, pour abréger, on fait:
W2=A>4-B*4-C*4-2BC Cos.a--2CA Cos.t+2AB Cos.c ,
on aura finalement :
«W =mA-+}pB-+4-sC ;
VW =nA-4-¢B+1C ;
vy W = 0 A+rB-+uC :

et le probltme sera résolu.

16. Si nous désignons par la lettre VWV le point , dans I'intérieur du
triangle ABC ,dont on vient de déterminer la position , par rapport
aux trois axes primitifs, supposés perpendiculaires entre eux; on trou-
vera la position de ce méme point, par rapport aux sommets des trois
angles du triangle ABC, moyennant les formules connues (1), savoir :

Cos AW =matnp~toy
Cos.BW = pa-t-ge+t-ry ;
Cos.CW = su—-tp-fuy :
ce qui devient, aprés la substitution et les réductions :
‘WCos.AW = A-}-B Cos.c+C Cos.b
W Cos. BW =B--C Cos.a-}A Cos.c
W Cos.CW = C~-A Cos.b-+ B Cos.a.

17. 81, en employant les formules et réductions déja enseignées ,
on calcule les cosinus des arecs A/VW , B/’W , C/VV , on trouvera
quils ne différent de ceux des arcs AVW , BW, CW , que dans
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les secondes puissances et produits des quantités angulaires A, B, C,
et quainsi les uns peuvent étre censés égaux aux autres. On aura
donc :

AW=A"W ; BW=B'W ; CW=C'W.
18. Otant les quarrés des cosinus de I'unité, on obtiendra les quarrés
des sinus. Sil’on emploie les réductions déja enseignées , on trouvera:
W:8in2AW=B2Sin.2¢c-}-2BC ( Cos.a==Cos.6Cos.c )4-C2Sin.? ;
W2Sin,2BW=CzSin.2a~-2CA ( Cos.b=~Cos.cCos.a )4-A2Sin.2¢ ;
‘W28in2CW=A28in.2b-§-2AB ( Cos.c—Cos.aCos.b )~4-B2Sin.?a.
19. Les seconds membres de ces équations sont (14) les quarrés
méme des petits arcs AA/, BB/, CC/, décrits par les sommets des

angles du triangle , en vertu des trois rotations successives. Tirant
donc la racine quarrée de part et d’autre , il viendra:

WSin AW =AA’ ; WSinBW=BB; WSin.CW=CC".

20. Mais, en vertu des formules connues de la trigonométrie sphé-
rique , on a;

AA'=AWA/'SnAW ; BB=BWB/SinBW ; CC=CWCSin.CW (¥).

Multipliant ces équations par les précédentes , il viendra, en sup-
primant les facteurs communs , et renversant ,

AWA/=VW ; BWB/=W ; CWC/'=VW ;

de manitre que ces trois angles sont égaux entre eux et 3 la quan-
tité radicale V.

(® En vertu de la proportionnalité des sinus des angles au sinus des cotés opposés ,
on a: SinAA'W.Sin AA’=Sin AWA’Sin AW ; mais, & raison de la petitesse de
Fangle AWA/, on peut supposer Sin.AA’W=1 , Sin.AA/=AA’ et Sin AWA/=
AWA/; ce qui rend cette équation identique avec la premiére des trois ci-dessus:
il en serait de méme pour les deux autres.

(Note des édz‘teur}.)
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21. 1l résulte donc de cette analise, que le triangle sphérique ABC,

en éprouvant les trois rotations successives , la premiére égale a A,

la seconde égale 3 B, la troisitme égale & C , autour des trois axes

qui sont désignés par ces mémes lettres , se sera effectivement tourné

autour d’'un point WV, situé dans l'intérieur du triangle, dont la po-
sition sera déterminée (16) par les trois formules :

A~-B Cos.c4-C Cos.b

Cos. AVW =

W J
B~-C Cos.e-}-A Cos.
Cos BVY = oxC CosatA Cose
W
C4-A Cos.b-4-B Cos.
Cos.CW = - °SW+ =%

et qu’il aura décrit, autour de ce point, un angle égal & W, clest-
a-dire, 2

v A*~+-B*~4~C*~4-2BC Cos.a--2CA Cos.b~+-2AB Cos.c

22. Réciproquement, s'il fallait décomposer la rotation donnée W,
en trois autres rotations A, B, C, faites autour de trois axes dont
la position serait donnée par rapport au point VWV, il faudrait regarder
A, B, C, comme les quantités inconnues d'un probléme, dont les
quantités connues seraient : la retation donnée W ; les arcs a=BC,
5=CA , ¢c=AB, qui seraient les cotés du triangle sphérique formé
par les trois axes; et les arcs AW , BW , CW , qui déterminent
la position du point 'VV ,par rapport & ces mémes axes. Dans la ré-
solution de ces trois équations, on rencontrera encore la fonction ,

T? == 1—~Cos.?a—Cos.25—Cos.*c+2Cos.a. Cos.b. Cos.c.
Si ensuite on fait, pour abréger :
Cos AW =p , CosBW =g , Cos CW=r ;

on trouvera :
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w, -
A :E{ pSin.2g—g(Cos.c—Co5.a. C0s.5)~—r(Cos.h~—Cos.c. Cos.a)}
S W, . )
B=7{gSin2b—r (Cos.a — Cos.b. Cos.c)—p(Cos.c—Cos.a. Cos.B)}

W
C=;{rSin2c—p (Cos.b — Cos.c. Cos.z)—g(Cos.a=—Cos.5. Cos.c)}

le probleme sera donc résolu ; et I'on voit qu'il sera possible dans
tous les cas.

Strasbourg , le 12 d’aodt 18710.

TRIGONOMETRIE.

Méthode facile et élémentaire pour parvenir au dé-
veloppement des fonctions circulaires en produits

indéfinis.
Par M. GERGONNE. i

[a Y ¥ia Vg Vi Vh Vo Vo 5

IL est bien peu de questions mathématiques qui soient susceptibles
d’une résolution exacte ; et , pour la plupart d’entre elles, on n’a
d’autre parti a prendre que de recourir & des approximations. L’analise
offre pour cela divers moyens dont les principaux et les plus par-
faits sont : 1.° les séries dont les termes , alternativement positifs et
négatifs , convergent de telle mani¢re que chacun d’eux est, a lui scul,
plus grand que la somme de tous ceux qui le suivent ; 2.° les fractions
continues dont les fractions intégrantes , toutes positives , sont moindres

) que
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que P'unité’; 3.° enfin les produits indéfinis dont les facteurs , alter-
nativement plus grands et plus petits que l'unité, tendent sans cesse
vers cette limite commune.

§'il est impossible de traiter de ces divers instrumens d’approxi-
mation , dans les cuvrages consacrés a l'enseignement élémentaire,
avec toute I'étendue que peuvent comporter leur nature et leur impor-
tance, il semble du moins convenable et utile de donner, dans ces
sortes d’ouvrages , quelques notions sur chacun d’eux et sur le parti
qu'on peut en obtenir.

Clest ce qu'on fait généralement aujourd’hui, & I'dgard des séries
et des fractions continues; mais, jusqu’ici, les produits indéfinis, si
remarquables par leur forme, et si commodes par la maniére dont
ils se prétent au calcul logarithmique, n’ont pas encore obtenu
place dans les ¢lémens ; et ce qui les concerne a été réservé, en totalité,
pour les traités de haute analise; ce qui tient sans doute a ce qu’on
n’a pu parvenir, par des moyens i la fois élémentaires et rigoureus,
2 aucune fonction de cette forme. Je vais essayer de remplir, en
partie , cette sorte de lacune, en déduisant de considérations fort
simples, les expressions connues des sinus et des cosinus, en pro-
duits inddéhAnis.

On sait que, x étant un arc quelconque, on a:

a3 a5 x7

1-2.3 -+ 1.2:3:4 5 - 1°2°3:4:5:6+7

+lc'.000

. x
Sinz= — —
I

(1)

a? xk xb
Cosx= 1 — — -} — — - S SRR
1.2 1 2:3:4 123456

Pour découvrir quels doivent étre les facteurs binomes des seconds
membres de ces équations, il faut remarquer, 1.° que, si une quan-
tit¢ A mise a la place de x, dans V'un ou lautre de ccs seconds

(1) Voyez la Théorie des fonctions analitiques.
Voyez aussi la Géoméiric de M. Legendre.

Tom. I. 16
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membres , le rddait 3 zéro, ce sccond membre sera divisible par
A—z ou, pour mieux dire, par =7 2.° que réciproquement au-

. x
cun binome de la forme I—-K ne pourra étre facteur de Y'un ou I'au-

tre de ces seconds membres, & moins que la valeur 2=A ne rende
ce second membre égal 4 zéro. Ainsi, la recherche des facteurs bi-
nomes des seconds membres de ces équations se réduit A celle des
valeurs de 2 qui peuvent les faire devenir nuls.

Mais , au lieu de chercher quelles sont les valeurs de x qui peu-
vent réduire ces seconds membres & zéro, il revient au méme , et
il est beaucoup plus facile, de chercher quelles sont celles de ces
valeurs qui peuvent rendre nuls Sin.z et Cos.z: or, pour que ces

fonctions deviennent nulles, il est nécessaire et suffisant quon ait

. 2l—g
pour la premitre x#="tk=, et pour la seconde x="

2

@, 0U.

—_ —_— 2x _
T P e

= ¢tant la demi-circonférence dont le rayon est 1, et £ un nombre

entier positif quelconque (1). On peut donc affirmer que les facteurs
binomes de la série :

a3 b a7

x
I

123 + 120345 - 1-2:3+4+5:6+7 e

—_x . ‘
sont tous ceux de la forme 1 = o qu il est possible de former, en don-
w

nant successivement & % toutes les valeurs entiéres et positives ima-
ginables ; et que les facteurs binomes de la série :
xk xb

2.3 4 123456

x2
I——
I2 1

+.0.-.,

ax
1) On pourrait prendre aussi bien pour la seconde formule ¥ =52 —— ——; mais
() Onp P P Ghgnya
on ne doit pas prendre l'une et Pautre , Tautant que la dernitre,en y changeant k
en k—1 , rentre dans la premiére.
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sont tous ceux que l'on peut former, en donnant les mémes valeurs
3 %, dans la formule 11—————” .
(2k—1)=

Mais ces binomes n’entreront-ils qu'ad la premitre puissance , soit
dans l'une, soit dans lautre série , ou bien tous ou quelques-uns
d’entre eux ne s’y trouveront-ils pas aflectés d’exposans différens de
Punité positive ? Clest ce qu’il s'agit présentement d’examiner.

Je remarque d’abord qu’aucun de ces binomes ne peut, dans la
série dont il est [acteur, se trouver affecté d'un exposant négatif;
puisqu’alors I'égalité de ce facteur & zéro, au lieu de rendre Sin.z
ou Cos.x nul, ainsi que cela doit étre , le rendrait au contraire in-
fini. On ne peut admettre non plus que cet exposant soit une fraction
posilive ; car, a cause de la multiplicité des racines qu'une méme quan-
tité peut admettre , dans chaque degré, il arriverait, contrairement 3
la doctrine des fonctions circulaires, qu’a un méme arc répondraient
plusieurs sinus ou cosinus; ou encore que la série, qui n’a qu'une
valeur unique pour chaque valeur de x, en aurait plusieurs, lors—
qu'elle serait mise sous forme de produit de facteurs.

Je dis, enfin, qu’aucun des facteurs binomes de I'une ou de l'autre
série ne peut &tre affecté d’'un exposant entier et positif, différent de
P'unité. On peut remarquer, en effet, que chacune de ces séries est ,
au sig’he prés, la fonction dérivée de l'autre; si donc un des facteurs
binomes de l'une d’elles s’y trouvait élevé & une puissance entiére
et positive p, plus grande que I'unité, on en conclurait, par la théorie
connue des racines égales , que ce méme facteur devrait aussi se trouver
dans l'autre, et s’y troaver & la puissance p—1 ; d’olt résulterait d’abord
cette conséquence absurde qu'une méme valeur de z rend nuls 3 la
fois Sin.z et Cos.x, ou, en d'autres termes, qu’il existe un arc dont
le sinus et le cosinus sont tous deux nuls : assertion détruite par
I'équation fondamentale Sin.2*+4Cos.z*=1. On peut dailleurs re-
-marquer que , de ce que le facteur dont il s’agit entrerait a la puis-
sance p—1 dans l'autre série , on pourrait conclure qu’il ne doit entrer
qu'a la puissance p—2 dans la premiere ; c’est-a-dire , dans celle ol
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on I'a supposd % la puissance p ; ce qui fait apercevoir encore, d’une
autre maniére , Pabsurdité de I’hypothése,

Nous voild donc assurés que non-sculement nos facteurs doivent
entrer dans les deux séries,, mais que , de plus, chacun d’eux ne doit
s'y trouver qu'd la premitre puissance seulement. Je remarque ac-
tuellement que l'on peut faire le produit de ccux qui répondent
a une méme valeur de %; on obtient ainsi les facteurs du second
degré :

a2 - b

Y — ———
’ k—1)m

I__—

fezar>
donnant done 3 % toutes les valeurs entiéres et positives , & partir
de T'unité, ct ayant égard au facteur # qui affecte la valeur de Sin.z ,

il viendra :
I pe—— YRR
6w~2> ?

snms(1=2 =2
X X I = \[ 4’5_2
=) (e = (
Cos. = - — PN
o < ' X ! g=? 25w 49=?

o e ma .
Soit fait d’abord, dans ces deux formules, T= elles deviena
dront ;

Sin. mw(l—— ‘ < >'~-;
2n an\ 4n? 16n-/ = 36ne 6/(.712

Cos. =2 o= - s - cee s

08 on (I nE-)( = gn2 >< 25n~>< 49n= ?

. . (n=——m)u o
en 'y faisant , au contraire , = et remarquanl, 1.7 que
an

. (n-—m)z ma me

Sin, =——— = Sin, < @ == | = Cos, —= ;

27 2)’2’ 2n

° que

(R—m)= mw= ., m=

Cos.~—— == Cos. w-—wm\ = Sin.— ;
2n / 20

il viendra, en transposant les formules :
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.. m (n==m)? 5 (n—m)2 (=t)?
Sln--ﬂ:{l.’ }(I——m—'—%il— cte6s000 g

an n? qQnz 25n2

m (n—m)= (n=—m)2 (n—m)~ (n—=m)2 .
COS."‘“W‘: I —— I e e Lm0 0ese }

an an n 16n2 S6nz

décomposant, dans les deux premidres formules, les facteurs du se-
) p )

cond degré en facteurs du premier, et réduisant de plus, dans cha-

que facteur , l'entier et la fraction en une seule fraction, il viendra:

S; m @ m an—m a2n4m fn—m fnd-m  6m—n 6n-dm
M=z === ¢ = o . . . d . cecoe
m o 2 onm 2n 2n 4 4n 6n 6n '
C m ne=m n4m 3n—m 3ndm Sn—m bndm  yn—m gndom
0S¢ g . . . . L] o . s
on " n n 3n 3n 5n S5 7n 7n

voila donc deux expressions, 1'une des sinus et I'autre des cosinus,
en produits ind¢finis, dont les facteurs, tendant sans cesse vers ['unité,
sont alternativement plus grands et plus petits que cette limite com~
mune.

En faisant subir les mémes transformations aux deux autres ex=

pressions, elles deviendront :

. m m on—m 2n-pm fn—m fbndm 6n—m 6n-fm
Sinn—a=—-. o — . ¢ — ° M cee gy
2n n n 3n 3n 5n 5n n
m = n—m nd4m 3n—m 3n$m 5Sn—m Snf-m .
COS.‘—'W‘Z'—'—"—' * . ] « ‘ ¢ 000 g
an 2 n 2n an 4n 4n 6n

. om
divisant alors I'une par lautre les deux expressions soit de Sm.-;—;—s

. m . .
soit de Cos.— =, il viendra également :
2n

2 4 4 6 6 8 8 10 10
3 3 5 5 ’

7 7 9 9

expression du nombre = donnée pour la premiere fois par Wallis (1).

=2

w |

(1) Yoyes VArithmetice infinitorum , dans le premier volume de ses ceuvres.
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Je ne pousserai pas plus loin ici les nombreuses conséquences qui
peuvent étre déduites des formules auxquelles je viens de parvenir ;
on les trouvera développées, avec beaucoup d’étendue, dans les cha-
pitres IX, X et X1 du premier volume de VIntroduction & Panalise
infinitésimale d'Euler : ouvrage dont on ne saurait trop recommander

la lecture & ceux qui veulent connaitre toutes les richesses et toute
la fécondité de l'analise.

QUESTIONS RESOLUES.

Solution du probléme I de la page 17 de ce volume ,
pris dans son énoncé le plus general (1).-

Par M. D. ExconTrE , professeur, doyen de la faculté des
sciences de T'académie de Montpellier.

[ %o Ta Sla Vi Sl Vi Vo Ve V]

ENONCE’. Circonscrire & un cercle donné un polygone de m cétés,
de maniére que les sommets des angles du poiygone soient situés
sur m-droites indéfinies , données de position par rapport a ce cercle ?

Solution. Par une propriété du cercle qui lui est commnune avec
toutes les courbes du second degré (2) ; lorsqu'un angle circonscrit
4 un cercle est assujetti & avoir son s»mmet sur une dreite donnée,

(1) On trouvera ci-aprés , pag. 127, une construction trés-simple de ce probleme,
pour le cas particulier du triangle.
(2) La démonstration générale ct analitique tant de celte propriété des courbes

du second degré , que de la proprié¢té analoguc des surfaces de ce degré, sera le
sujet d’un article dans ces annales.
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la corde qui joint les points de contact de ses cotés avec le cercle,
se trouve par la méme assujettie & passer par un certain point qui
est aussi donné (1).

Puis donc que les sommets des angles du polygone demandé doivent
dtre situés sur m droites données , il en résulte que , si I'on forme
un polygone inscrit d'un pareil nombre de cétés , qui ait les sommels
de ses angles aux points oit le premier touche le cercle donné , les
¢6tés de ce dernier prolongés , s’il le faut, passeront par m points
donnés. Il est de plus évident que , le polygone inscrit étant construit,
il suffira , pour former I'autre , de mener, par les sommets des angles
de celui-ci, des tangentes au cercle auquel il est inscrit.

Le probleme par lequel on propose de circonscrire a4 un cercle
donné un polygone de 7 cbtés , qui ait les sommets de ses angles
sur 2 droites indéfinies , données de position par rapport a ce cercle,
revient donc a celui ol l'on proposerait d’inscrire au cercle donné

un polygone de 72 cétés, dont les cotés , prolongés ou non prolongés,
passassent par m points donnés (2).

(1) Ce point° peut étre facilement déterminé de plusieurs maniéres difiérentes.
Soit en effet C le centre du cercle donné, et D la droite donnée.

On pourra d’abord abaisser de C sur D, une perpendiculaire, et si A est son
pied, et B le point ol elle coupe le cercle donné, en prenant sur elle un pointP
tel que CP soit troisiéme proportionnelle 2 CA et CB ; le point P sera le point cherché,

Autrement, 1.0 Si la droite D ne rencontre pas le cercle donné, en désignant
tovjours par A le pied de la perpendiculaire abaissée de G sur D; si, par ce
point A, on méne deux tangentes au cercle, el qu'on joigne par une corde les
points de contact de ces tangentes avec le cercle; lintersection P de cette corde
avec la perpendiculaire sera le point cherché.

2.° Si la droite D coupe le cercle, il suffira de mener des tangentes ¥ ce cercle
par les deux points ol elle le coupera, et lintersection P de ces tangentes sera
le point cherché,

Il est aisé de voir, d’aprés ces constructions, ce quil y aurait & faire si, au
contraire, le point P étant donné, il était question de déterminer la droite I & la-
guelle il répond.

(2) 1l est visible, par ce qu'on a dit plus haut, que réciproquement ce dernier
probléeme peul étre ramené au premier.
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Or, ce dernier probléme a été traité , avec beaucoup de soin et de
détails , par un grand nombre d'illustres géomeires (1).

Le problemec proposé est donc résolu, puisque sa résolution est
ramenée a celle d’un autre probléme que depuis long-temps on sait
résoudre.

Et, d’autant que ce dernier n'admet que deux solutions au plus,

il est cerlain que lc premier n'en saurait admettre un plus grand
nombre,

Solution du probléme 11 de la page 17 de ce volume;

Par M. J. Jouvin , ancien éltve de 1’école impériale
polytechnique.

Enoncé. Déterminer I'équation la plus générale des courbes planes
qui jouissent de cette propriété, savoir : que toutes celles de leurs
cordes dont la direction passe par un certain point de leur plan sont
d’une longueur donnée et constante ?

Construction. Soit P le point do:né, et 2r la longueur constante
de toutes les cordes dont la direciion passe pai‘ ce point. Soit tracé
4 volonté une courbe continue ou discontinue que nous désignerons
par A ; soit mené par le point P une suite de droites D coupant
A en unc suite de points C ; enbin , de chacun de ces points C
comme centre, et avec le rayon constant7, soit d.crit une suite de
cercles; chacun de ces cercles coupera celle des droites D sur la-
quelle son centre C se trouvera situé ,en deux points M et N ;alors
tous les points M et tous les points N se trouveront sur deux branches
d'une courbe unique qui satisfera , dans toute son étenduc, aux con-

(r) Voyez sur-tout, pour ce qui concerne I'histoire de ce ‘probh‘:}mc, la Géométrie
de position , par M. Carnot ; Paris 1803, page 383; et les Elémens d'Analise
géomdtrigue et d’ Analise algébrique, par M. S. Lhuilier; Genéve 1809, page 279.

ditions
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ditions du probléme ; et cette courbe sera continue ou discontinue,
suivant la nature de la courbe arbitraire A.

Analise. Soit rapporté la courbe arbitraire A 4 deux axes rectangu-
laires passant par P, et’supposons qu’alors son équation soit :

y=f(@);
I'équation générale des droites D sera :

y=uz,
« étant une indéterminée.

On obtiendra ensuite les équations de tous les points C , en com-
binant entre elles les deux équations

y=f (@), y=ax;
@ ol on conclura d’abord : f(#)=«x. Sil'on suppose que cette équ#—
tion , résolue par rapport &  , donne x=9¢(«) , les points C auront
pour leurs équations ;. '

xr= ¢(a) ;y: x¢(a&).

@

Les cercles qui auront ces points pour centres et r pour rayen,

auront donc pour équation générale:

[#—o(«)]"+[y—et()]*=1";

en sorte que la combinaison de cette équation avec l'équation y=ux
de D fera connaitre les points M et N qui répondent & chaque va-
leur particuliére de I'indéterminde «,

Eliminant donc cette indéterminée entre ces deux équations , 'équa~
tion résultante en « et y sera celle du lieu géométrique de tous les
points M et N; elle sera donc I'édquation de la courbe cherchée.
L’équation la plus générale des courbes qui satisfont aux conditions
du probléme proposé est donc:

(20 (2] =

Tom. 1. 17
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dans laquelle ¢ désigne une fonction absolument arbitraire.
Remarque. Nous avons suppesé qu’on s'était donné la fonction f,

et nous avons vu que , dans ce cas, la {onction ¢ n’était autre chose

que la fonction de « quon obtenait pour valeur de x, en résolvant
I'équation :

S(@)=azx.

Si,au contraire, ¢’était la fonction ¢ qui fut donnée, et qu’on voulat
en déduire la fonction f, cette derniére fonction ne serait autre chose

que la fonction de # qu’on obtiendrait, en éliminant « entre les deux
¢quations :

2=0¢(x) , y=uo(a) ;

ét en résolvant ensuite l'équation résultante par rapport A y-.

Nous ne nous arréterons pas aux applications qu'on peut faire
des résultats auxquels nous sommes parvenus, attendu que ces ap-
plications ne peuvent présenter de difficultés.

e ——
P

S

QUESTIONS PROPOSEES.

Problémes de Geomeétrie.

I.

ENONCE". Circonscrire 3 un cercle donné , un triangle qui ait les
sommets de ses angles situés sur trois droites indéfinies, données de
position par rapport a ce cercle ?

Remarque. 11 est aisé de voir que toute la difficulté du probléme
eonsiste 4 trouver le point de contact du cercle donné, avec un seul
des cOtés du triangle cherché; ce quon fera comme il suit :
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Consiruction, Soit a, b, ¢, les trois cotés du triangle formé par
les droites données; soit A, B, C, les sommets des angles opposés.
Soit déterminé deux points « et g qui soient situds , par rapport aux
droites @ et 4, comme il est dit 3 la note de la page 123 ; soit
ensuite mené, par 4 et « unc droite coupant & en m , et par B
et £ une autre droite coupant 4 en & ; et soit enfin mené par m et
n une droite coupant, en Z et #, le cercle donné; si, par I'un
‘ou lautre de ces deux points, on mene au cercle une tangente
terminée a a et 5, cette tangente sera I'un des c6tés du triangle
cherché (1),

On propose de démontrer cette construction ?

1L

Un tétraédre peut étre coupé par un plan, qui ne passe par les
sommets d’aucun de ses angles, de deux manitres différentes.

1.° Trois des sommets peuvent étre situés d'un méme cé6té du plan
coupant , et un seul de l'autre ; ce plan coupe ainsi les trois arétes
d’'un méme angle triédre, la section est triangulaire , et le tétraddre
se trouve divisé en deux nouveaux corps, dont I'un est encore un té-
traédre , tandis que 'autre est un tronc de tétratdre , 2 bases paralléles
ou mnon paralleles.

2.° Deux des sommets peuvent étre situés d’un cété du plan cou-
pant, et deux de l'autre ; ce plan coupe alors deux couples d’arétes
opposées , la section est quadrangulaire, et le tétraédre se trouve di-
visé en deux nouveaux corps qui sont I'un et l'autre des troncs de

tétraddres.
' Si, dans I'un ou dans lautre cas, on demande que le plan cou-

(1) Il résulte de Tanalise du probléme général, page 122, que la méme construc-
tion peut élre appliquée A la résolution directe de cet autre probléme : Inscrire &
un cercle donné un triangle dont les cdtés, ou leurs prolongemens , passent par
des points donnés; probleme que M. Lhuilier ne résout, a lendroit déja cité ,
quen le ramenant 4 un autre qui west pas lui-méme sans difficultés.
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p;-mt partage le tétraddre en deux parties équivalentes, le probléme
sera évidemment indéterminé. :

Mais , on en levera absolument I'indétermination, si I'on exige de
plus que Paire de la section soit un minimum.

Le probléme, ainsi envisagé , n’ayant encore été résolu, jusqu’ici,
que pour le seul cas de la section triangulaire (1), on propose de
le résoudre pour celui on cette section doit étre quadrilatére ?

1II.

Deux points étant: donnés, on propose de déterminer 1’équation
la plus générale des courbes planes qui, passant par ces deux points,
sont telles que 'espace mixtiligne compris entre 'arc qui se termine
& ces deux points et sa corde, soit équivalent 3 une surface donnée ?

(1) Voyez la Correspondance sur I Ecole polytechnigue, tome 1, n° g, pages
346=353.
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TRIGONOMETRIE.

Analise compléte dun probléme de (rigonomeliie
rectiligne.
Solution d'une difficulté qui a éte proposée sur la theorie
des triangles semblables ;

Par M. SuremaiN-pE-MissERY , ci-devant officier dartillerie ,
membre de plusicurs sociétés savantes.

[a %o Via Vg Vo VR Vo o 7]

1. ON démontre alsément que dewx iriangles qui ont deux cbtés
respectivement proportionnels , et langle opposé & l'un de ces cotés
égal , de part et d'autre, sont semblables , st 'angle opposé @ l'autre
coté est de méme espéce dans chacun.

Car, soient @ , 4, ¢, les cotés d'un triangle, et A, B, C, les angles
opposes 3 @/, b/, ¢/, les eotés d’un autre triangle, et A/, B/, C/, les
angles opposés ; el supposons qu’on ait, a la fois, @:b::a/: b/, A= A1
ct B de meéme espece que B’s Ces deux triangles donnent respectivement :

a:b ::SinA :SinB,
a’: b’ :: Sin. A7 : SinB/
donc , puisque @:a’::4:%/, on aura:
Sin A : Sin.B:: Sin.A’: Sin.B/;
et puisqu’on a A=A’, dot Sin A=S8in. A/, on pourra en conclure 3
Sin.B=Sin.B’;
et de la:
Tom 1. 18
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B=D ou =180°~B;

mais, si B et B/ sont de méme espece, sans étre égaux, on ne peut
avoir B=180°—B/; on a donc exclusivement B=B/ et, par consé-
quent, les triangles proposés sont semblables comme équiangles.
Cette proposition donne naturellement lieu au probleme suivant :
2. Connaissant les angles A, B, C, et les cotés a,b,c,dun
griangle , déterminer les angles A', B/ ; C/, et les cotés o', b/, ¢/,

. s , ) a” b

d’un autre triangle qui soit tel qu'on ait: A'=A et S=c=m o, m
a

étant un nombre donné?

Ce probléme présentant quelques circonstances remarquables qui
o’ont jamais été discutées, nous allons le résoudre avee tout le détail
fJue sa nature comporte,

On connait a/=ma , b’=mb,A’=A, et Von demande ¢/, B/, C/;
or,si 'on connaissait ¢/, on trouverait aussitot B/ et C/; tout se réduit

donc A déterminer ¢/ en fonction des données, ce qu'on fera ainst
qu’il suit:

Les deux triangles donnent respectivement :
a?=b>*~4c>*—2bc¢Cos.A ,
a* = c/*—2b/¢/Cas. A/

al a .
d’'olt on tire, en se rappelant que—= —et que A=A,

c? a? 2¢

-Z;_._ -b—-; —— ] + "b— COS¢A 9
/2 a2 2c!
—me— 1 — Cos. A,
b b +7

Retranchant ces deux équations 'une de l'autre, il vient:

-

¢ c2 "¢t 6
—b—E.“—&'z;;M ZCOb.A ("ﬁ“""”b“

équation qui revient 2

¢/ c ¢! ¢ .
e —b—) (77 ~+ -E—»-—..(JO-SGAD =0
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A4 . I
Egalant donc successivement chacun de ces facteurs & zéro, on a,

c ¢ o ¢ br—ar
= =3 ot = — —I;—I—-2Cos.A_T *) ;5
d’olt on tire :
, 13 , b Bre—g2
e

telles sont les deux racines qui doivent résoudre la question proposée.

3. La premiére est toujours positive. ..

La seconde peut étre positive , négative ou nulle, suivant que & est
>a, < a ou =a; ou, cc qui revient au méme, suivant que B
est > A, < A ou=A,

Sur quoi nous remarquons que, si A est aigu, B peut étre > A,
< A ou = A; mais que, si A estdroit ou obtus, B doit éire né-
éessairement < A; donc, si A est aigu, & peut étre > a2, < @ ou
= a; tandis que, si A est droit ou obtus, & doit étre nécessairement
< @. On raisonnerait de méme pour B.

Supposons successivement b > 2, b < a, b = a.

1.° Si b est >a,onaB > A; donc B peut étre aigu, obtus
ou droit, et A est ndécessairement aigu.

Dans la figure 1, on a b > a et B obtus.

Dans la figure 2, on a 4 > a et B aigu.

Dans la figare 3, on a b > a et B droit. _

2.2 8i best <a,onaB < Ajdonc A peut étre aigu, obtus
ou droit, et B est nécessairement aigu.

Dans la figure 4, on a & < a et A obtus.

Dans la figure 5, on a 4 < a et A aigu.

Dans la figure 6, on a & < a et A droit.

3.8ib=2a, on a aussi B= A ; donc B ou son égal A est né-
ressairement aigu.

Dans la figare 7, on a 4 =« et B ou A aign.

b2 2y 2
™ A cause de 2 Cos.A= +;

( Note des Editeurs. )
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Quant % l'angle C, il peut &tre aigu, obtus ou droit, soit qu’oh
aitd > a, b < aou b =a; mais celane nous intéresse point, comme
on le sentira, en construisant les valeurs de ¢/, ce que nous ferons
ci-aprés. Seulement, si cet angle est droit ou obtus, les deux autres

A et B se trouveront par la ndcessités a étre aigus.

, . . 14 bt /2 —
HCVCHOI}S presentement a nos racmes, 6/: ‘l‘)‘ cete/=— -

c
b

4. La valeur ¢/ ==, thujours positive , répond & un triangle /b/c/,

gemblable & abe, et qui remplit les conditions du probléme, Je dis

\ o o oY .
wemblable 3 abe y car on a d=e= o d’ou =5 =7, cequ
[4 23

entraine la similitude.

b . . . .
5. Cette valeur ¢/= 5 ¢ est facile & construire; si, en effet, (fig:

1,2,3,4,5,6,7), sur la direction de la droite CA=?2, et 2
partic du point C, on porte une longueur CA’=mb=14/; que, sur
la direction de la droite CB==¢, et i partir du méme "point, on porte
une longueur CB/'=ma=a’; en menant A’B/, cette dernitre droite
aura pour expressionfg ¢ et, par conséquent, A/B/C sera le triangle
cherché , semblable au triangle ABC,

b bre—a?
6. La valeur ¢/ = -

, positive si & est > a, répond & un
c
triangle @/b/¢/, en géndral dissemblable & @be, mais qui remplit,
comme le premier, les conditions du probleme. Je dis, en général
dissemblable a abe ; car ce dernier triangle donne §*=a>-}-¢*—

/s
2a¢Cos. B, d’ott

=¢—-2aCcs.B; ainsi, suivant que B sera aigu,

b2__(12

ebtus ou droit (fig. 1, 2,3),

sera respectivement < ¢, > ¢

v b

b7 14 .
ouz=¢ct, par conséquent , ¢/ ==, - sera < —;c,, > a

cou:.»;c;

or , dans les deux premiers cas, le triangle a/f/¢/ ne sera pas sem-
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blable au triangle abc, et, dans le troisiéme cas, il lui sera semblable;
donc, ce dernier cas n’étant que la limite commune des deux autres,

Y br—ar
. . . ) e
i} est vrai de dire que le triangle @/4’¢/, dans lequel ¢ =TT
est en général dissemblable & abe.

14 b2
7. Cette valeur C/ZT i

— b étant toujours supposé > &,

est facile & construire; si, en effet (fig. 1 et 2), on abaisse du
point C une perpendiculaire CO sur le ¢6té ¢, prolongé sl est ne-
cessairc ; que on porte ensuite le segment OB en sens contraire ; et
qu’enfin, parle nouveau point B, on méne une nouvelle droite CB=4«;
on aura une nouvelle droite AB, qui sera la différence (fig. 2) cu
la somme (fig. 1) des segmens , suivant que la perpendiculaire tombera
en dedans ou en dehors du triangle donné abc. On aura donc, en
_ (o4-2)(b—a) _ b2—a?
= . =

[

nommant ¢/ cette nouvelle droite AB, ¢/

, et

bl . . .
partant c’::—gc//. Or si, sur la direction de la droite CA=B, 3

partir da point C, on prend une longueur CA/=mb=1/; que, sur
la direction de la nouvelle droite CB=e, et & partir du méme point,
on porte une longucur CB/=ma=4a’; qu'enfin on meéne A’B/, on

. . bt b [/ —t) ,
aura cette derni¢re droite = —i)-c” == et, par conséquent,
A/B/C scra le triangle cherch¢, dissemblable & ABC.

b /3
8. La valeur ¢/= -

— négative si & est < @, répond } uf

triangle 2/4/¢/ qui remplit, non les conditions méme du probléme,
mais d'autres conditions un peu différentes, et telles que A7, aa lieu
détre = A, serait = 180%—A. En cffet, dans cette nouvelle hypo-
thése, il faudra prendre, non plus Cos.A/=Cos. A, mais Cos.A’=
. e/3 o3 ac!
~Cus,. Ay et par conséquent, non plus Ptk +Z7 Cos. A,
] at oy

mals ikt - (o8, A ¢ ce qui revient § changer simplement
(4]

27 g
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le signe de ¢/; exdcutant donc ce changement , dans les racines déj3
obtenues , elles deviendront, pour le probléme dont il s'agit ici:

, b N ;- o a*—bh2
= b c C C __..T

. 2
c

e’est-i-dire qu’elles ne différeront que par le signe , de celles qui rés
pondent au premier probléme.
o br—np2
9. La valeur ¢/= ke relative au premier probltme, ot
Ton a fait A/=A, négative si & est < 2, doit donc, étant prise
avec un signe contraire, résoudre le second probléme, ot T'en a fait
A’=180°—A. Cette valeur répond 2 un triangle &/6/¢c/ , en général
dissemblable 4 @d¢, et qui remplit les conditions du premier probléme,
excepté que A/ est = 180°—A, au lieu d’étre = A. Je dis en général
dissemblable 3 abc; car ce dernier triangle donne @*=04*~f-¢*—

ar—)2

25¢Cos A , d’ont

=¢—2bCos.A ; ainsi, suivant quc A sera

g2——bz

aigu, obtus ou droit (fig. 4, 5, 6),

scra <c¢, >¢ ou =c,
c

, o a2—b2 % 2
et par conséquent ¢/ =-— - scra & — 76> > — 5 ¢ ou

[
4 . .

=— c; or, dans les deux premiers cas, le triangle @/4/¢/ n’est

pas semblable au triangle abc, et, dans le troisitme, qui n’cst autre

chose que la limite commune de ces deux-la, il lui est semblable

donc il est vrai de dire qu'en général il lui est dissemblable.

b bre—p2
10. Cette valeur ¢/ = -

, b dtant < a, est facile & cons-

ruire ; si, en effet, on opére (fig. 4 et 5), comme il a été dit
(fig. 1 et 2), on aura une nouvelle droite AB, et en faisant cette

droite =—¢”/, parce qu’elle tombe & l'opposé de ¢, on aura —¢”/=
(@4-b)Ya—b) Qrm——ph2 o . .
= , et partant ¢/ :~b—c// ; or, si 'on continue , comme
[ c

dans les figures 1 et 2, on aura semblablement une droite A’B/, cor-
respondante 4 la nouvelle droite AB, et dont Vexpression sera
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b b Dremp2

=3 c”:’b“ TS d’olt il suit que A/B/C sera le triangle cherché,

dissemblable & ABC.
b bre—q2

r1. La valeur ¢/= 7T nulle si 4=, ne répond & aucun
triangle @/4/c/, dissemblable 3 abc, ou, si l'on veut, répond A un
triangle dissemblable évanouissant : cela est évident ( fig. 7.)

12, Résumons ;

Pour le probléme ou, connaissant les cotés 2, 5, ¢, et les angles
A, B, C, d'un triangle, il s’agit de déterminer les cotés @/, &/, ¢/, et les
angles A7, B/, C/, d’un autre triangle, qui soit tel qu'on ait: A/=A et
s b
- ==m,m étant un nombre donné; voici, relativement & la
détermination de ¢/, les seules valeurs qui satisfassent a la question ,
telle qu’elle a été proposée :

1.° St best > @ et B obtus (fige 1), 0n a,

o b br—ap®

/== o o=
¢/=—c u b —

2.° 81 % est >a et B aign (fig. 2), on a encore,

14 , o br=—q?
/= — ou ¢ = — , —
c bc p puni

3.0 St b est >a et B droit (fige3), ona,
b 4 7
c/:»gc ou = 7o
40 Si b est <@t A obtus (fig.4), on a seulement ,
b
o= - e

Ko Qi b est < @ et A pigu (fige 5), on a encore,

i
Y

6/::‘_”['.
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6. 81 5 est < 2 et A droit (6g.6), en a,
‘o b

c’:—z—c ou C/::——Tc‘

=0 Si, enfin, =a (fig. 7 ), on a seulement,

14
o =—c
]

Et, pour le probléme analogue ott, connaissant les cétés @, ¥, ¢,
et les angles A, B, C, d’un triangle, il s’agit de d¢terminer les
cotés @’y b/, ¢/, et les angles A/, B/, ¢/, d'un autre triangle qut

. . o W i
soit tel qu'on ait: A/=180°—A et — =—-=m,m étant un nombre

a
donné; voici, relativement 4 la détermination de ¢/, les seules valeurs
qui satisfassent & la question, telle qu’elle a été proposée :

1.° S1 b est < a et A obtus (fig. 4), on a seulement,

b a?—hz
= —. .
b c

2° Si b est < @ et A aigu (fig. 5), on a encore,

b Q2e—hHz
=, .

o ¢
3.2 81 b est < @ et A droit (fig.6), on a,

b &
o= —-c ou =— —¢
3 b

5
et, dans chacun des quatre autres cas ( fig. 1, 2, 3, 7), on'n’a
aucune valeur de ¢/ qui satisfasse a la question.

13. On voit que les deux probléemes ont les mémes racines,
b 4 .
¢ = - ¢ et ¢ =— s lorsque A est droit, ct partant < a; parce
qualors on a, tout a la fois, A/=A et A/=180%—A,

. . b b2eep2
On yoit encore que la racine ¢/ = 7

, du premier probléme ,

racine
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racine négative lorsque & est < ¢, ne satisfait point aux conditions

précises de ce probleme, excepté cependant dans le cas ot Iangle A
/

. . . b . e
est droit ; puisqu’alors elle devient c’::——-—;)— ¢, valeur qui satisfait au

probléme ( fig. 6 ).
b 2—b2

On voit, enfin, que la racine ¢/= - T du second probléme,

racine négative si & est > a, ne satisfait point aux conditions précises

de ce probléme, méme dans le cas ou langle B est droit; puisqualors

. 4 . e
elle devient c/::---z ¢, valear qui ne satisfait point 4 ce probleme

( fig. 3).

14. D’Alembert et les autres géométres qui l'ont suivi, enseignent
que, lorsqu’une équation a deux racines, l'une positive et 'autre né-
gative, la premiére résout la question dans le sens le plus direct et
le plus immédiat que son énoncé puisse présenter, tandis que la se-
conde ne la résout qu’en modifiant cet énoncé, de maniére & rendre
additif ce qui était soustractif , ez vice persd. Cependant , l'cn voit
ici deux racines, l'une positive et lautre négative qui, l'une ct
l'autre , résolvent deux questions dans le sens le plus direct et le
plus immédiat que leur énoncé présente , savoir : les racines

& &
c’:—b- et c’:-———b-(:,

qui toutes deux résolvent également le premier et le second probléme
lorsqu’on suppose &<« et A droit, et les résolvent sans qu'il soit né-
cessaire de rien changer & leur énoncé. On voit donc que le principe
posé par d’Alembert souflre des exceptions, et qu’ainsi la théorie des
quantités négatives , relativement aux racines des équations, n’est pas
encore suffisamment établie , comme l’avaient déji soupgonné de trés-

bons analistes (*).

(*) Les géométres dont parle ici lauteur ont aussi posé en principe que, lors~
que les racines d’'un probléme du second degré sont toutes deux positives , elles le

Tom 1. 19
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15, Aprds avoir déterminé le coté ¢/, venons a la détermination des
angles B/ et C/,

Pour le premier probleme ; on voit, par les constructions qui
donnent les valears de ¢/,

1.° Que, si le triangle cherché est semblable au triangle donné

(fige1,2,3,4,5,6,7), ona,
B=B et C'=C;

2.° Que, si le triangle cherché est dissemblable au triangle donné
(g1 et2),ona,

B'=180°—B;
dolt, A cause de A/=A et A’4-B/4-C/'=180°, on déduit,
C/'=B—A.

Pour le second probléme ; on voit, par les constructions qui don-
nent les valeurs de ¢/,

1.° Que, si le triangle cherché est semblable au triangle donné

(fg.6), on a,

résolvent, l'une et Pautre , dans le sens le plus direct et le plus immédiat, et
cela est vrai quelquefois; mais il arrive souvent aussi qu'une seule de ces racines
convient & la question : c’est, par exemple, ce qui arrive lorsqu’on se propose de
déterminer quelle doit étre la fléche d'un segment sphérique, appartenant & une
sphére donnée, pour que le volume de ce segment soit moiti¢ de celui du secteur
dont il fait partic. Le probléme L de V' Arithmétique universelle en oftre encore
un autre exemple , lorsque du moins, ainsi que le fait Newlon , on prend pour inconnue
la profondeur du puits.

Peut-étre ne serait-il pas impossible de rencontrer un probléme du second degré
que ses racines , toutes deux négatives, résoudraient dans un sens direct] ou un
probléme que ses racines , hien que posillves Pune et Pautre, ne résoudraient
gu'autant quon en modificrait I'énoncé 3 ou enfin un probltme qui serait résolu
dans un sens divect, par sa vacine ncgative 5 ct, dans un sens inverse , par sa
racine positive ?

( Note des rédacteurs.)
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B'=B et C/=C;
2.° Que, si le triangle cherché est dissemblable au triangle donné
(fig. 4et5), ona,
B'=8B,
&0, & cause de A/=180°—A et A/4-B/--C/=180°, on déduit,
C/’=A—B.

16. Observons que, si, au lieu de porter en sens contraire le segment
OB, comme on l'a fait (fig. 1, 2, 4,5, 7), on portait en sens
contrairc 'autre segment OA; ¢ et ¢/ deviendraient négatifs en méme
temps, soit dans les racines, '

, b/ ‘ a , bl bz....az
—_——— (& = — -
=7 “=73 c ’

de Iéquation du premicr probléme , soit dans Ies racines,

1% o ar=—=bh2
) S et = = ——
c

de ’dquation du second ; cn sorte que ces racines resteraient toujours
les mémes, comme il était aisé de le prévoir.

Par conséquent, dans cette nouvelle construction , on frouverait aussi
Ies mémes valeurs pour les angles B/ et C/, ainsi que ccla doit étre.

7. Aprés avoir résclu le probléeme proposé, art. 2, ainsi que l'autre

probléme qui se trouve li¢ & celui-la, il est temps d’en venir & l'ex-
posé et 4 la solution de la difficalté annoncée dans le titre de ce
mémoire ; veici en quoi elle consiste': _

On a prétenda pouvoir infirmer la démonstration donnée & lart, 1,
par le raisonnement qui suit :

Si deux triangles, abc et @/b/c/, sont tels quion ait & la fois:
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a b

a! b

Va fait voir, art. 2,

cl2 c2 o e
T 2Cos. A <§_—b>;
¢!

A=A’ et B de méme espice que B/, on aura, comme on

. c . .
divisant les deux membres de cette équation par s il viendra:

¢! <
-ZT -a' — 2COS|A 2

d’ot Pon conclura :

c! ) F

c
-bT — — ‘5‘+2C050A—T .

. . ’ . d '
Or, pour que les triangles soient semblables, il faut qu'on ait — =
b c . s @ b, . b _c
7 == donc, puisquon a déja = il suffira de faxre—i;—-;l—

b2y 2

¢! t . R [
d’ou Z=7 et alors la derni¢re formule deviendra 5= ;et par

b=a"-c*;

ce qui donne B=B/=q0® 1l semblerait donc résulter de 14 que, pour
que les deux triangles. soient semblables, il faut que les angles B et
B/ soient tous deux droits.

18, Mais les détails dans lesquels nous sommes entrés jusqu'ici,
mettent dans le plus grand jour tout ce qu’un pareil raisonnement

présente de défectueux ; on voit, en effet, qu'en divisant I’équation
c’2 c2 o c

= === 2C08,A.{ =—— — ~— ), ou son équivalente
| O Bl A q >

ol c / ¢! [ Y .
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T ! ¢/ c M 1) * / - y
par le facteur 77 » qui, égalé A zéro, donne la racine ¢ =—c,
on élimine cette racine, laquelle répond & un triangle a/0/¢/, sem-
. ) A c ¢
blable au triangle abc; et P'on ne conserve que le facteur v —1—-[7--—-

. . bt b2y 2
2Cos,A qui, égalé & zéro, donne la racine ¢/= T

»laquelle ré-

pond & un autre triangle @/4/¢/, en général dissemblable & ade. Ce-
pendant , on suppose ensuite semblables ces triangles qui, en général,
ne le sont pas; lors donc que la supposition de cette similitude est
introduite dans le calcul, Valgebre doit redresser cette fausse hypo-
these , en indiquant le cas unique ol elle peut devenir vraie.

19. Or, ce cas est celui ou l'un des angles A et B est droit
(art. 12, n° 3 et 6).

En faisant -;—:—:-;7 , dans J’équation -l-fl—'-zbi;;ﬁ
}*=a~+c*, dou nous avons conclu B=g0° ; mais c’est qu’alors nous

. v c .,
avons tacitement supposé 4>a , et partant ~ positif,

, nous avons trouvé

. . ¢ A NP
Si nous avions supposé & < @, et partant — négatif, il edt fally

- c! c .
faire , dans le cas correspondant, =7 et alors nous eussiong,

trouvé @*=5*-¢*, d'ou A=qo°
20. En général, le triangle semblable & #b¢ est indiqué par la racine

4 c . . \ , . ¢ b2emmqa?
— =t le triangle dissemblable & ab¢ Vest par la racine 7=

qui est positive ou négative , suivant que & est > @ ou < . Faire

c -
T i“b‘ , suivant que & est > g ou < @, c’est donc demander & ’al-

gtbre dans quels cas deux triengles, en général dissemblables, pour-
raient néanmoins devenir semblables ; et elle nous apprend que ce sera
dans cclui ot l'un des angles A et B sera droit,

. o ¢ . .
3 .3 —— oy 2 /
Mais la racine 7 =7 indique que les triangles ade, a’b/¢’, entre
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lesquels on a @: 4 :: a’: b/ et A’=A, peuvent étre semblables. Et
puisqu’alors on a toujours B/=B ou BE/=180°—B, il est clair que
ces triangles seront en effet semblables, si B et B/ sont de méme es-
pce, et non pas seulement si B et B/ sont droits.

Ainsi se trouve expliqué le paradoxe de Vart. 17, de maniére b

conserver & lanalise 'exactitude et la lumiére qui la caractérisent émi.
nemment (*). ‘

(*) La difficulté que résout ici M. de Missery , w'est pas plus particuliére a la
question qu'il s'est proposée qu'a toute autre : elle se reproduira toutes les fois
quon se permetira d'opérer de la maniére indiquée art. 17.

On dit communément quwon peut, sans troubler I'égalité, multiplier ou diviser
les deux membres d’'une équation par une mime quantité ; et cela est trés-vrai, sile
multiplicateur ou le diviseur est entiérement connu et différent de zéro; mais on
ne saurait, dans le cas contra're, user de cette faculté, sans s'exposer aux plus graves
erreurs ; d’autant quil peut souvent arriver que P'équation n’ait lien qu’en vertu du
facteur introduit ou supprimé. On peut méme affirmer qu'a Paide d’un tel procédé, il
n’est aucune proposition absurde dont on ne puisse donner une démonstration ap=
parente , ni aucune proposition évidente dont , & I'inverse, on ne parvienne aussi 5 du
moins en apparence , 4 démontrer la fausseté. De quelle négligence ne sont
donc pas coupables ceux qui, écrivant des él¢mens, gardent un silence absolu_ sur
ce point capilal, ou méme ne s’y arrétent, pour ainsi dire, quen passant, et sans
y insister fortement ?

Les mémes considérations prouvent que, passé le premier degré, on ne saurait
user avec trop de circonspection de certains modes particuliers d’élimination , séduisans
par leur briéveté, mais qui ont souvent le double inconvénient de faire évanouir
des racines utiles & la question quon traite, et de les remplacer par d’autres qui
lui sont absolument étrangéres. '

( Note des rédacteurs. )
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QUESTIONS RESOLUES.

Démonstration du théoréme énoncé & la page 62
de ce volume

Par un AsonNE,
GERGONNE

[ Vo Wi W Wi Vi Wi Vo V]

P()UR parvenir au but que je me propose d’atteindre , je vais d’abord-
établir quelques principes que, pour plus de briéveté, je me contenterai
d’énoncer , d’autant que leur démonstration ne saurait soufirir de dif-
ficulté,

1. Dans tout tronc de pyramide, & bases paralltles ou non paral-
leles , le point d’intersection, soit de deux cbtés, soit de deux dia=
gonales , soit enfin d’un coté et dune diagonale de Pune des bases,
et le point déterminé par lintersection des deux lignes correspondantes
de lautre base, sont deux points d’une droite qui passe par le sommet
de la pyramide (*).

2, 1l en est de méme, en géndral, pour toute droite passant par
des points qui, dans les deux bases, sont des intersections de lignes
correspondantes,

3. Dans tout tronc de pyramide, 4 bases non paralleles , les points
d’intersection , soit des cotés correspondans, soit des diagonales corres—

(*) On ne suppose pas, dans cette proposition et dans les saivantes , que les
deux hases du tronc soient essentiellement des polygones convexes ; el on admet

méme que le sommet de la pyramide peut se trouver compris entre les plans
de ces deux hascss ‘
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pondantes des deux bases, sont tous situds sur une méme ligne droite ,
laquelle n’est autre chose que lintersection des plans de ces deux bases.

4. En général , des droites qui, dans les deux bases, sent déter-
minées par des points correspondans, concourent a l'intersection des
plans de ces deux bases.

5. De quelque maniére que soit situé, par rapport & un plan, un
systtme de droites originales concourant en un méme point, et en
quelque lieu qu’on suppose 'ecil d'un spectateur, autre cependant que
le point de concours de ces droites , leur perspective sur ce plan ne
pourra étre qu'un systtme de droites paralléles, ou un systeme de
droites concourant en un méme point, suivant que le point de con—
cours des droites originales sera sur le plan conduit , paraliélement
a celui du tableau, par Vil du spectatcur, ou qu'il sera hors de
ee plan.- ,

6. Réciproquement , tout systtme de droites , paralleles, ou concon-
rant en un méme point, tracées sur un méme plan, peut étre considéré
comme la perspective d'un systtme de droites originales concourant en
un méme point ; et il est méme aisé¢ de voir que cela peut avoir lien
d’une mfinité de maniéres différentes.

7. Les perspectives , sur un plan quelconque, des deux bases d’un
tronc de pyramide, a bases paralltles ou non paralleles , sont. deux
polygones d’un méme nombre de cotés, tels (1 et 2) que les droites
qui joignent leurs points correspendans ( 5) sont paralléles. ou con-
courent en un méme point ; en outre, si les €6tés de ces polygones
ne sont pas paralltles chacun & chacun, les intersections des lignes
correspondantes de 1'un et de lautre se trouveront toutes (3 et 4 )
sur une méme ligne droite. '

8. Etant données I'une des bases et les grandeurs et directions de
trois ardtes latérales d’an tronc de pyramide, ce tronc se trouve en-
ticrement déterminé, 1l faut seulement, pouar que sa construction soit
possible , que les trois arétes latérales données concourent en un méme
point ; ce poini est alors le sommet de la pyramide; on connait donc
les directions de toutes les arétes latérales ; et, comme on connait ausst

trois
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trois points du plan de la base inconnue, ce plan est entitrement dé-
erminé , et ses intersections avec les directions des arétes latérales deé-
terminent les longuears de ces arétes , et, en méme temps, les sommets
de tous les angles de la hase inconnue.

g. Un tronc de pyramide étant donné, sa perspective ( poar une
situation donnée de I'eeil et du tableau) est aussi donnée; done (8)
étant données, sur un plan, la perspective de I'une des bases d’un trone
de pyramide, et les perspectives de trois de ses arétes latérales, la
perspective du tronc se trouve entiérement déterminée , et il doit étre
possible d’en achever la construction. Voici de quelle mani¢re on peut
procéder pour y parvenir :

1.2 Soient d, d/, d, ....... les c6tés du polygone, perspective
de P'une des bases , que je désignerai par (S); soient §, 9, 37, «0s
les cotés du’ polygone, perspective de I'autre base, que je désignerai
par (Z); soient p, p/, p/, «...v. les sommets des angles du po-
lygone (S): p étant Vintersection de & et &/, p/ l'intersection de @/
et d”, et ainsi de suite ; solent, en outre, =, @, @/, ceeeses les
sommets des angles du polygone (=) : = étant l'intersection de y et
o, =/ celle de 3’/ et 37/, et ainsi de suite; solent, enfin, D, D/ et
D7, ...... les perspectives des arétes latérales : D joignant p et =,
D/ joignant p/ et =/, et ainsi de suite.

2.° On suppose que l'on donne le polygone (S); ce qui entraine
la connaissance des droites &, d/, d”, ......... et celle des points
Ps Py p”’, «eeves; on suppose, en outre, que Fon donne les gran-
deurs et directions des droites D, D/, D/, ce qui entraine la déter-
mination -des points =, =/, #//, et conséquemment celle des droites
& et 3/ et il s'agit de déterminer tout le reste.

3.° D’abord, pour que le probleéme soit possible, il faut (5) que
D, D/, D” soient paralléles ou concourent en un méme point; en
supposant donc qu’il en soit ainsi, si, par les points p/, p////, .....,
on meéne des droites paralleles & celles-la, ou concourant au méme
point qu’elles, il est clair que ces derniéres indiqueront les directions
de D7, D/, en sorte qu'il ne s'agira plus que d’assigner les points

Tom. I, 20
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=/, @/l i iiiies ol elles doivent se terminer : attendu que la dé-
termination de ecs points entrainera celle des droites 37/, 8777, .....
© 4.° Mais il est clair que tout se réduit 4 donner une méthode pour
déterminer =/, En effet, ce point étant déterminé, on connaitra tou-
jours le polygone (S), on connaitra de plus les grandeurs et di-
rection de D/, I et D//; on se trouvera done, pour la détermi-
nation de =////, dans les mémes circonstances.ott on s’éfait trouvé pour
la détermination de ="/; et par conséquent il suffira, pour obtenir
“ee point, de répéter le méme procédé, lequel conduira, par une suite
de semblables opérations, 4 la détermination des autres points incon-
nus, en quelque nombre qu'on les suppose. Voyons donc comment,
nous pourrons déterminer le point «///,

5.° Soient prolongées &’ et d/// jusqu'd leur point de concours m/,
et soit conduit, par ce point 7/, une droite I/ parallele 3 D, D/,
D”, ......, ou concourant au méme point quelles; cette droite 1./
contiendra (7) le point u/ de concours des droites 3 et 37/ en prolon-
geant donc 3/, jusqu’a sa rencontre avec 1/, on obtiendra le point
#/; et, comme ce point est sur 3/, dont on connait déji le point
=//, cette droite §//se trouvera déterminée ; on ‘pourra donc la cons-
truire , et son intersection avec D//, dont la direction est déja connue,
déterminera le point cherché =/, Liinspection des figures § et g
mettra cefte construction dans tout son jour.

10. On voit que, pour chaque nouveau point, tel que =/, qu’on
veut déterminer , on est obligé d’avoir recours & un point auxiliaire,
tel que ¢/ ; de manitre qu’aprés la construction achevée , on se trouvera
avoir deux fois autant de points qu'on en cherchait; si done m ex-
prime le nombre des angles des polygones (§) et (£), comme trois
des points de (=) sont donnés, on aura déterminé 2(m—3) ou
2m—~G6 points de ce polygone, qui, joints aux trois points déja dounés
ou pris arbitrairement, feront en tout am—3.

11. Ainsi, un polygonc de m cotés étant donné ou construit arbi-
trairement sur un plan, il est toujours possible, 1.° de construire,
sur ce plan, un autre polygone , aussi de 7 cotés, de maniére qu'en
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joignant deux 2 deux, par des droites, 2m-—3 points da premier avec
leurs correspondans dans le second, ces droites soient paralléles ou cor-
courcnt en un méme point ; et, s’il en cst ainsi, comme alors la figure
quon aura construite sera la perspective d’an trone de pyramide , il
arrivera, de soi-méme (7 ); 2.° que toutes les autres droites qui join-
dront des poinis correspondans des deux polygones, seront paralléles
aux\premicres, ou concourront au méme point qu’elle; et qu’enfin
3.° les intersections des lignes correspondantes, dans les deux poly-
gones , scront toutes situées sur une méme ligne droite, si toutefois
ces lignes ne sont pas paralléles; mais on voit que, si seulement quel-
qﬁes-unes de ces lignes étaient paralléles entre elles, elles devraient
Uétre aussi & la droite qui contiendrait les intersections de toutes les
autres deux i deux.

12. Si Pon fait actuellement attention qu’en général tout systeme
de m droites qui se ecoupent deux d deux, sur un méme plan, forme
un polygone de m cotés , on reconnaitra sans peine , dans les
propositions qui viennent d’étre énoncées, celles qui se trouvent i
Pendroit déja cité de ce recueil ; de maniére que la démonstration de
ces dernitres se trouve renfermée dans ee qui précede.

13. La construction que j'ai indiquée () était la plus propre i
conduirec & la démonstration que j’avais principalement en vue; mais,
comme le probléme auquel cette construction se rapporte se présente
fréquemment dans le tracé des figures de géoméirie, on ne sera pas
fiché, je pense, d’en trouver ici une solution plus commode que,
pour plus de clarté, jappliquerai & un exemple particulier.

Soit ABCDE (fig. 10 et 11) la perspective donnée de l'une des
bases , soit d’un tronc de pyramide, soit d’un tronc de prisme ; soient
AA’, BB/, CC/, les perspectives , aussi données , de trois de ses arétes
latérales consécutives ; et proposons-nous d’achever la construction de
la perspective de ce tronc.

Soient d’abord menées DD/ et EE/, paralleles & AA/, BB/, CC/,
( fig. 10), ou concourant au méme point qu’elles (fig. 11 ); soient
ensuite prolongés BA et B/A’ jusqu’a leur point de concours A%,
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puis BC et B/C/ jusqud leur point de concours en C”; en menant
A/C/, cette droite sera la perspective de l'intersection des plans des
deux bases; menant donc et prolongeant les diagonales BD, BE,
jusqua la rencontre de A”C/ en D’ et E/, si I'on mene ensuite
B/D” ot B’E/, coupant DD/ et EE/ en D/ et E/, ces points D/ et E/
seront les sommels d’angles cherchéds ; de maniére qu'en menant ¢/,

D/E/ et E/A/

, la construction sera terminée.

- Au surplus, Vobligation ol sont les cétés correspondans des deux
polygones de concourir en un méme point de A”C/ peut fournir,
soit une autre construction, soit un moyen de vérifier celle-ci.

14. La construction serait peu différente si, au licu des trois points
A, B/, €/, situés sur AA/, BB/, CC/, on en donnait trois autres
situés sur les perspectives de trois droites quelconques, paralléles aux
arétes (fig. 10), ou concourant an sommet (fig. 11).

.13, On pourrait aussi ne donner qu’un seul point de P'une ou de
Vautre sorte, et remplacer les deux .autres par la perspectwe A
de Vintersection des plans des deux bases.

16, Les mémes constractions peuvent aussi étre apphquees a la ré-
,solunon des deux problémes suivans :

° Etant données la perspective d'un cdne ou d'un cylindre, droit
ou oblz'que s celles de trois droites passant par le sommet du cone,
ou paralléles & celle qui joint les centres des deux bases du cylindre ;
et enfin, celles de trois poinis situés sur ces droites ; déterminer
tant de poinis qu'on voudra de la perspective de la section du céne
ou du cylindre par un plan passant par les trois points dont les
perspectives soni données ?

2.° Etant données la perspective d’'un cone ou d’un cylindre, droit
ou oblique; celle de I'intersection d'un plan qui le coupe avec le plan
de sa base; celle d'une droite passant par le sommet du cone, ou
paraliéle & celle qui joint les centres des . deuz bases du cylindre ;
et enfin celle du pointiov le plan coupant rencontre cetie dernidre

droite ; déterminer tani de pomz‘s quon voudra de la perspective.
de la seciion ?

P
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La solution de ces problemes, déduite des méthodes exposées ci-

dessus , sera incomparablement plus courte et plus simple que celles
que. fournirait la géomeétrie descriptive proprement dite.

Theéorémes sur les triangles , relatifs & la page 64
de ces Annales ; . '

Par M. Laviier, professeur de mathématiques d Tacadémie

impériale de Gentve.

NN

THEOREME. Dans tout triangle , le quarré de la distance des
centres des cercles qui lui sont inscrits et circonscrits ,. est égal au
rectangle du rayon du cercle circonscrit , par Uexcés du méme rayon
sur le double de celui du cercle inscrit (*).

() Ce théoréme a aussi été adressé, mais sans démonstration , aux Rédacteurs des
Annales ,par M Kramp , professeur doyen de la faculté des sciences a Strashourg.

Le méme théoréme est connu des Rédacteurs depuis 1807 , il leur fut communiqué ,
- cette époque , par few M. Mahieu, profeégétlr de mathématiques au collége d’Alais .
qui le tenait de M. Maisonneuve, ingénieur des mines. Voici de quelle maniere M,
Midisonneuve y était parvenu. ‘

En ddsignant par c, ¢/, ¢/, les trois cdlés du triangle,, et par D la distance
entre les centres des cercles inscrit et girconscrit, on trouve, sans beaucoup de
peine ,

D V e3¢/ ccle!
('~+C’+C”)(C+C’—‘C”)(d+c”—c)(c”+c-—-c’) T oot 0

mais on sait quen désignant par R le payon du cercle circonserit, par r celui’
de Pinscrit, et par T laire du triangle, on a ces trois expressions :
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§ L

LEMME. Déns tout triangle , la base est & lo hauteur, comme

le produit du sinus de Pangle au sommet par le sinus total est au’
produit des sinus des angles & -la base.

16T = (e-c/-0") (cfrclmmc!!) (e/ ¢/ ) (/' f-C—C)
2T =r(cf-c'4c) 4
4RT = ce/c” 5

des deux derniéres équations on tire d'ahord ;

ccle!!
— == orR.;
e -
comparant ensuite le quarré de la troisitme & la premiére, on awm =
- czcl2e/l2
’ /. 174 /, /7, 1/ : 2 :Rr }
/. 74 [ /s JRm—Ch
“ e (e (e ) (e
et parlant ' o
- . D:\{ F!#-—,gpﬁ_ >
ou :
. D= R—o2r)

équation qui n’est que [a traduction analitique du théoréme de M. Lhuilier ,‘ et.qui,
est. aussi eelle de M. Kramp. ) ,

Ces sortes de rencontres , qui n’6tent rien aw surplus au mérite personnel de
chaque inventeur, ne sauraient étre fort rares dans les sciences exactes, ot lon
marche constamment dans la veie de la vérité; €est ainsi que M. Mahieu, vers
Pépoque déja indiquée , trouva le tleéorémz: suivant , auquel M. Lhuilier est@ussi:
parvenu de son cbté , ( voyez ses Elémens d'analise géométrigue et d'analise ol-
gébrique ; Genéve ‘1809 , pag. 224) : .

« Si Pon désigne par r, r/, v, ¥7, les rayons des quatre eercles qui ‘peuvent
» toucher ala fdis les trois cotds d'un méme triangle , considérés comme des droites
# indébinies , et par T Paire de ce triangle , on aura T==\/urv/r/, » ,

( Note des éditeurs. )
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Soit ABC ‘un triangle dont. AB est la base, ét dont CQ est la
hauteur (fig. 12). Jaffirme .que AB : CQ=1<5in,C : Sin.A.Sin, B,

Démonstraiion,
| | AB:.AJz$¢C}Sm3,
AC: CQ=1 . SinAj;
done AB : CQ=8in.C: Sin.A.Sin.B,

COROLLAIRE. Dans tout triangle, un des cités est au rayon
du cercle inscrit, comme le produit du sinus total par le cosinus
de la mottié de Uangle opposé & ce c0té est au produit des sinis
ides demi-angles qui lui sont adjacens. '

En effet, le triangle qui, ayant son sommet au centre du cercle
inscrit, a pour base le coté dont il 5'agit, a sa hauteur égale au
l*flyon de ce cercle; de plus, ses angles, 4 la base, sont moitié des
angles correspondans du premier iriangle ; enlin , son angle , au som-
met , est le supplément du complément de la moitié de langle au
sommet du méme triangle,

. IL

LEMME CONNU. Dans tout triangle, le rayon du cercle cir-
conscrit est & lun des cétés, comme le sinus total est au doublp
du sinus de U'angle opposé a ce coié.

§ IIL

LEMME. Dans tout iriangle,:le rayon du cercle circonscrit est
au rayon du cercle inscrit , comme le cube du sinus total est @
quatre fol's le produit continuel des sinus des demi-angles du triangle.

Soit ABC un _triangle; que les rayons des cercles, dont P'un lui
est circonserit et dont lautre lul est inscrit, ‘soient désignés par R
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et 7 respectivement ; j'affirme que & : r=1°: 4Sin.; A.Sin.: B.Sin.:C.

~Démonstration. - -

done,

AB:r =1 XCos.2C: Sin.iASin.IB., (§.L Coroll )
R :AB= . 28in.C 3 (§.1L)
B :r =1*xCos.iC: 2SiniA.Sin.tB.Sin. C

T =L 4SintA.Sin.!B.Sin.:C.

SCHOLIE. Quatre fois le produit continuel du sinus des demi-
angles d’un triangle, est égal au produit du quarré du sinus total par
Pexces de la somme des cosinas des angles de ce triangle sur ee sinus

total.

- En.effet, Cos A+Cos B+Cos C—x ::Cos A~Cos.B—2Sin.>:C

__2Cos.;(A-{-B)Cos.;(A-——B)——sz. :C
=28in.2C { Cos.: (A—B) —8in.2C}

= 28in.2C { Cos.: (A—B) —Cos.2 (A+B)}
= 4Sin.2 A.Sin.2B.Sin.iC.. -

_ On peut aussi exprimer ce produit continuel dans les cétés du
trxangle.‘ ‘

En effet

Sin.: A_V—(AB——AC—{-B« 2) i (—AB4-ACHBC)
BAXAC

Sin. X B_V HAD—BOACIX —ABFECHAC) )
ABXBC

Sm 0= V (AC—-BC+AB>><~<—AC+BC+AB;
ACXCL}
donc,
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donc ,
SinA.Sin.2B.Sin.: C_:-:(AB+BC-—CA)>(§(AB-—BC+CA)X;(-—AB-I—BC-}-CA)

ABXBCXCA

__ 3(AB4-BC4-CA)X2(AB--BC—CA)%:(AB—BC4-CA)X:(—AB4-BCH-CA)
ABXBCxCAX:(AB-{BC+H-CA)

2

ABC
" ABXBCXCAXZ(AB4-BC+4-CA)

§ 1V.

THEOREME. Le quarré de la distance des centres de deux cercles ,
dont lun est circonscrit ¢ un triangle , et dont l'autre lui est ins-
crit, est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit par I'excés
de ce rayon sur le double de celui du cercle inscrit.

Scit ABC un triangle ; soient Z et z les centres de deux cercles,
dont 'an est circonscrit au triangle, et dont 'autre lui est inscrit;

——

que les rayons de ces cercles soient B et r; jaffirme que Zz =
R(R—2r).
Démonstration. Soient ZP et zp , perpendiculaires & 'un des cotés,

tels que AB. |
Zz =(ZP—zp)+ (Ap—AP)
=Kzz—-2ZP><zp-—2Ap X AP-+-z—p2 +:’-‘:E>ﬂ
= RR—2RrCos.C—Ap><AB=+Ap —rr (*)

=RR—=2Rr~+4BrSin>:C—Ap<Bp-rr (**)

z

) A cause de 2AP=AB et de ZP=AZ Cos. AZP=R Cos.C.
" A cause de Coss C=1—2 Sin.21C.
’ ( Notes des éditeurs. )

Tom 1. 21,
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= R(R—-2r)~448rSin’ ;C—rr(Cot.; A.Cot.2B—1) (*)

. Cos. L (A4-B)
— —oar RrSm2iC—rry> —2 " 177
R )4 : ><Sm}A$me

. Sin. £ C
=R(R—z2r)+40rSin.>:C—rrxx ——m— 1~ -
( )4 Sin. £ A Sin. £ B

=R(R—2r)-+rSin.: Sin.: Ce— ____i___>
(R—2r)4-r mlC<4B§m‘C I} SrienTE
rSin.2 C , . :
=R(R—-2r)+4 S TASaiD (4128in.; A.Sin.:B.Sin. 2 C—r)
=B(R—2r) _ (§ 1L)
§l V.

—_—2
Corollaire. Liéquation Zz = R(R—>2r) détermine la relation qui
régne entre les distances des centres et les rayons de deux cercles,
dont I'un est circonscrit & un triangle, et dont lautre lui est inscrit;

de manitre que deux de ces quantités étant données , la troisiéme est
déterminée.

—_—
Ainsi R—r =7z “rr
9 P

—_—
BB —7z
ef 2= —— ou B:R4-Zz=R—Zz: 2r

Savoir: le quarrd de la différence des rayons des deux cercles est

égal 4 la somme des quarrés de la distance des centres et du rayon
du cercle inserit.

Le rayon du cercle circonscrit est & la somme de ce rayon et de

£*) A cause de Ap==zp, Cot. zAp==r. Cot. } A , et de Bp==zp. Cot.zBp==r, Col.} B,
( Note des éditeurs. )

X
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Ja distance des centres, comme la différence de ce rayon ct de ceite
distance est au double du rayon du cercle inscrit.

§. VL

T.a relation entre la distance des centres de deux cercles et les
rayons /2 ét r de ces cercles, étant telle qu’il vient d’étre dit; si on
circonscrit au cercle dont le rayon est 7 un triangle dont un des cotés
soit une corde de P'autre cercle, ce triangle sera inscrit & ce dernier
cercle ; et reciproquement, si I'on inscrit au cercle dont le rayon est
B un triangle dont un des cotds soit tangent 4 laatre cercle, ce
triangle sera circonscrit & ce dernier cercle.

Il y a donc un nombre illimité de triangles qui peuvent étre 3 la
fois inscrits & un cercle et circonscrits & un autre cercle, lorsque les
rayons de ces cercles et la distance de leurs centres sont liés par 1'é-

quation Zz = B(R—-=2r).

Pour que cette inscription et cette circonscription simultanées soient
possibles , on doit avoir R-;:zr. Lorsque R=2r, alors Zz=o03; les
deux cercles sont concentriques ; les triangles sont équilatéraux, et ils
différent entre eux seulement par la position de leurs cotés.

Lorsque l'inscription et la circonscription simultanées sont possibles ,
pour que le probléme soit déterminé, on doit ajouter, sur le triangle
4 construire , quelque autre econdition indépendante de I’équation
Za =RA~—-2r). . '

Exemple. Que Yon donne un angle du triangle cherché, tel que
Pangle C. Le cercle dont le rayon est R fait connaitre le cété AB,
opposé a cet angle, par l'équation AB=2/R8in.C. Dans le¢ triangle
ABC, dont on connait I'angle C, on connait aussi la somme des
angles A et B; de plus, dans la proportion AB: r=Cos.>C : Sin.ZA,

Sin.:B, on connait le quatritme terme , savoir, le produit des sinus
des demi-angles dont la somme est donnée; mais , 2Sin.2A.Sin.2B=
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Cos.t (A—B)—Cos.2(A-+B) ; donc , on connait le cosinus de la demi~
différence des angles A et B; et partant on connait aussi la demi-

différence de ces angles, ct on les connait I'un et lautre.
On a,

" Cos.:(A—B)= Cos.-(A+B)—|—-—- Cos.2C

=Sin.; C+ 2HSiniC

Comme la plus grande xaleur de Cos.:(A—DB) est T'unité, on doit
avoir :

>Sm. C+ Se -C;
d’odt
r;’<- 2ASin.2C (1 —S8in.:C) ,

ou encore

7 < 4B5in.:C.8in.? (45°—3C).
dans le cas de la limite, le triangle est isoctle.

§ VIL

Ce qui vient d’¢tre développé, sur le cercle circonscrit et sur le cercle
inscrit d un triangle, peut étre appliqué, avec de légers changemens,
au cercle circonscrit et & 'un des trois cercles exinscrits & ce méme
triangle , savoir : & un cercle qui touche un des cétés du triangle ex-
térieurement , et les prolongemens des deux autres cotés ( Voyez mes
Elémens d’analyse, etc, § 131.).

Comme le rayon du cercle exinscrit & un triangle, dans l'un de
ses angles, a, relativement au c6té qu’il touche extérieurement, une

Y

direction opposée i celle du rayon du cercle insciit; dans la formule

Zz =R(R—-2r), on doit changer le signe de 7, ce qui donne l'¢=
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quation ’z;izﬁ(ﬂ-l-zr), savoir : le quarré de la distance des centres
de deux cercles dont 'un est circonscrit 3 un triangle, et dont l'autre
lui est exinscrit, est égal au rectangle du rayon du cercle circonscrit
par la somme de ce rayon, et du double du rayon du cercle exinscrit.

On peut parvenir & cette équation immédiatement, sans partir de
la doctrine des quantités négatives , et de la correspondance-qui a lien
entre les changemens de direction et le changement des signes, en
procédant comme il suit:
_ 1.° Dans tout triangle, la base est au rayon du cercle exinscrit,
relatif & cette base, comme le produit du sinus total par-le cosinus
du demi-angle opposé a la base, est au produit du cosinus des demi~
angles 4 la base,

2.° Dans tout triangle, le rayon du cercle cireonscrit est au rayon
de Pun des cercles exinscrits, comme le cube du sinus total est &
quatre fois le produit continuel des cosinus des demi-angles & la base,
et du sinus du demi-angle qui lui est opposé

Scholie, 4Cos.>A.Cos.:B.Sin.:C=Cos.A-}-Cos.B—~Cos.C1.

ABC’
ABXBCXCAX * (—AB-+BC~-CA)

=4 X

- THEOREME. Ie quarré de la distance des centres de deuz cercles
dont l'un est circonscrit & ce iriangle, et dont I'autre lui est ex~
inscrit , est égal au rectangle du rayon du cercle circonserit par lo
somme de ce rayon el du double de celui du cercle exinscrit.

Soit ABC un triangle ; soit Z le centre du cercle circonscrit, et £
son rayon ; soit z/ le centre d’un cercle exinscrit A ce triangle, dang
Pangle C; et soit 7/ son rayon : jaffirme que 7 =R(R4-2r"),

Démonstraiion, Soit z/p’ perpendiculaire 3 AB,

 Za" =(ZP2/p/ )+ (AP—Ap)
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= RR~-2ZP > 2/p/—2APX Ap/-Ap/ - /p!
= RR~+2Rr'Cos.C— Ap/ }XP'B~-r/rt
= R(A+2r/)—2Rr/(1—Cos.C)—r/r/Tang.: A. Tan g iB4-rtr/
= R(R—4-2r")—4Br'Sin>;C~H-r'r/(1 —Tang.; A.Tang.:B)

o Cos.2 (A4-B)
— o7/ N\, / o2 /e
= R(R~4-2r")—4Rr'Sin ;C~-r'r Cos. 2 A.Cos 2B

Sin. 2 C
Cos. 2A.Cos. 2 B

=R(R+-2r/ 7Oin S R Cos.2A.Cos.2B.Sin.: C—r’
=R( ._r)-—-Cos.%A.Cos.%Bhf 0s.=A.Cos.>B.Sin,> -—-—r}
=R(R~4-2r). (*) (§. VI, 2.2)

= R(R+2r)— {Rr/Sin* - Coery/

(* De toute cette analise dérive naturellement la démonstration des deux Porismes
énoncés & la page 64 de ce volume.

En reprenant, en effet, les symboles employés dans la premiére note, de I'é-
quation :

D2=Rz2—2Rr,
on tirera successivement : *

R:—D"

1.0 r== - 2.2 R=r==y/r>—-D2,
2R

Or, la valeur unique de r, donnde par la premitre formule, éiant toujours
possible, tant que R n’est pas nul, et étant de plus positive , lorsquon a R > D),
on en peut conclure, 1.° gv’un point étant donné arbitrairement, dans Dintérieur
dun cercle dont le rayon est R, et & une distance D de son cenire; il y @
toujours une longueur, et une seule longueur v, laquelle étant prise pour rayon
d’un nouveau cercle, ayant son centre au point donné;.il errivera gqu'un méme
triangle pourra étre & la fois inscrit au premier des deux cercles et circonscrit
au second.
~ Quant 24 la seconde formule , bien qu'elle donne pour R deux valeurs essentiel-
lement réelles, 'une positive et l'autre négative , et cela indépendamment du rap-
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QUESTIONS PROPOSEES.

Probléme de Géométrie.

UN cercle dtant donné, le partager, par un nombre limité d’opé-
rations faites avec la regle et le compas seulement, en un nombre
donné quelconque de parties, égales a la fois en surface et en contour,

\ Autre probléme.

Concevons. qu’aprés avoir divisé tous les cotés d'un polygone quel-
conque en 72 parties égales, on prenne sur les deux c6tés de chacun
de ses angles, et a partir de son sommet, 2 de ces parties, n étant.
< 5 m : _

Si l'on coupe les angles du polygone par des droites qui passent
par les points déterminés de cette maniére sur chacun de leurs cotés,
on transformera ce polygone en un autre d’un nombre de cotés
double.

On pourra opérer sur ce nouveau polygone de la méme maniére
qu’il vient d’étre dit pour le premier ; et, si I'on poursuit eontinuel-

port de grandeur entre r et D; comme néanmoins le changement du signe de
r ne fait simplement que changer les signes de ces valeurs, sans en changer la
grandeur absolue, on en doit conclure que I'une d'elles , savoir, r—y/r24-Dz, est
relative au cercle que M. Lhuilier appelle exinscrit, et que par conséquent la valeur
de B, relative au cercle /nscrit, est unigue, comme celle de » dans la premiéra
formule. Ainsi, 2.° un point étant donné arbitrairement , sur le plan d'un cercle dont
le rayon est r, et & une distance queicongue D de son centre, il y a toujours
une longueur , et une scule longueur R, laguelle étant prise pour rayon 'ur
aouveau cercle , ayant son centre au point donné , il arrivera gqu'un méme triangla
pourra éire y & la fols  circonscrit eu premicr des deux cercles et inscrit gu seconds

( Note des éditeurs. )
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lement ainsi, on formera une suite de polygones, tels que le nombre
des cotés de chacun sera constamment double du nombre de ceux da
précédent , dont celui-ci fera nécessairement partie , sile polygone donné
est convexe. ‘

On congoit , enfin, que tous ces polygones seront circonscrits & une
méme courbe fermée, qui pourra étre considérée comme leur limite
commune.

En supposant donc que le polygone primitif soit donné , ainsi que

les nombres 2 et 7, on propose de déterminer la nature de cette
courbe ?

Probléme d'analise.

Tous ceux qui ont éerit sur le calcul différentiel se sont occupés,
avec plus ou moins de détails, du changement de la variable indé-
pendante , dans les fonctions différentielles ot cette variable est unique ,
et ont donné des régles pour effectuer ce changement.

Mais, dans les traités méme les plus étendus, on ne trouve absolu-
ment rien de relatif au changement des variables indépendantes, dans
les fonctions différentielles de plusieurs variables : changement qui
pourtant peut étre souvent utile, soit pour simplifier les formules ,
soit pour faciliter leur intégration, soit enfin pour rendre pessible,
par la différentiation des équations, I’¢limination de certaines variables
qu'on aurait d’abord considérées comme indépendantes.

Afin donc que cette omission se trouve réparée, autant du moins
que peuvent Uexiger les besoins les plus ordinaires de la géométrie
et de l'analise ; on propose d’indiquer ce qu’il faut substituer, dans les
formules, 4 la place des cinq coefliciens différentiels,

dz dz dxz d>z dxz
dx ’ dy 7 dx2” dxdy’
lorsqu’on passe de T'hypothdse ol z est fenction de x et de ¥, &

celle dans laquelle #, ¥, z, sont, toutes trois, fonctions des deux
- nouvelles variables indépendantes # et #?

2

dyz
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ASTRONOMIE.
Sur le quadrilatéi.”e sphérique bz'—réctangle ;

Par M. Krawmp , professcur , doyen de la faculté des sciences
de I'académie de Strasbourg.

[a Vo Via Via la Vi Vi No V]

1. LE théoréme de trigonoméirie sphérique , dont les applications
nombreuses 4 l’astronomie seront enseignées dans ce mémoire , peut
étre énoncé ainsi qu’il suit : Tout guadrilatére sphérique bi-rectangle
est immédiatement réductible au triangle splérique obliquangle.

2. Le quadrilatére sphérique peut étre bi-rectangle de deax ma-
nitres, Dans /o premiére , les deux angles droits A et B (fig. 1),
du quadrilattre ABDE, sont adjacens au méme coté AB. Alors, pro-
longeant les cotés AD et BE )usqu ‘au point C, (qu sera le pole de

Varc AB, on aura:
Le coté AB, égal 4 l'angle C;
Le coté AD, égal aa complément du coté CD;
Le c6té BE, égal au complément du cété CE;
Le c6té DE, commun au quadrilatére ABDE et au triangle CDE;
I’angle ADE, supplément de I'angle CDE; ' :
L’angle BED, supplément de I'angle CED.

Tem. I.
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Ainsi, le quadrilatere ABDE sera entiérement réduit au triangle
sphérique CDE, et toutes les formules démontrées pour le triangle
scront immeédiatement applicables & ce quadrilatere.

3. Dans la seconde , les deux angles drcits A et L (fig.2), du
quadrilatere sphérique EASYL,, sont diagonalementopposés I'un & Vau-
tre. Ce quadrilatére se renconire fréquemment en astronomie, Un des
cas les plas commune cst celui ot le cotd EA désigne Péquateur, le

eoté EL Vécliptique, et 8§ une étsile quelconque, On aura alors.

IL’angle  E =13 Vobliquié de celiptique;

Lanple PST. =

(<5

Vengle de position ;
Le c6té AX = X Pascension droite ;
TLe coté AS = X lu déclinaison;

2

Le coté EL =

o~

la longitude ;

Ie coté SL = 2 la latitude (*).

(*) Outre les deux quadrilatéres qui viennent d’étre considérés par l'auteur, on
peut encore , comme I’z fait M. Carnot, relativement aux figures planes rectilignes,
considérer les quadrilatéres des figares 3 et 4, dans lesquels deux cotés opposés
se coupent, et ou, pour mieux faire saisiz leur analogie avec les premiers, nous
avons désigné les points correspondans & ceux des fgures 1 et 2 par les
mémes lettres. La théorie de ces quadrilatéres ne différant pas essentisilement de
celle des quadrilatéres dont soccupe M, Kramp dans son mémoire , nous
croyons suffisant de les faire remarquer. Nous observerons seulement, 1.° que
le quadrilatére de la figure 4 est celui qu'il faut employer , toutes les fois que
Péroile n'est point comprise entre I'écliplique et I'équateur; 2.0 que les quadrila-
téres des figures 1 el 3 peuvent, entre autres usages, servir a résoudre ces deux
questions générales, dont chacune en contient quatre particuliéres :

1.° De ces quatre choses : les déclinaisons , la différence des ascensions droites ,
et la distance angulaire de deux étoiles, trois quelconques étant connues , dé=
terminer la quatriéme ? - . '

a0 De ees quatre chosos: les latitudes , la différence des longitudes de deux

-
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4. Pour fixer les idees, nous allons considérer le quadrilatére sphé-
rique bi-rectangle sous ce dernier point de yue. Mais, pour abreger.

nous dvoxgncrons . .
Par \E « ... Voblignité de Iécliptique, ou 'angle AEL;
Par S .

.. I’angle de position, ou Vangle PSL;

Par A ....l'ascension dreite de l'astre, oularc AE;,
Par A/....la déclinaison de lastre, ou larc AS;
Par L ....la longitude de l'astre , ou larc EL ;‘

Par 1/....la latitade de lastre, ou l'arc SI.

5. Prolongeons le c6té AS jusqu'en P, pole de l'arc AE; prolon-
geons de méme. l'arc SL jusgw'en Q, pole de Parc EL; et menons
les arcs de grands cercles EP , KQ , PQ : les quatre arcs AP, EP,
LQ , EQ, seront ainsi des quarts de circonférence ; et P'arc PQ sera
la mesure de Tangle PEQ, égal & l'angle AEL. On aura, par con~
séquent, dans le triangle SPQ

Le c6té  SP=go°—A’;
Le coté SQ=go°+4L/;
Le c6t¢ PQ=E;

étoiles , et leur distance angulaire , trois quelconques étant connues, déterminer

lo quatriime? '
On peut, au surplus, & ces deux questions, subctituer la suivante , plus généw=

rale, qui en comprend vingt et une particulieres , et peut fournir guarante-deux

formules :
De ces sepl choses : les décliraisons, les latitudes , la différence des ascensions

droites , celle des longitudes, et la distance angulaire de deux étoiles , cing

gquelconques étant connues , diterminer les deux autres ?

( Note des éditeurs. ) .
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L’angle PSQ=S;
| L’angle SPQ=90°+A;
L’angle SQP=qo°—L.
A'm;i , le triangle SPQ sera entitrement représentatif du quadrila=

tere bi-rectangle AESL ; tous les angles et cotés de l'un se retrou-
veront dans les angles et cotés de Dautre.

6. Appliquant d’abord au triangle SPQ le théoréme par lequel, dans
tout triangle sphérique, les sinus des angles sont proportionnels & ceux
des cotés opposés, on aura les trois. proportions qui suivent:

(1). Cos.A’: Cos.L=Sin.E: Sin. S ;
(2). Cos.L/:Cos. A=Sin.E: Sin.§ ;
(3). Cos.A : Cos.Li=Cos.1/: Cos.A’.

Tia derniére proportion se tire immédiatement des deux triangles EA8
et ELS, rectangles en A et L ; ils fournissent :

Cos. ES=Cos;EA. Cos. AS ;
Cos. ES=Cos. EL. Cos, LS.

d’out Von tire :
Cos, A, Cos. A’=Cos., L. Cos,1/,
" 7. Appliquant & ce méme triangle SPQ le théoréme en vertu du~

quel on passe des trois cotés, supposés donnés, aux trois angles da
triangle , on aura les trois équations qui suivent :

. Cos.E -4 Sin. A, Sin. L/

. S — .
( 4 ) Cos Cos. A/, Cos. LY ?
8in, A’ 4~ Cos. E. Sin. L/

(3 SinL=—g
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Sin. L/~ Cos. F.. Sin. A/

(6). SimA= Sin. E. Cos. A/

Ces trois formules renferment la solution du probléme qui suit : Con~
naissant la déclinaison et la latitude d'un astre, trouver sa longi-
Zude , son ascension droite et son angle de position?

8. De ces trois formules, on tire de plus:

(7). CosEE =Cos.S.Cos.A’. Cos.L/—Sin.A’, Sin. L/

e

(8). Sin.A’=S8in.E.Sin.L. Cos.L/—Cos.E. Sin.1/ ;
(9). Sinl/=S8in.E.S8in.A. Cos.A’—Cos.E. Sin.A’ .

Au moyen de la seconde, on déduit la déclinaisen de la longitude ct
de la latitude; et la troisitme fait connaitre la latitude , lorsque l'as-
cension droite et la déclinaison sont données.

. On connait de méme les formules moyennant lesquelles on trouve
les cotés d’un triangle sphérique dont on connait les angles. En les
appliquant de méme au triangle SPQ, on rencontre les expressions
litiérales qui suivent ;

Co05.5-—Sin.A.Sin.L,
Cos.A. Cos.L.

(10), Cos.E =

Sin.L—Sin.A.Cos.S
Cos.A.Sin.S

€11). SinA/=

-

Sin.A—Cos.5.Sin.1L,
Sin.S.Cos, L

(12), Sinl/=

Elles renferment la solution du probleme : Connaissant la longi-
tude , lascension droite d'un asire , et son angle de position, trouver
sa lotitude et sa déclinaison.

10, De ces trois formules, on tire encore celles qui suivent :

(13). Cos.8=Cos,E, Cos,A.Cos,L48in.A.Sin,LL ;



166 QUADRILATERE SPHERIQUE
(14). SinL=S5in.A’ .Cos. A, Sin.54-Sin.A.Cos.S ;

3

(15). Sin.A=8in.1/.8n.8.Cos.L+Cos.S. Sin. L. . )

La premicre est remarquable : elle apprend A trouver l'angle de po-
sition , lorsqu’on connait la lengitude ct Vascension droite.

11. Appliquons de méme au triangle SPQ les formules qui font
trouver deux angles d'un triangle spherique dont on connait le troi-
sitme et lesideux cotes qui le comprennent ; on parvient & la solu-
tion des problémes qui suivent.

En regardant comme donnés les deux cotés SP et PQ, et Iangle

compris SPQ, on aura :
- N

Tang A’.Sin.E~}-5in.A.Cos.Ei
Cos.A ?

: (16). TangL=

Cos.A’. Cot.E-4-Sin.A. Sin. A’

(17) Cot.S= o

Ajnsi, connaissant, outre lobliquité de Décliptique , I'ascension droite
7 S ’ puque,

et la déclinaison d’un astre , on trouvera, par ces formules, sa lon-
gitude et son angle de position.

En supposant donnés les deux cétés PQ et SQ, et l'angle com-
pris PQS, on aara:

Col.E. Cos.L/~-Sin.L. Sin.T/
Cos.L ¢

(18). Cot.S=

Sin.E.Tang.X/<Sin.L. Cos.E
Cos.L

(19). Tang A=

\

Ainsi , connaissant , outre Uobliquité , la longitude et la latitude d’ur
astre , on trouvera, par ces formules, son ascension droite et son angle
de position.

Considérant enfin comme donnds les deux cotés PS et QS et angle
compris PSQ, on aura :
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Tang A’. Cos.L/4-Co0s.S. 8'n 1./
Sm.S g

(20). TangL =

: . Tang.L’. Cos.A’4Cos.S. Sin. A/
(21). TangA= 5SS .

12, Appliguant aussi au triangle SPQ les formules qui apprennent
¢ trouver deux cotds d’un triangle sphérique , dont on connait le troi-
sitme c6té et les deux angles adjacens ; on parviendra i la solution
des probléemes qui suiveut.

En regardant comme dennds le c6té SQ avee les angles adjacens
PSQ et PQS, on aura:

( 22 )' COLE - Cot.8. Cos.L—Sin.L. Sin.L* .

Cos. LY 2

Tang.L. Sin.§—Cos.S. Sin.L/

(23). Tang,A/= e IY; = Bl
+08.

En supposant donnés le c6td PS avec les angles adjacens PSQ et

SPQ, on aura:

Cot.S. Cos.A—Sin.A. Sin. A’
Cos.A! ’

(24). CotE=

) Tang.A. Sin.S~—Cos.S. Sin. A’
(25), Tangl/= 8 mC AIOQ .
N . . 08,

Considérant enfin comme donnés le cété PQ avec les deux angles

adjacens QS et QPS, on trouvera :

Tang.L. Cos.A—Sin.A. Cos.E
Sin.E ?

(26 ). Tang.A/=

Tang.A. Cos.L—Sin.L. Cos.E
27 ) TangL/=~—= , . —
( 7 ) 8 Sin, &
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Elles nous apprennent 3 trouver la latitude et la déclinaison d’un
astre dont on connait la longitude ct Vascension droite.

13. Les problémes dont nous venons de donner la solution sont au
nombre de frente-siz. Nous allons en donner l'apergu dans la table
qui suit. Nous rappellerons encore que nous désignons

Par E ,....lobliquit¢ de Vécliptique ;
Par A ,....lascension droite ;

Par A/,....la déclinaison ;

Par L ,....la longitude ;

Par 1/,....1a latitude ;

Par § ,....langle de position.

Dans les guatorze premiers de ces problémes, Pobliquité de Iéelip-
tique est au nombre des quantités données, et 'angle de position n'en
est point ; savoir :

Daia. Quasita.

B, A Ay eeeeeennnee Lo (16)

E, A)A/, ooooooooooooo L/ (9).
P N V2 S. (17)
E, L,/ e, A. (19)
B, LoL/ ) eeeeennnnnnn. AL (8
E,Ilg L/, ............. S.(IS)-
E, A, L,. e Al (26)
E,A, IJ,. L T S L/ (27)
E’,A:L, ............. S.(lg
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Data. Quasita,
E, AL/, civiinensen. A (6)
E, A, I/, U AN
By A Ly enennnananes S (4)

.
i e
.

2 )e

).

E’ A 2 L/ E) ¢« & & o @ .4. ® & o o o o SI (
E’ A” L 2 .‘l . ."I.A.“ o & s o+ o S. (

-

Quatre autres problémes sont compris dans la proportion (3), en
vertu de laquelle le :produit des cosinus .
déclinaison est égal & celui des cosinus de la .. longitude et de la la-
titude ; il en résulte que, connaissant trois de ces quétre quantités,
on peut toujours trouver la quatritme par une simple régle de trois.

Dans les guatre problémes qui suivent, on suppose qu’outre I'obli-
quité de écliptique et I'angle de position ,on connait I'une des quatre
quantités A , A/, L, L’. On en trouve la solution par l'une ou lautre
des proportions (1) et (2). :

Enfin, dans les guatorze derniers, I'angle de position est au nom-
bre des quantités données, tandis que I'obliquité de lécliptique n’em

est pas, savoir :
Data.
S,A,A’,oo.uloouoo-och(14),

Qu;z’s 7ta.

Sy Ay A7 i i LA (25).
S, Ay A% i i EL(24)

S, L,L,. ... AL(15)

S, L, L/, e ivvveens AL (23).

S, L, L/, ciacieceee s Ed(22)
Tom 1.
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Data. Quasitas
S, A, L,eeensanenenes A (11)
S, A,L,uueennnneeeea Li (12)
S, Ay LiyeveesensenesE. (10)

S,A/,L/,-ou‘.oucocoqu-(21‘)o

S,A./,L/,OAUOOOCQOOGOOL.(20)0
S,A/,I_/',......A.v......E.(7).

S,A,L/,....
S’A/7L7

ceeaeea B (2)
cees e Eo(1 )

14. Le but de’ce mémoire est de faire voir comment, par des for-
mules faciles et simples, on peut toujours déterminer trois des six
quantités E,A,A/,L, LI/, S, lorsqu’on connait les trois autres;
et que la solution de toutes les questions qui s’y rapportent , ne

suppose , dans tous les cas , que la simple connaissance du triangle
sphérique.
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'STATIQUE.

RBecherches nouyelles sur les conditions d'équilibre , dans
un systéme libre, de forme invariable ;

Par M. GERGONNE.

[ala Vla Yo Y Vo e Ve o

J ’A1 donné, au commencement de ce volume (*), une méthode par
]aquelle on parvient directement aux conditions de 1 equlhbre , entre des
puissances dirigées d’une maniére quelconque dans l’espace et apph—-
quées 4 des points invariablement liés entre eux.

Cette méthode consiste & introduire , dans le systéme, des puissan—
ces arbitraires , mais telles néanmoins que , soit en les composant en-
tre elles , soit en les combinant avec celles du systtme primitif, on
soit également conduit A une résultante effective (**). On econgoit
en effet que , pour parvenir aux conditions cherchées, il n’est plus
alors question que d’exprimer que la résultante du systéme modifié
‘est identiquement la méme que celle des puissances arbitrairement
introduites.

Pour assujettir ces puissances arbitraires & la double condition d’a-
voir & elles seules une résultante effective, et d’en fournir une aussi

(*) Page 4 et suivantes.

(**) Femploie ici cette expression pour désigner une résultante qui n’est pas
appliquée & une distance infinie.
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par leur combinaison avec les puissances primitives du systme , je
me’ suis troiivé obligé d’établir six-équations entre les premiéres (*s
J’ai prouvé que, dans tous les cas, ces équations ne seraient pas suf-
fisantes pour déterminer les grandeur et direction des puissances in-
troduites ; et j’en ai conclu que les conditions exigdes pourraient tou~
jours étre satisfaites , et méme d’une infinité de manicres différentes.

Un savant, -dont.j’ambitionne le suffrage et 'estime, m’a fait, contre
ce raigonnemqnt , uf}e objection sérieuse que je m’étais au surplus déja
faite 2 moi—méme, postérieurement a l’impréasion du mémoire dont
il s’agit. Cette ob]ectlon consiste_en ce que, pour prouver que des
quantités sont ass:gnables, il ne sulfit pas de faire voir qu’clles sont
en plus grand nombre que les équations qui les lient, attendu qu'un
probléme n’est pas toujours”i)ésé‘ii;le. par cela seul qu’il est indéterminé,
et que souvent,dans ee cas, ses conditions ne peuvent étre remplies
. quau moyen de certaines relations entre les données . qu’il renferme.
Aﬁn donc de mettre cette théorie A 1abn de toute atjeinte, il edt

été necess;nre de prouver que les équations que j’avais établies ne se
trouvaient pas dahs le cas de;\ceptxon que je viens de mentionner ;
_et il s'offrait , pour parvenir a4 ce but; un moyen bien simp>1e, en
_apparence: c’était de sortir de dessous le signe = les six indéterminées
AS B, ¢ A, B, C/, Qen chercher les valeurs en fonction des
donnces et des. autres arb1tra1res du systéme, d’en. conclule les valeurs
de A+X., B—{—YA, C+Z, et de prouver qu'a l’axdgde ce que ces
_ derniéres valeurs renfermaient d’indéterminé, il serait toujours possible
de faire en sorte qu'aucune d’elles ne devint nulle. .

Mais , en examinant la chose avec plus d’attention, je mne tax dai
_pas d’apercevoir que celte voie de dimonstration m’engagerait dans‘ des
- caleuls et des discussions qui feraient perdre & mon proc¢dé une grande
Partle de la britveté que j'avais principalement eu en vue.

- Jai~donc préféré revenir sur le fond méme de latéthode et je

~rTT

o €*) Ces équauons ,qui se. trouvent aux pages 8 et 9 du mémoire ,) sont d¢-
signées par (I) et ¢(1I), ‘
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suis parvenu ainsi & lui donner une extréme simplicité. C’est sous cette
‘nouvelle forme que je vais 'exposer, en supposant toujours connues
-et la composition des forces qui concourent en un point, et celle des
forces paralleles, dans le cas ou elles ont une résultante anique et

effective,

LEMME L .

Quels que soient le nombre et la nature des puissances d'un sys-
reéme , ce-systéme peut toujours élre réduit & deux puissances ¢ffec-
‘tives au plus.

Démonstration. 1. Soit imaginé un plan, situé comme on le voudra
par rapport au systtme, et soit décomposé chacune des forces qui
-pourraient lui étre paralléles , en deux autres qui ne le soient pas; ce
qui pourra toujours étre fait d’une infinité de manieéres différentes.
Toutes les forces du systéme rencontreront alors le plan arbitraire.

II. Soit décomposé chaque force, au point ot elle rencontre ce plan,
en deux autres, dont I'une y soit contenue et dont lautre lui soit
perpendiculaire. Par ce procédé , tout le systéme se trouvera réduit
4 deux groupes de forces dont les unes seront dans un méme plan,
tandis que les autres seront perpendiculaires & ce plan, et conséquem=
-ment parall¢les entre elles.

HI. Les puissances de ceite derniére sorte pourront toujours, comme
Pon sait, étre réduites & deux au plus lesquelles , étant paralléles en-
re elles et aux composantes , seront dans un méme plan perpendi-
culaire au premier. Si, au contraire, elles peuvent se composer
en une seule, on pourra toujours, par la direction de celle-ci , con—~
daire un plan, qui sera également perpendiculaire 4 lautre , mais
dont alors la situation demeurera indéterminée. Ainsi , dans tous les
cas , les puissances dua systtme pourront étre réduites a des forces
contenues dans deux plans perpendiculaires entre eux, et se coupant
_conséquemment suivant une certaine droite.

IV. Soit pris arbitrairement deux points sur cette droite , et soit
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pris , aussi arbitrairement , un point sur la direction de chacune des
forces comprises dans l'un et l'autre plans , dont elle est lintersec~
tion ; en joignant chacun des points de la derniére sorte aux deux

premiers par deux droites, chaque force pourra étre décomposée en

deux autres , dirigées suivant ces droites ; et , cette décomposition

faite , toutes les puissances da systtme se trouveront réduites 4 deux
groupes de forces qui, dans chaque groupe, seront appliquées & un
méme point,

V. Or des puissances qui agissent sur un méme point, peuvent tou~
jours , si elles ne se détruisent pas , étre composées en ure seule ,
agissant aussi sur ce point ; donc, par Veffet de cette dernitre opéra-
tion, le systtme se trouvera réduit, comme l'annonce la proposition,
a deux puissances effectives, au plus.

On peut méme dire généralement que , dans tous les cas, le sys=
ttme se réduira en effet & deux puissances , en sous-entendant que
Tune ou l'autre, ou toutes les deux peuvent étre des puissances nul-

les, appliquées & des points quelconques, suivant des directions ar=
bitraires.

.

LEMME IL

Pour que deux puissances se fassent équilibre , il est nécessaire
et il suffit qu'elles soient égales et directement opposées.

Démonstration. Comme il est de soi-méme évident que deux puise
sances se font équilibre, lorsqu’elles sont égales et directement cppo=
sées,, il ne peut étre question ici que de prouver quc Véquilibre ne
peut subsister entre deux puissances que dans ce cas urique.

Or, les deux puissances peuvent &tre ou n’étre pas dans un méme
plan; et , lorsqu’elles y sont, elles peuvent ou agir suivant une méme
droite , ou concourir en un méme point, ou enfin étre paralleles ; ce
qui fait en tout quatre cas que nous allons considérer successivement,

L. Deux puissances qui agissent suivant une méme droite ayant une
résultante égale & leur somme ou.a leur différence , suivant qu'elles

'
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agissent dans le méme sens ou en sens coniraire , cette résultante ne
peut étre nulle , et conséquemment il ne peut y avoir équilibre , &
moins que ces deux puissances ne soient égales et agissent en sens
contraire ; ce qui est le cas indiqué dans I’énoncé de la proposition.

IL Si deux puissances concourent en un méme point , clles auront
une résultante représentée, tant en grandeur qu'en direction, par
la diagenale du parallélogramme construit sur les grandeurs et direc~
tions de ces forces ; et, comme cette diagonale ne sera jamais nulle,
il s’ensuit que jamais de telles forces ne pourront se ‘faire équilibre.

IIL Si les deux puissances sont paralleles, et qu’elles agissent dans
le méme sens, elles auront une résultante égale a leur somme, et con-
_séquemment elles ne seront pas en équilibre. )

Si, agissant en sens contraire , elles sont indgales , elles auront une
résultante égale & leur différence , et conséquemment elles ne seront
pas non plus en équilibre.

Si enfin , agissant toujours en sens contraire, elles sont égales,
elles formeront alors un couple ; et on sait qu'un tel systeme ne sau-
rait étre de lui-méme en équilibre (*).

(* Si jadmets ici cette dernitre proposition , ce n’est pas cependant que je la re-
garde comme suffisamment établie dans les élémens de statique qui ont été publiés
jusqu'a ce jour; je crois méme quiil est extrémement difficile, pour ne pas dire
impossible , de la prouver nettement a priori,

Beaucoap d’auteurs se sont contentés de la déduive des formules qui donnent les
grandeur et situation de la résultante de deux forces qui agissent parallélement et
en sens contraive ; mais, ouire que, pour que cc moyen de démonstration fit
concluant , il favdirait proaver quune résultante zéro , appliquée a une distance
infinie, ne peut Ctre remplacée par la méme résultante appliquée & une distance
finie, Il n'est pas exact, en géndral, d'appliquer des formules & un cas pour lequel
elles n'ont pas dié const uites, et le probléme, si connu, des deux lumiéres , montre
qu'une pareille application peut souvent conduire 4 des conséquences absurdes. Mais
ce deranier probléme peut di moins Gtre traitd pour le cas particulier ol les intensités
des deux lumicres sont ézales, et on obtient ainsi le résultat qui convient véritable-
ment & ce cas; tandis que, si Fon applique & la composition de deux forces égales
et pavalltles , agissunt en sens contrairc , les raisonnemens qui conduisent & la
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IV. Considérons enfin le cas ot les deux puissances ne pexfx‘rent dtre
comprises dans un méme plan; soit P et Q (fig. 5) ces deux forces;
XZ et TV les plans paralleles qui les contiennent ; et AB la perpen-
diculaire commune A leurs directions ; soit enfin BN la projection , sur

XZ , de la direction de P; soit fait, dans ce plan , l'angle NBQ/=

résultante de ces forces, lorsquelles sont inégales, il sera impossible de parveniz
4 aucune conclusion.

Clest sans doule parce quil a senti cette difficulté , que M. Poinsot, qui avait
un grand intérét & bien établir cette proposition , sur laquelle repose toute sa stati=
que, a cra devoir étayer, par divers raisonnemens, les conclusions que lui avait
fourni’ le calcul ; mais ces raisonnemens portent principalement sur ce qu'un
méme systéme ne saurait admeltre deux résullantes distinctes, ou , en d'autres
termes , sur ce que deux puissances distincles ne sauraient étre équivalentes: pro-
position vraie dans tous les cas, et évidente dans un grand nombré, mais qui
cesse d’éire telle, lorsque les deux puissances , ¢tant égales et paralléles, agis-
sent dans le méme sens.

Loin quil soit évident de soi~méme que deux puissances égales et paralléles,
agissant dans le méme sens, ne sont pas équivalentes, et ne peuvent conséquem-
ment étre substituées 'une & Taulre, il serait, au contraire , facile de prouver,
par un raisonnement trés-spécieux, qu'une puissance peut étre transportée en un
point quelconque parallelement 4 elle-méme. « Lorsquune puissance est appliquée
» a l'un des points d'un corps» , dirait-on, ¢ son aclion sur ce corps ne peut
» étre, en effet ,que de faire avancer ce point en ligne droite, suivant sa direction’,
» et conséquemment, par la liaison des parties de ce corps, de faire déerire
» 4 tous les points q6i le composent , des droites paralléles avec des vitesses égales ;
» résultat auquel on parviendra pareillement, en appliquant Ia puissance dont il
» s'agit & un autre point quelconque, pourvu quon lui conserve sa grandeur et sa
» direction. »

On ne saurait méme douter quil n'en dit étre ainsi, pour une force unique
appliquéde & unr corps dépouilld de masse, du moins tant que ce corps serait parfaim
tement libre , mais non point pour plusieurs forces; puisqu'alors I'effet que chacune
delles tendait & produire se trouverait contrarié par action des autres ; et , s'il n'en est
pas ainsi, dans la nature, pour une force unique, appliquée & un corps parfaite~
ment libre, c’est seulement parce que la masse de ce corps donne naissance a
une force d'inertie qui contrarie Paction de eelle qui lui est appliqude.

On verra, au surplus, dans la note suivante, que la théorie quon expose ici
peut étre rendue indépendante de toutes ces difficultés,

1 NBQ,
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NBQ, et soit appliqué au point B, suivant BQ’, une force Q’=Q ; les
deux puissances Q et Q/ étant dans une situation absolament sembla-
ble, par rapport & P, si Q pouvait faire équilibre & P, il en devrait
«ttre de méme de / qui, par conséquent, serait équivalente & Q; donc
la puissance Q// égale et directement opposée & Q/, et lui faisant con-
séquemment équilibre , devrait aussi faire équilibre 2 Q ; donc enfin
deux puissances Q et Q/, concourant en un méme point B, se fe-
rajent équilibre, ce qui est absurde (I1). Ainsi, le cas ot deux puis-
sances sont égales et directement opposces est l’unique ou elles se fas—

sent équilibre (*).

Probléme.

Déterminer les conditions nécessaires et suffisantes pour I'équili-
bre entre les puissances d’un systéme de jforme invariable , absolu~-
ment libre dans espace ?

Solution. 1l vient d'étre prouvé (Lemme 1. ) que tout systtme peut
toujours , quelle qu’en soit la nature , étre réduit a deux puissances

effectives; et (Lemme II.) que, pour qu'il y ait équilibre entre deux

(* Voici comment celte importante proposition peut étre démontrée , indépendam~
ment de la considération des couples. )

Il est dabord évident que, si des puissances se font équilibre , leur équilibre
ne pourra étre troubié par l'introduction dans leur systéme, d'un axe fixe, autour
duquel ce systéme ne puisse prendre qo'un mouvement de rotation ; dett il résulte
que, si des puissances ne se font pas équilibre autour d'un tel axe, lequilibre n'aura
pas plus licu entre elles, si cel axe cesse d’exister.

Or, ex cepté le cas particulier ot deux puissances agissent suivant la méme droite
et pour lequel Ja proposition & établir est évidente d'elle-méme, il n’est pas difficile
de se convaincre qu’il est toujours possible d'introduire dans leur systéme un axe fixe
tellement situé que ces puissances tendent ‘toutes deux & produire , dans le méme
sens, un mouvement de rotation aatour de cet ax:, et tendent conséquemm\eni A
produire un mouvement effectif. Si donc elles ne sont pas méme en équilibre autour
d'un axe fixe, elles ne le seronmt pas , & plus forte raison , lorsquelles auront toute
Liberté d‘agir.

Tom 1. 24
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puissances , il est & la fois nécessaire et suffisant que ces deux-puis~
sances svient égales et directement opposées.

On peut donc dive , d’apres cela que , pour qu'il y ait équilibre »
dans un systéme de forme invariable , absolument libre dans I'es-

pace , il est nécessaire et suﬁwnt que les deux puissances auxquelles
il peut lowjours éire ri

©

duil , sotent égales et dircciement opposées. 11
ne sagit done , pour nseadxc le probleme proposé , que de traduire

cette proposition en analise , et c’est 1a une chose extrémement facile,
comme on va le voir :

Scit en effet P, P/, P77, ......, des puissances divr'\gées dans Ves-
pace d’une manitre quelconque, et appliquées a des points invaria-
blement liés entre eux ; soit 2/, ¥/, 2/, les coordonndes rectangulaires
da point d’application de P73 soit de plus X/, Y/, 7/, ses compo~
santes paralleles aux axes, et soit adopté des notations analogues pour
les autres puissances du svsi eme.

Seit réduit ( Lemme L ) tout le systtme & deux pu.)sances seti-
lement; soit £, #, 7, les coordonnées du point d’application de la pre-
mitre ; T, U, V, ses composantes paralleles aux axes; ¢/, #/, ¢/,
les c001d0 :nées da point d’application “de la seconde et T/ U, v/,

ses composantes paralltles aux axes, Par le principe de” la compogi-
~ tion des forces paralleles, nous aurons :

THT=2(X/), Tud-Tu =% (X5, T T/ =2(X2/) ,
U4/ =2(Y) , Us4-Ul/ = 2(Ya') , Ur-Ult =2 (Y'at) ,
VAV =2(Z), VeVt =2(La') , VeVl =Z2(Ly') (%)

(*) Comme, par le Lemme 1, ces déquations peuvent toujours &ire salisfaltes ,
il en résulte celle conséquence analilique, qui peut trouver quelquefois son appli-
_ cation, savoir : que si , entve des indéterminées X, Y, Z,X’ X, x, j, P8
al 5 y'y 2!, et les quantités connues quelconques @, by¢,d,¢e, f,8:0,k5 on a

les neuf équations:

XA-Xi==a, Xy~-Rlyl==d , Xz+X’z’::: g
YA4-Y==b, Yzd-Yializ=e, YooY/ xlzht
2o Ziz=e Ly =lix'==f, Ly 4Zly'=l;
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Présentumcnt pour qu’il y ait équilibre dans le oyﬁtémo » 1 est né-

cessaire et il suffit ( Lemme 1I.) que les deux pm‘ssauces auxque]iq

nious I’avons réduit soienta la fois égales et directement opposées : or,

cela exige d’abord queles composantes de chacune, paralieles aux axes,

ne different des composantes de lautre, paralléles aux mémes a,\cs,
que par le signe seulement; ce qui donne 1.°

T'=—T, U=—U, V==V, |
éliminant T/, U/, V/, des ncuf équation‘s ci-dessus , au moyen de
celles-14 , elles deviendront: . . -

S(X)=o0, | T—u)=S(Xly), Tl—)=5(X/2),
=(Y)=o, U(p—v")=32(Y"2") , U(t—1)=2X"'z") ,
2(Z/)=o , V(t—t')=2(l") , V(u—uw)y==(Ly’) .

Alors , les deux puissances étant égales, paralleles et agissant en sens
contraire , il suffira, pour leur équilibre, qu’clles aicnt un point com-
mun ; ¢’est-a—~dire , quil suffira que les coordonnées de I'un des points
de la direction de I'une satisfassent aux équations de l'autre ; or, I'une
d’elles a pour ses équations :

V(a—)=T(z—) , V( y-;—u) =U(z—) ;

et, comme #/, #/, ¢/, sont les coordonnées de I'un des points de la
direction de lautre, on deyra avoir 2.°

V(t/—t)=T (/=) , ) V(tmt)=T (¢0—¢/) ,
ou

V(u—u")=U(p'—v) ; V(u—u)=U(—) ;

éliminant les binomes #—#/ et u—u/ des équations ci-dessus , au moyen

de celles-1a, et faisant en outre, pour abréger, T=mV et U=nV,
elles deviendront :

ces équalions ne seront jamais impossibles , c’est-a-dire, qu’on pourra toujours y sa-
tisfaire par des valeurs réelles et finies des indéterminées qu'elles renferment.

1l en sera donc de méme de tout systéme d’équations déduites de celles-1 , par I'é=
limination de quelques-unes des variables entre lesquelles elles établissent des relations.
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E(XN=o , mnV (v—v/,=Z(X/y") m V(p—p)=Z2(X/2) ,

2(Y)=o, nV—)=2X'%) ,  maV(—)=2(Y/a/) ,
2uh=e,  mVE—N=ETE),  aVe—)=3@y) ;
dliminant enfin , entre ces dernitres, les treis quantités :

mV (y—’) , nV{p—s’) , mnN (v—") ,

étrangeres au systeme primitif , on obtiendra ainsi les six équations:
=X )=o, 2/ y=2(Ly") ,
=2(Y)=o, S(l2y=25(X'2) ,
2(L)=o , Xy y=Z{Y/a") 3
lesquelles expriment conséquemment les conditions nécessaires et suf-
fisantes pour 'équilibre de ce systeme,

GEOMETRIE ANALITIQUE.

Methodes directes pour résoudre , dans tous les cas
celle question : Etant donné d'espece et de position suv
un plan, une courbe quelcongue du second degré, pla-
cée comme on voudra, par rapport aux axes des coor-
données ; établir I'équation numérique de cette courbe,
relativement & sa situation actuelle ?

Par M. Bavmonp , professeur de mathématiques au collége
de Chambéri , membre de plusieurs sociétés savantes.
[ Ve Y ¥ia i Y Vig Mg ¥)
A MM. LES REDACTEURS DES ANNALES,
MESSIEURS ,

L’ARTICLE que j'ai Phonneur de vous adresser est sans doute de peu
d’'importance ; mais vous avez anunoncé que vous donnericz sur=iout
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votre attention aux vues quai auraient pour objet l'utilité et la sim-
plicité de l'enseignement des mathématiques ; sous ce rapport , j'ai
pensé que vous ne dédaigneriez pas quelques détails propres & abré-
ger les recherches des éleves, dans la matiere dont il s’agit. J’ai done
Vhonneur de vous transmettre ces détails, en attendant que je puisse
m’occuper de quelque objet plus digne d'intéresser vos lecteurs.

Les traités élémentaires de MM. Lacroix , Biot , Lefrancais, Gar-
nier , etc., foarnissent bien aux éleves les données nécessaires pour
la solution de la question inverse de celle posée ci-dessus, savoir, de
la question : Etant donnée une équation numérique quelconque , du
second degré , déterminer Uespéce et la position de la courbe a la-
quelle elle appartient , et construire cette courbe graphiquement ? Mais
ces ouvrages ne donnent aucun moyen direct d’arriver a la solution
de la premiére question, et il est nécessaire pour les éléves de la sa~
voir résoudre en géndral et avec facilitd. Nous allons donc nous en
pecuper successivement , pour chaque espeee de courbe.

1. Commencons par rappeler que l’équation générale
Ay*++-Bry-+Ca*~+Dy+Er+F=o ,

étant résolue par rapport a y, peut étre mise sous cette forme :

Bx-4-D o,
e e

x’ et x” représentant les abscisses des limites, dans le sens des z ;
auquel cas le diametre de la courbe, dans le méme sens, a pour
équation :

- B D
y= aA T 2A"

La résolution, par rapport 4 @, donne les résultats analogues :

— BJ+E (B—]AC)
= i % ]/ o 0=
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2G Efon
- 2..1.% Pour leéllipse. Soit Vellipse 1LI'1/ ( fig. 6 ) disposée de telle

maniére que l’on ait :

AD=- , AE=2, AB=4, AB/=8, OL==.

lei‘diam‘etre DV aura pour équation :
: 3 3
Y=
substituant donc, sous le radical, les valeurs :
X/ =y, !l =—8 ,
Véquation totale deviendra :

r=—7 3 e _+ V(B ;im( 4 (t8).

Mettant sous le radical la valeur de x relative au centre O de la
courbe et faisant ainsi :

2=AC=—6,
la partie radlcale de Tordonnée exprimera alors la valeur du demi-
diameétre OL , et Von posera par conséquent :

(B2—4AC) L
VT Xe—4=2

\

B:—4AC

ce qui déterminera la valeur numérique du facteur ;Vonaura
ainsi :
B:—fAC 44
_—— e ]
4A2 —4
dou :

_ 3 3
p=— 7 T—— + V—- (*~122-+32).

Isolant le radical , élevant tout au carré, transposant et réduisant, om
aura enfin :

16y ~4-24xy+252>~+48y—+2282-4548 =0 ;
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équation cherchée , dont on constatera Uexactitude par la discussion.
Le proeédé scrait absolument semblable , si Pon donnait les limites
de la courbe , dans le sens des ¥e
3. Soit O (lig. 7 ) un point considéré comme le résultat de la con-
traction d’ane ellipse réduite & ce point ; soient :
AD==2, AE==2, AB=5.
Léquation du diaméwwe DO sera :
y::x+2.
On a iei:
=al=5,
d’ott ; '

”__0 N (B“—~+A() ‘ \a
y=atot PIEROL )

- N . .
en substitaant l'abscisse relative au centre , qui-est de méme valeur

que la limite unique, et observant que tout diametre de la courbe
est nul, on trouvera :

o] AC___ o
AT o ?

ce’ qul nous apprend qu'on pcut donner & ce facteur la valeur gu'on

voudra, Nous choisirons la plus simple, et, attendu qu’il est toujours

_négatif , dans lellipse , nous le ferons =——1 ;nous aurons ainsi :

y=a-r2Ey —@—3)" ;
isclant le radical , élevant au carré’, transposant et réduisant, il vien-
dra enfin;

yr—2ay-ori—ify—badag=o (*).

) Il est facile de se rendre raison de P'indétermination quw’on rencontre ici pour la
BaefAC RS . o
; si en effet on pose ce coefficient ==w~m , il viendra :.
LA
=2/ —m (x==5)? ;

d'oly en transposant et faisant dispavaitre le radical ,

yaleur de

(i =memem2) 3ot (e 5) 2220 3
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4+ 2% Pour Phyperbole. Soit une hyperbole, disposée comme dans
la fig. 8, et telle quion ait;
AD=1, AE=3, AB=5, AW®R=1, OL=3.
L’équation du diamétre sera :

1
y:-—3~x-'—l ’

et, & cause de 2/=5 et de #/=—1 , on aura pour la courbe=

1 p —
y=ga—r £ PO gy

Mettant sous le radical , a la place de z, la valeur de AC=2, et
comparant ce radical, ainsi modifié, & la valeur de OL, prise sous
une forme imaginaire, par la raison que le second diamétre ne sau-
yait rencontrer la courbe , on fera ainsi :

(B2—4ACQC) ,  —
TiAs X—9=3y 1

B:—jAC
=1
4A2

1
y=gar—1t sz——4x—5 ,

or , lorsque m est positif, comme on le suppose ic1 , ceite équation ne peut étre satis=
faite quen posant séparément

-

J—Xm20 et m(x—5)==0 ,
ou, plus simplement,
y—x——2=20 et  x~—5—0;
dolt Lon voit que le coefficient m disparait de lui-méme. De plus , comme Pon &
(y—a~—2)2
(x—5)2

] y

.- (o)
on devra avoir, dans le cas actuel, m=—=.—,
o] -

On voit par la qu'un méme point conjugué peut étre exprimé par une infinité
. d'équations numériques différentes.

¢ Note des éditeurs. )
ce



DU SECOND DEGRE. 185

ce qui donne, toutes réductions faites ,
qy*—b6xy—8x*~+18y+43o0x+54=o0.
5. Soit I'hyperbole de la fig. g, et supposons que 'on ait:
AO==2 , AE=2, AB=AV==2, CL=3.
Le diametre I/, dansle sens des «, aura pour équation :
y=—a—2;
ce diamétre ne pouvant rencontrer la courbe, les limites AB et Al
qui le déterminent doivent étre introduit¥es dans I’équation sous la forme
imaginaire , et il faut faire :
Z=ABy —1=2y/—1 , aV/=AVy/—i=—2y/7 ;

ee qui donne :
(v—a’)(x—a) =244 :

_x_2+V(B2_4A(J) R
y= Eo2w+g).

Faisant maintenant, sous le radical, x=o, attendu que I’abscisse re~
lative au centre est nulle, et observant que le diameétre LL/ est réel,

(B—4AC) R
y /4 0 4=3,

BZ—/AC 9 ) )
442

ainsi, on aura :

on POSBI‘& :

d'otr ¢

.

Ainsi, I’équation deviendra :
—_x_'°+V~x +9 )

4y*+8xy—52*~+416y+416r—20=0
6. Soit T'hyperbole de la fig. 10, rapportée aux asymptotes OS
et OZ ; supposons que Pasymptote OZ soit parallele a I'axe AY des
ordonnées , ce qui annonce déja que le quarré de y manquera dans

Péquation cherchée. Soient ensuite -

AZ=AS=3, AG=AH=:, AD=6, AK=<.

dom. I, 25

ou :
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I asymptote OS aura pour équation :
Yy =—22+46,
et celle de asymptote OZ sera :
r=-—3 ,
d’ou : y420—G=0 et x+43=o.
Comme ces deux équations appartiennent au systeme commun des

lignes OS et OZ, on les combinera par voie de multiplication et
Yon aura: ’

xy—t2x*-3y—18=o0 ;

s

équation qui suffirait, si I'on ne cherchait qu représenter le sys-
teme des asymptotes dont il s’agit; mais, comme la courbe existe,
il faut tenir compte des données que fournit sa situation. Or , on voit
que V'équation finale doit étre telle que, 1.° si Von y fait #=o, on
doit trouver ;

y:AK:

w)oe

™ 9
dou : .

3y—8=0 ;
2.° si Yon y fait y=o, il doit venir:

2=AG=AH="+2,

et par conséquent , - 2x*—8==o0

[=]

d’ou : =4,
ce qui indique que le terme indépendant des variables doit étre —8,
et qu'ainsi ’équation cherchée sera :

zy=22°~-3y—8=o.
Et en effet, outre les deux hypothéses alternatives x==o0 et y=o,
qui donnent des vésultats convenables , on tire de cette équation -

2248 10
= = e -G
Y= + a3 ?
résultat qui, dans le cas de =<, se véduit 4 :
y=224+6 ;

qui est bien Véquation de Vasymptote OS ; parcillement, on aura

y =, si lon fait x=—3 , qui est I'équation de l'autre asymptote O Z.
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7. Soit encore 'hyperbole de la fig. 11, dont Pasymptote OS est

paralléle 2 Taxe AX, ce qui fera manquer, dans ’équation, le quarré
de z; soient ,

AD=AD/=AE=>, AG=3;
l’gsymptote OS aura pour équation ,
.?’_’2" =0,

et celle de Pasymptote OZ, ordonnée relativement & I'axe AY, sera:
2
a4y 3 =o
Multipliant ces deux équations par ordre, on obtiendra pour celle du
systtme asymptotique :

.
3xy—4-3yt—ox— 3 =0

Mais , 4 cause de AG=3, on voit que 'hypothése de y=o entrainera
la condition #=3, dou :
—22-4-6=0 ;
ce qui fait voir que le terme indépendant des variables doit étre =6,
et quiainsi l'équation cherchée sera :
3xy=+-3y*—22+6=0 ;

ee qui se vérifiera aisément par la discussion.

8. 3.° Pour la parabole. En revenant 4 I'dquation générale (1) et
laissant d’abord la valear de y sous cette forme :

(Bx-D) 1
y=——mr— T2 (B—4AC)2*+2(BD—2AE)2-+(D*—4AF);

on voit que la condition attachde 3 la parabole ,

B*—4{AC=o0,
réduit cette valeur & ce qui suit :
. Bz + L
Y= <A 2(BD—2ALE)x--(D*—4AF) ;

valeur qui peut se mettre sous cette forme :
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(Bx-4-D) BD—2AF
BT )

2A 4A2 )
@/ représentant I'abscisse de la limite unique de lacourbe dans le sens des x,

1l faut, en outre, se rappeler que, si I'on remplace x , sous le
radical , par l'abscisse relative au paramétre , ce radical exprime alors
la moitié du parametre.

g. Cela posé , soit la parabole NIN/(fig. 12) dont le paramétre NN

soit ¢gal & 4y/2; soient en outre :

At

AB=2, Bl==2, d’ou lO:\/;, AC=3.
Le diameétre AO a pour équation :
) y=x ;

en aura donc, pour la courbe, & cause de #’/=AB==z,

— 2(BD—2AE)
y_—'i VT (JU"".'Z). .

Faisant donc #;=AC=3, on posera (8) :

2(BD—2AL) —
; A X1=ON=2y 2,

2(BD—2AE)_ .
fae T
ainsi , Véquation cherchée sera :
ree VI
ou y—2ay—+a*—8r-+16=0,

d’ou :

P. S, Permettez—moi, MM., de saisir cette occasion pour indi-
quer , en passant, une forme assez ¢légante d laquelle on
mener expression du volume d’une portion d’hyperboloide
lution terminde par un plan perpendiculaire 4 l'axe,

peut ra=
de révom
Ce volume étang équivalent, comme Von sait, au volume du trone
de cone engendré par lo trapéze asymptelique correspondant , moing
le volume du cylindre de méme hauteur et d’un diametre ¢gal au

q
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second dxe de la courbe ; si 'on fait (fig. 13) IX==, Ol=¢, IB=5,
Pexpression analitique du volume engendré par le segment hyper-~
bolique ICX; sera :

wh2xif-3wabrx?

* -
3q2 ( ) ’
guantité qui peut s'écrire ainsi :

1 wh2x? b2

'g Te +ﬁ'.

a3 az (A)-
Or, si I'on méne 1E paralltle & Pasymptote OD), les triangles sema~

blables OBI et IEX donnent :

bx
EX=—;
a
, . whrer . ) e (. fx e .
£t ainsi exprime laire du cercle déerit par XE; d'ott il suit
a?

que lexpression (A) représente un céne ayant pour base le cercle dé-
crit par XE, et pour hauteur l'abscisse X, plus un cylindre de méme
base que ce cone et d’'une hauteur XG=0I=az.

Par conséquent, le volume de Phyperboloide engendré par le segment
ICX scra édguivalent au volume engendré par la révolution du tra-
péze VEF G autour de 1G.

Cet énoncé me parait utile, dans les élémens, comme réunissant,
a la fois, la commodité pour la mémoire , la simplicité de I'expression
et la facilité dy calcul,

Jai I'honnenr d’étre, ete,

G. M. RAYMOND.

(" €e que l'on vérifie aisément , au surplus, en substituant, dans la formule
wydx, la valew de y2 tivde de I'équation de la courbe , intégrant et déterminant
}a consiante pour le sommei 1 de Phyperboloide,
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GEOMETRIE ANALITIQUE.

Recherche de Uaire d'un polygone , en fonction des coor=
données de ses sommels ;

Par M. pE Stamvirie (*), répétiteur a I'école impériale
polytechnique.

[g W1 Vig Wi Vi Vo ¥

2
oy B, o, B, &, B, W p ) eieee , les coordonnées de ses som-

mets, Si d’un point pris dans Uintéricur du polygone, et dont les coor-
données sont 2/ et y/, on abaisse des perpendiculaires sur les direc-

tions de ses cotes, leurs expressions seront respectivement :

SOIENT.C, C, C,C", na, les cotds successifs d’un polygone ;

3

N y'—ax'—b y’—a’x/——b’ yl—allx!—b!
a,d,a’, a”, ..., déignant respectivement les tangentes trige-
nométriques des angles que font les cétés ¢, ¢/, ¢/, ¢/, .iuuus, avee
Yaxe des abscisses, et &, &/, b7, b/, .cvvuse, les ordonnées de ces

¢6tés qui répondent a Lorigine (**). Sil'on multiplie la premiere par

(*) M. de Stainville a adressé aux rédacteurs une solution du probléme 16T de la
page 17 de ce volume , semblable en tout a celle qui a ¢té donnée par M. Encontre.
Ils regrettent de ne l'avoir pas regue assez 1ot pour la mentionner en son lieu. Ils
croient devoir indiquer , parmi les ouvrages ol se trouve résolu le probléme auquel
celui-1d se réduit , celui qui a pour titre : Hecueil de problémes résolus par ‘des
eonsidérations purement géométriques ; & Paris, chez Courcier.

( Note des éditeurs. )

(**) Soient «/ et y’les coordonnées du poirt M (fig. 14) ; si de ce point on abaisse
deux perpendiculaires MP et MQ, I'une ala d.oite BP, dont I'équation est y==ax--b,
el Pautre & 'axe BX des abscisses , on aura un t'angle MOP, rectangle en P, qui
donnera MP=MO Sin. MOP=MO Cos. » ; or MO est égal & 'ordonnée dupoint M,
diminuée de Pordonnée de la droite BP qui correspond & Pabscisse AQ==x"; ainsi, celte

erdonnée ==ax’-}-b; done MO==y/~—ax’—b ; si donc on désigne par p la perpendiculaire
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¢, la setonde par ¢/, la troisiéme par ¢/, et ainsi de suit¢, on aura
évidemment le double de l'aire du polygone ; de sorte qu’en désignant
ee polygone par P, il viendra :

VR, , a2l ", a2

2= y " . ==Ayl—DB, /—'C'
2P=c. Niwwre ~+c. N c N ~+.ii.==Ay!—=Ba/—C ;

mais , Paire du polygone est indépendante des coordonnées 2/ et y”;
ainsi, A=o, B=o et 2P=—C ; cest-a-dire :
be ble! bl
- \/1—{-d2 — \/1+a’l - \/1+a.”2— e
p—p _ ap—pa

or : hb=p e, — = R
o/ a—ct/
c .
et: =cCos.y = &/—s ;
I~-q?
be
donc : —— =ap/—go!
122

et par conséquent :
2P = apf e pol Aol Bl o 3 el e v seas

formule élégante et 4 laquelle on peut arriver facilement, par la géo-
métric ordinaire. En effet un polygone , .dont toutes les parties sont
situées dans l'un des angles que forment les axes auxquels on rap-
porte les coordonnées des sommets , peut étre considéré comme étant
la différence de deux polygones qui auraient pour base commune la
partie de l'axe des abscisses cémprise entre celles des perpendiculaires
abaissées des sommets sur cet axe, qui sont les plus distantes, et pour
cotés adjacens ces mémes perpendiculaires ; or , si on évalue les tra-
pezes dans lesquels se décomposent les polygones , lorsque de chacun
de leurs angles on abaisse des perpendiculaires sur la base, il est
évident que Vexcts du double du polygone convexe sur le double
du polygone concave, c’est-a-dire , le double du polygone dont il
s’agit , aura pour expression :

1 I

I
bCC.y——vl_*_rl'ang.zy—_\/!_‘_az H

MP , on awea p==(yl—ax'=—b) Cos. ¢ ; or Cos.y=

fomoe( 26 b
.

Y
donc enfin p=
P Vita?
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2P= (,,,__“/) (ﬂ_{_ ﬁ/)_*_.( o — a//) ( 8/~ ﬁ//)+( P2 u///)( /- /5”/)"" cesesey

or, le dernier terme de chaque produit est détruit par le premier
terme du produit suivant, a exception de celui du dernier produit
qui est détruit par le premicr terme du premier produit, il ne reste
donc de chaque produit que les termes dans lesquels les deux fac-
teurs n'ont pas les mémes accens; on a donc , comme précédemment :
2P = e ol e ) Il B — Bl A v

C’est encore ce quon peut obtenir autrement , en remarquant que
le double de l'aire du polygone peut étre mis également sous ces
deux formes : :

2P = (o o) (48" ) A=/ e ) (B/4-p") = e uns

2P = (a—/)(gep/)A-(a/ — ! Y/ — ") A= s vt euns
ce qui donne, en prenant la demi-somme des deux expressions, le
méme résultat que ci-dessus.

On peut remarquer, en passant, que la quantité A=o ayant pour

expression :
c C’ C”

“Vi4-az + Vi + Vif-a/z
]il en résulte que la somme des produits des e6tés d'un polygene, soit
par les sinus, soit par les cosinus des angles qu’ils font respective—

+ sesees o

ment avec une droite tracée d’une maniére queleonque sur un plan,
est égale a iéro; ce qu'on peut d’ailleurs démontrer directement d’une
mani¢re fort simple (*),

On pourrait aussi trouver , pour les polyédres, des formules analo-
gues aux précédentes et démontrer, par des considérations pareilles &
celles dont nous venons de faire usage, que la somme des produits
des aires des faces d’un polyédre par les sinus ou cosinus des ‘angles
qu’elles font respectivement avec un plan quelconque est zéro ; et qu’il
en est de méme de la somme des produits des cétés d’un polygone
rectiligne, plan ou gauche , par les sinus ou cosinus des angles qu’ils
forment avec une droite située d’une maniére quelconque dans I'espaces

(*) Voyez l'ouvrage déja cité.

GEOMETRIE
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GEOMETRIE ANALITIQUE.
Solution analitique d'un probléme de geomelrie ;

‘Par M. Scrumacuer , professeur extraordinaire en
astronomie , & Puniversité de Copenhague.
la Sla Via Sl Vo Ve Via U ¥}

A MM. LES REDACTEURS DES ANN_{LES.
MESSIEURS,

QUOIQUE votre journal ne me soit connu que parle réeit que mon
illustre ami, le professcar Gauss, men vient de faire, dans une de
ses lettres ; ce qu’il m'en dit suffit cependant pour me former une
idée du mérite de votre travail. L’utilité d’une pareille entreprise ne
saurait étre contestée que par ceux qui ne savent pas combien de
petits mémoires , de théorémes , problemes , etc. périssent , parce que
Poccasion de les publier manque & leurs auteurs.

Je ne sais pas si vous verrez avec plaisir , de temps en temps , quel-
ques bagatelles de ma facon; jen ferai cependant lessai , en vous
envoyant un petit probleme de géométrie.

Un de mes amis, trés—versé dans la méthode des anciens géometres ,
me parla d’un probléeme dont il avait une solution synthétique , et qu'il
était tenté de croire trés-diflicile, ou au moins trés-compliqué, par l'a-
nalise ; le voici:

PROBLEME. Un point étant donné de position par rapport &
un angle connu , et dans un méme plan avec lui , trouwver sur ce
plan deux autres points par lesquels menant , dans une direction
arbitraire , deux droites paralléles coupant les deux cétés de Pangle,
le point donné se trouve constamment sur la direction de lune des
diagonales du trapéze intercepté entre les paralléles et les deux cdtés
de Uangle donné?

Soient C et C/ les deux cétés de l'angle , S son sommet , O le point

Tom 1, 26
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donné , P et P/ les deux points cherchés, D et D/ les deux paralltles
conduites respectivement par ces points , et enfin K et K/ leurs inter-
sections respectives avec C et C/;il s’agit de déterminer les points P et P/
de maniere que, quelle que soit d’ailleurs la direction commune des deux
paralleles D et D/, le point O soit toujours en ligne droite avec les
points K et K/,

Solution. Soit pris le sommet S de I'angle donné pour origine des
coordonnées , son coté C pour axe des x,et son coté C/ pour axe
des y; désignons les coordonnées

du point donné O , par....e , 8 ,
du point cherché P , par....a’ , 5/,
du point cherché P/, par....a”, y” .

Les équations des deux paralleles arbitraires D et D/, conduites
par P et P/, seront de la forme :
y—y/=N(@—a’) , y—y"=N(z—a’’) :
ot N demeurera indéterminde,
On trouvera, d’aprés cela, pour les coordonnées.

Noclemry!
. de K uuven. Ny ,

d.e K/ esessses O 9 y/,—Nx/,o
L’équation de condition, pour que trois points (a/,5"), (#/,y"),
(@ , ¥, soient en ligne droite, étant :
x/(y//_y///)+x//(y//7__y/)+x///(y/_y//):0 o
donne , appliquée aux points O, K, K/,
Na/—

= y! g (y/—Na')—p }20 ,

ou; /! (x—a)N a.__{ }’”( e x/’y’—— 8 x’%N—{—y’( g @ =0
équatien qui, & raison de lindétermination de N, se partage dans
les trois suivantes :

x(2/—a)=0 , y/(y/—p)=o,
)

03

‘(Nx//___y//) +

¥ (W ~a)y Az yl—pa' =0
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le probléme est donc indéterminé , puisqu’il ne fournit que rois équa~
tions sealement entre les quatre cooxdonnées aly ¥, &,y des deux

points cherchés P et P/,
Les deux premicres équations ne peuvent étre satisfaites que par

TYun des quatre systemes de valeurs,
x/=o0 , x=o0 , ¥=a, 2 =a,

¥/ =03 _y//z,s : y/=o ; y”:p .
de ces quatre systtmes , il n’y a que le premier et le dernier qui
pulssent saccorder avec la troisitme équation , ainsi quil est facile

de s’en convaincre.
- Le premier, qui exprime que le point P est sur I'axe des #, et le

.

point P/ sur l'axe des y, change la troisitme équation en celle-ci :
& (g —p)—ay”=0 }

qui‘exprime que les deux points P et P/ sont en ligne droite avec
le point O ;ainsi, de cette maniére, les- points cherchés seront les in—
tersections des deux cé6tés—de-l’angle donné avec une droite-mende ;
d’une maniére quelconque, par le point donné. ‘

© Quant au dernier systtme , qui exprime que les points cherchés
gont sur des paralleles menées aux deux axes par le point O, il ré-
duit la troisiéme équation 3

a!lyl—patz=0 ou Dl —y gl =0

qui exprime que les points P et P/ sont en ligne - droite avec Lorj=
gine ; en sorte que, pour ee-second cas, les points cherchés seront les
intersections d'une droite menée d’une maniére quelconque , par-le:
sommet de l'angle donnd, avee des paralléles & ses deux cotés pas=

sant. par. le point donnd,

Il me serait trés—agréable, MM., si vous trouviez dans ma solutiqn’
une nouvelle preuve que l'analise parvient aux résultats de la synthese,.
toujours avee une cgale ¢légance , mais-trés~souvent:avec une-€légances
¢t une. généralité supérieures & celles dont la synthese: est-capable,

Altona, ce 8 novembre 1810,
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QUESTIONS PROPOSEES.
Probléemes de Géomeélrie.

L.

UN ingénicur veut établir une communicaticn entre trois villes,
non situées en ligne droite, au moyen d’une route composée de trois
branches aboutissant d'une part aux trois villes, et se réunissant de
Pautre en un méme point entre ces trois villes. On demande comment
il doit établir le point de concours des trois branches. de route, pour
que leur longueur totale soit la moindre possible (*) ?

II.

A un triangle donné quelconque , inscrire trois cercles , de manitre
que chacun d’eux touche les deux autres et deux cétés du triangle (**) ?

(*) On peut généraliser ce probléme , en demandant d» déterminer , sur un plan,
un point dont lasomme des distances & un nombre de points quelconques situés sur ce
plan soit un minimum. On peut méme lcleadre & des points situés d’une maniére
quelconque dans P'espace.

(**) Ce probléme ne présente aucune difficulté, lorsque le triangle est équilatéral.
Jacques Bernoullil'a résolu pour le triangle isoctle ( Poyez ses auvres , tome I, page
303, Genéve , 1744 ) ; mais sa solution est beaucoup moins simple que ne le com~,
porte ce cas particulier,

On pourrait , au lieu de trois cercles, proposer d'en inscrire un nombre de Ia forme
n(n--1)
2

; alors trois seulement toucheraient 4 la fois deux coiés du triangle, les autres

cercles extérieurs en toucheraient quatre et un cété du triangle , et chaque cerele inté-
rieur devrait étre touché par six autres.

" Ou bien, on pourrait proposer d’inscrire & un polygone de m cbtés , m cercles de
telle maniére que chacun d'eux 'en touchét deux autres et deux cdtés du polygone ;
mais il parait qu'alors le probléme serait indélerminé.

Enfin, on peut proposer d'Inscrire & un tétratdre donné quelconque qualre sphéres,
de maniére que chacune d'elles touche les trois autres , et trois faces du tétraddre
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TRIGONOMETRIE SPHERIQUE.

Analogies entre les triangles rectangles rectilignes el
spheriques ;

Par M. LuviLIER, professeur de mathématiques & Pacadémie
impériale de Geneve.

[a S Vi o Yo Vb Vo Vo V] N

ON connait,, depuis long-temps, plusieurs analogies entre les trian-
gles rectilignes et les triangles sphériques ; mais ces analogies sont
purement relatives aux différens cas que présente leur résolution.

Je me propose ici de faire remarquer la correspondance qui a lieu
entre les triangles rectilignes rectangles et les triangles sphériques rec-
tangles, sous le rapport des propriétés fondamentales des premiers ;
c’est une considération dont je ne crois pas que persbnne se soit oc-
cupé jusqu’ici.

Les proprié¢tés fondamentales des triangles rectilignes rectangles
sont les suivantes :

1.° Le quarré de Phypothénuse est égal & la somme des quarrés
des deux autres cotés. ‘

2,° Du sommet de l'angle droit, soit abaissé une perpendiculaire
sur hypothénuse ; le quarré de chaque cété est égal au rectangle
~de I’hypothénuse par le segment adjacent.

3.° De la, les quarrés des cétés sont entre eux comme les segmens
adjacens de I’hypothénuse.

4.° Le quarré de la hauteur est égal au rectangle des segmens
de 'hypothénuse.

Zom. 1. 27
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5.° L’hypothénuse , les cotés et la hauteur forment une propor-
tion géométrique.

Je vais développer , sur les triangles sphériques des théorémes cor-
respondans & ceux que je viens d’énoncer sur les triangles rectilignes.

. THEOREME 1. Dans tout triangle sphérique rectangle, le quarré
du sinus de la demz’—/zypot/zénuse est égal & la somme des produits
des quarrés des sinus de chaque demi-cdté par le 7uar1é du cosi-
nus de la moitié de ['autre.

Soient A, B, C, les c6tds d’un triangle sphérique rectangle , dont
A est 'hypothénuse.

Jaffirme que SiniA=8in.>:B Cos.’tC+Sin.>;C Cos,*;B.
Démonstration.
Cos.A =Cos.B Cos.C=(2Cos.*2B—1 )(2Cos.2§C—~ 1)
= 4Cos.*:B Cos.*:C—2Cos.*;B—2Cos.’; C+4-1
= 1—2Co0s.*!B(1—Cos.?;C)—2C0s.*;C(1—Cos.* :B)
= 1—28in.>;B Cos.>;C—28in.>;CCos.*; B ;

donc
1—Cos.A=2{Sin,*;B Cos.*;C+-Sin.”;C Cos.*;B} ;
mais
1—Cos, A = 2Sin.22A ;

donc, enfin,

Sin.?; A =S8in.*; B Cos.** C+Sin.*;C. Cos.>: B.

C.Q.F.D.

Corollaire I. 1’application aux triangles rectilignes a lieu en subs-
tituant aux sinus des demi-cotés ces demi-cotés eux~-mémes, et en
substituant 'anité A leurs cosinus,

Corollaire II. Soit désigné par x langle formé par les chordes
des jambes de Iangle droit d’un triangle sphérique rectangle, Les
chordes des: trois cotés étant les doubles des sinus des moitiés de ces
cOtés , on aura » par la trigonométrie rectiligne, 'équation suivante :
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Sin,*; A=S8in.>.B—28in..BSin.: C Cos.z-+4Sin.?:C ;
=Sin.fBCos.’{C-}—Sin.’fCCos.sz ( Théoréme L) ;
de I : ' a - S o
28in.2 B Sin.2C Cos.a = 8in.*2 B(1—C0s.2: C)~4-Sin.*:C (1—Cos.*: B)
=28in.>:BSin.?>;C ;
donc Cos.z=S8n.:BSin.:C .

Savoir , Dans tout triangle sphérique rectangle , le produit du rayon
par le cosinus de Pangle formé par les chordes des arcs qui sont
les jambes de langle droit , est égal au produit des sinus des moi=
1iés de ces arcs.

Corollaire II1. Dans un triangle sphérique dont un cété est un qua-
drans : le quarré du cosinus de la moitié de I'angle opposé au qua-~
drans est égal 4 la somme des produits du quarré du sinus de cha-
cun des demi-angles restans par le quarré du cosinus de la moitié
de l'autre. Ce corollaire se déduit immédiatement du 7%éoréme I, par
la considération du triangle polaire ou supplémentaire.

THEOREME II. Dans tout triangle sphérique rectangle , le quarré
du sinus d'un des cOtés est au produit du sinus de ['hypothénuse
par le sinus du segment adjacent & ce cité, comme le sinus total
est au cosinus de ['autre segment de ['hypothénuse.

Soient B/ et C/ les segmens de I’hypothénuse faits par la hau-
teur , et adjacens aux cétés B et C respectivement.

Jaffirme que Sin*;B: Sin.ASin.B/=1 : Cos.C.

Démonstration. Soit £ la hauteur du triangle sphérique.

On a Cos.B=Cos.%2 Cos.B/ ,
Cos.C=Cos.4 Cos.C’/ ;
donc N Cos.B : Cos.C=Cos.B/: Cos.C’ ,

Cos.*B : Cos.B Cos.C=Cos.B/ : Cos.C’ ,
ou Cos.*B : Cos.A =Cos.B/ : Cos.( ;
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donc ) Cos.’B : Cos.ACos.B/=1 : Cos.(/ , .
et 1—Cos.*B : Cos.C/—Cos.ACos.B’=1 : Cos.C/ ,
oui ‘ | Sin.2B : Cos.C/—Cos.ACos.B’=1: Cos.C/ ,
or C=A—F;

d’ott Cos.C’—Cos. ACos.B/=Sin.A Sin.B/ ;

donc; enfin , Sin.*B: Sin.ASin.B/=1 : Cos.C’.
C.Q.F.D.

Corollaire. 1’application aux trianglbs rectilignes a lieu en subs-
‘tituant aux sinus de A de B et de B/ ces quantités” elles-mémes ; et
en substituant 'unité au cosinus de C’.

THEOREME III. Dans tout triangle sphérique rectangle , les
_quarrés des sinus des cotés sont enire eux comme les sinus des
doubles des segmens adjacens.

Tout étant comme précédemment ,

Jaffirme que Sin.*B: Sin.*C=S8in.2B/ : Sin.2C".

Démonstration.
Puisque ( Théoréme 11.) Sin.B: Sin.ASin.B/=1 : Cos.C/ ,
on doit avoir  Sin.*B: Sin. A=Sin.B’: Cos.C’ ,

. et pareillement  Sin. A : Sin2C=Cos.B/: Sin.(/ ;

donc Sin*B : Sin.*C==Sin.B/Cos.B : Sin.C/Cos.C/ ,
ou enfin Sin.>B : Sin.*C=S8in.2B’ : Sin.2C/.
C.Q.F.D.

Corollaire. L’application aux triangles rectilignes a lieu, en subs-
tituant aux sinus des cotés et des doubles segmens, les cotds et les
doubles scgmens cux-mémes.

THEOREME IV. Dans tout triangle sphérique rectangle , le
quarré du sinus de la hauteur est au produit des sinus des sog-



RECTANGLES. 201
mens de Phypothénuse , comme le quarré du rayon est au pr oduit
des cosinus de ces segmens.

Tout étant comme précédemment ,
Jaffirme que Sin.*% : Sin.B/Sin.C’=1 : Cos.B/Cos.C.

Démonstration.

Par le ( Théoréme II') Sin.*B: Sin.ASin.B/=1 : Cos.C/ ;

mais Sin. B: Sin.A =S8Sinb:1 ,

d’ot ~ Sin.B:Sind:Sin.B/=1: Cos.C/ ;

et pareillement  Sin.CSin.c : Sin.C/ = 1 : Cos. B/ 5

donc Sin.BSin.c Sin: C Sin.b : Sin.B/Sin.C/=1 : Cos.B/Cos.C’;
or Sin.B Sin.c=8in.C Sin.b =Sin.% ;

done, enfin, Sin.*% : SinB/Sin.C/=1 : Cos.B/ Cos.C/.
C.Q.F.D.

Corollaire. La proposition correspondante sur les triangles rectilignes
. s’obtient , en substituant aux sinus de la hauteur et des segmens ,
ces quantités elles—-mémes, et en substituant l'unité 3 chacun des
cosinus des segmens.

THEOREME V. Dans tout triangle sphérique rectangle , le si-
nus de Phypothénuse , les sinus des cétés et le sinus de la hau-
teur , sont en proporiion géométrique.

Tout étant comme précédemment ,

Jaffirme que Sin.A : Sin.B=S8in.C : Sin./.

Démonstration.

on a ‘ SIn.A :Sin.B=1: Sin.b ,

et ~ Sin.C: Sin.e =1:8in.? ;
donc Sin.A : Sin.B=Sin.C : Sin.A.
C.Q.F.D.

Corollaire. La proposition correspondante, sur les triangles rectilignes,
s'obtient en substituant aux sinus les quantités elles-mémes.
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DYNAMIQUE.

Demonstration élementaire du principe fondamental de
la théorie du mouvement uniformément accéleié ;

Par M. pe StAiNvILLE, répétiteur & Técole impériale
polytechnique.

AN

THEOBEME. Dans le moucemcnt uniformément accéléré, les es~
paces parcourus par un mobile sont entre cux comme les quarrés
des temps employés @ les parcourir , en supposant que la jforce ac-
célératrice constante agisse sur ce mobile @ pariir du repos.
Démonstration. Soient E et E/ les espaces que parcourrait un
corps qui serait soumis pendant les temps # et £/ & l'action d’une force
accélératrice constante ; » et n/ deux nombres entiers aussi grands
qu'en voudra, et qui soient entre eux dans le rapport des temps £
et #/ 5 cest-a-dire , tels qu’ils puissent exprimer le nombre des in-_
tervalles de temps égaux contenus dans ¢ et #/. Cela posé, si un corps
est soumis a l'action d'une force accélératrice constante, il doit, par
la nature de cette force, se trouver sollicité , au commencement de
chaque instant de la méme maniére que lorsqa’il est sorti du repos,
et par conséquent acquérir, en temps égaux, desdegrés égaux de vi-
tesse ; si donc on désigne par ¢ l'espace parcouru par le mobile dans
le premier instant et par e celui qu’il parcourrait dans le second , si
a la fin du premier, la force accélératrice cessait d’agir sur lui, ey
sera celui qu’il parcourra dans le second, 2e~-¢ celui qu’il pareourra

dans le troisiéme , et ainsi de suite ; par conséquent l'espace total
s 3 q I 3
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qui se compose des espaoes partxels R sera la somme des deux suites,
0+l?+”6’+dé+ sessscncse +(’l_l)e ?
v+v+v+v+..........+ v 5

or v » qui exprime l'espace que parcourralt le mobile pendant un ins=

tantf, s'il était uniquement soumis a l'action de la force accélératrice,
est nécessairement moindre que e, qui exprime celui qu’il parcour-
rait pendant le méme temps, s'il se mouvait uniformément avec la
vitesse acquise & la fin du premier instant ; donc 7¢ est moindre. que
ne, dolu 1l suit que l'espace total E, parcouru Pendant le temps £
sera plus grand que,

et2e+3et iviiisinn +(n——1)p R

mais plus petit que ,

o e—l—a(’—{—..........-*:' nb’i.

c’est-a~dire , qu’on’ aura : -

n(n—1) n(n--1)
E> P é. 3et; E< —T—L’- 3
on aura de méme :
n! (n/=1) e Lo n(n’41)
E >._.._—-—g et E/< e 3
) 2 2y,
on aura domc , S R
E n2e——n E nid-n
— —Of - ” . .
E/ niant Er Ar2emjit

Si I'on fait’ la division des seconds membres de ces inégalités et que,

... n
our abréger, on représente la‘ fraction — par x , on aura :
p o2 n’

-

. x(x-l—l)
et = < +

A

a(e-f-1)
n/eg-1

quelque grand d'ailleurs que soit »/; or, on p‘eut toqjo‘urs ‘conce-

E 2
oY
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voir ce nombre assez grand pour que les seconds termes des seconds
membres de ces inégalités soient aussi petits qu’'on voudra. Ainsi, on

1 de 1 ‘are inéealitd i E
peut conclure de la premiere inégalité que le rapport i
grand que toute quantité moindre que x*, et de la seconde que ce

méme rapport est moindre que toute quantité plus grande que 27 ;

est plus

le rapport T e pouvant-ainsi étre ni plus grand ni plus petit que z*,

. . . o 1 . ‘ n: .,
il s’en suit qu’il doit lui étre égal ; et , comme ona z*=—=—,ilen
. nlr #2

résulte qu'on a, en général ,

E 12
[T

ce qu’il fallait démontrer.

ANALISE ELEMENTAIRE.

Examen des cas ot un probléme du premier degré est
indéterminé , quoiqu’il iy ait , pour le résoudre , autant

déquations que d’inconnues ;

Par M. Sureman-DE-MissEry, ci-devant officier d'artillerie ,
membre de plusieurs sociétés savantes.

la Via Via Vg Vig Vo Vo Vo V)

PEUT-ETBE. le point d’analise que je vais examiner paraitra-t-il,
d’abord , un peu trop élémentaire ; mais , comme dans les traités d’al-
. gebre , méme les plus étendus, il. n’a été présenté que d’une ma-
niere trés-:incompléte 5 je crois devoir y suppléer, en faveur de ceux

pour
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pour qui ce qu'on en a écrit paraitrait insufisant; et je ticherai de
trouver grice auprés des autres, soit par la maniére dont je présen-
terai cette recherche, soit par les applications que jen déduirai.

1. Soient en premier lieu, entre les deux inconnues z et y , les
deux dquations complétes du premier degré :

ar+by4c=o , &' x~4-b'y4-c'=o ;
on sait qu’elles donnent , étant résolues ,
cb! —bc! - ac—cal
= — ——
abl—ba! ’ Ve abl—ba!

et ce que nous proposons ici est de savoir dans quel cas le problime
qui aura conduit a ces équations demeurera indéterminé,

2. Or, il est clair qu’il faut, pour cela, que les deux équations
n’expriment pas deux cenditions distinctes , c’est-a-dire , qu’il faut
qu'elles n’équivalent qu’a une seulement, ou encore que le premier
membre de 'une scit le produit du premier membre de l'autre par
un certain multiplicateur (*). Désignant donc ce multiplicateur par

m, il viendra :
' 20y’ =m(axt-by-4c)=o ,

d'ot on déduira les équations de condition : )

ma=a' ,  mb=b/, me=c' :
desquelles éliminant 72 , on aura ,

at'e—ca’=o , bel—ch/=o0 ;

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
a,b,c, a',¥, ¢/, pour que les deux équations proposées ne soient
pas essentiellement différentes 'une de l'aatre , et par conséquent se
réduisent a une seule ; ce qui rend le probléme indéterminé,

(*) Ce cas répond, en géométrie, & celui ol cherchant l'intersection de deux
droites tracées sur un méme plan, il arrive que. ces droites se confondent.

Tom 1. . 28
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Or, de ces relations on déduit encore celle-ci ,
abl—a'b=o ,

qui peut remplacer une quelconque des deux premiéres; et, en vertu
des unes et des autres , les valeurs générales des inconnues deviennent

] (o]
_—5- 9 y——oo

3. Réciproquement, si 'on a les deux relations

ae'—ca’=o , be'—cb!=o

lesquelles , comme nous venons de le voir, emportent la suivante :
ab/—ba’
’ . ' o . . .
et réduisent conséquemment & — les valeurs des inconnues ; il arrivera
o .
que I'une des équations sera le produit de I'autre par un certain mul-~
c!

. c
tiplicateur , qu’on pourra supposer — pour la premiére et—- pour la
P > q P PP - P p o P
seconde ; en effet, si Uon écrit équation
c/
it by-e'= T (aatlyte)
Mo C .
elle deviendra, en chassant le dénominateur et transposant, '
(ac'—ca’)x—-(bc’—cb )y =0 ;
équation qui , d’apres les relations ci-dessus , se réduit & o=o.
o
Et, commeles valeurs de « et y ne peuvent prendre la forme — qu'au-
5 ¢

tant que ces relations existent, on doit en conclure que, lorsqu’elles
prennent cette forme , on sc troave nécessairement dans le cas que
nous ‘- venons d’examiner.,

4. St Ton fait m=— e les équations de condition prendront cétte

forme symétrique :

ra~-na'=o , bl =o AcAe' =0

. N
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et alors A et »/ pourront tous deux élre supposés entiers; on pourra,
par exemple, faire

a="T¢ , »M=_c.

En adoptant ceite notation, la relation entre les équations propo-

sées devient ,

aaz+-by-c)-» (@' 24-b'y4-c') =0 ;
et Von voit de nouveau, par la, que chacune d’elles est comportée
par Vautre; de manitre qu'on peut supprimer indifféremment l'une
ou l'autre.

5. Dans ce qui préceéde , nous avons tacitement supposé gu’ aucune
des deux équations proposées n’était dépourvue de son dernier terme
mais , lorsqu’au contraire on a ¢=¢/=o, c’est-a-dire, lorsque les équa-
tions du probléme sont ,

ax+-by=o , a’z+b'y=o ,
il y a alors & distinguer les deux cas que voici :

1.° Il peut se faire que les quantitds connues @ , &, o/, &/, ne
soient pas assujéties a la relation ,

‘ ab/'—ba'=o ;
alors la question est déterminée ; et elle est résolue par les seules va-
Ieurs
r=o , y=o

car les valeurs générales des inconnues sont dans ce cas

_ o o
T abl—bat ? y T abl—ba’

équivalentes & celles qui précédent.
2.° 1l peut se faire, au contraire, que les quantités connues soient

)

assu]étles a la relation
ab/—a’b=o ;
alors la question est indéterminée ; et elle est résolue non-seulement

par les valeurs
’ T=0 ¥y=o;
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mais encore par unec infinité d’autres, représentées par les symbokes
P P Y

(W] o
X2 O e
(o] ’ y (] *

ce dernier cas se rapporte toujours, au surplus, au cas unique exa-
miné (art. 2 ) ; il est clair, en effet, qu’on a alors :
b (ax—-by)—b (! x+Vy)=0 (*).
6. Soient maintenant , entre les trois inconnues z, ¥ , 2, les trois
équations complites du premier degré

a 2+4b y+c =+d =o ,
. o 24-b y+c z4-d =o ,
. (z/’x—’i—ﬁ”y+c/’z+d”=0 3

on sait qu'elles dornent, étant résolues ,

A/ Ay Scd! b —b A/l bl mmb Y

X == e
' ab/clmmac! b= calbll—ba!c! b al—ctatt

ad/cll—ac!dl'4-ca' d'—da'c'F-dc'al'—cda!!

ab'c! — ac'bl!~-ca'bl'—balc!! 4 bc'a!——chlal ?

==

“b/dl/..__ad/b//+dalb//__bald//+bd/a/l__db/all

H
ablc! — ag'b-ca'b!! = ba!cllp-bialt ——chlal!

Z=

et ce que nous nous proposons ici est de savoir dans quels eas le pro-
bléme qui aura conduit & ces équations demeurera indéterminé,

7. Or, il est clair que , pour cela, il faut que les trois équations
n’expriment pas trois conditions distinctes ; c’est-d-dire , quil faat
quelles n’équivalent qu'a deux , ou & une seulement; ce qui fait deux
cas qu’il importe extrémement de ne pas confondre.

Les trois équations peuvent se réduire & deux de deux maniéres,
savoir : 1.° si 'une d’entre elles ne différe de I'une des deux autres

(" Ces deux cas répondent également, en géométrie , 4 celui ol deux droites tra-
cées sur un méme plan passent Pune et P'autre par Porigine des coordonnées ; avee

cette différence que, dans le premier elles ne sc confondent pas, et que dans le
second elleg se confondent.
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que par un certain multiplicateur ; en sorte qu’en désignant ‘ce multi-
plicateur par m , on ait a/a—-b/y~+c/z+-d' = m(ax—+-by—+-cz-+d)=o;
et encore faut-il alors, pour que le probléme soit indéterminé , que -
la troisiéme ¢quation ne soit contradictoire avec aucune des deux pre-
miiéres ; puisque, il en était ainsi, le probléme, loin d’admettre une
infinité de solutions , n’en admettrait aucune.

2. Les trois équations se réduiront encore i deux , si I'une d’elles
est la somme des produits d&s deux autres par certains multiplica-
teurs ; en sorte qu’en désignant ces multiplicateurs par 7 et m’, on ait
a'x4-b"y ¢/ z-d" = m(ax~-by~+-cz-d)y+m/ (@ x4-bly -/ e-d') 5
et encore faut-il alors , pour que le probléme soit indéterminé , que
deax des trois équations ne soient pas contradictoires ; puisque , sl
en était ainsi, le probleme, loin d’admettre une infinité de solutions
n’en admettrait au contraire aucune.

Quant & la réduction des trois équations i une seule, elle ne peut
avoir lieu que d’une manitre unique ; et c’est lorsque I'une d’entre
elles est 4 la fois égale & chacune des deux autres , multipliée}par
une certaine quantité ; en sorte qu’en des;gnant par m et m’ les deux
multiplicateurs, on a, en méme temps ,

a’ o-b"'y ¢ ef-d! = m(ax--by--ca—-d) = m! (@ a-by o' z-d').
Dans ce cas , le probléme est toujours possible et il est plus qu'indé-
terminé , c’est-a-dire, qu’il faut deux condiiions nouvelles et distinc-
tes pour en lever I'indétermination , tandis™ qu ‘une seule sufﬁt dans
le premier cas (*). : . . o ‘

8. Soit en premier lieu : -
&' 24U y-c' z4-d = m(ax--by--cz-+d) =o;

on aura les équations de condition , o

(*) En géométrie , le premier cas répond &-celui olt, chercliant le point com-~
mun 2 trois plans, il arrive ou que deux de ces plans se confondent, ou que le’
troisitme passe par la commune section des deux premiers. Quant au second ‘cas ’
il vépond A celui olt, cherchint le point commun A trois plans y il arrive que ces
wois plzms se confondent,
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ma=a/ ,  mb=V¥, l mé=c ,  md=d ;

desquelles éliminant 72 , on auvra :- .
ad!—da'=o , bd'—db/=o , cd'—dc’=o

Ft telles sont les rclations nécessaires entre les quantités connues
a,b,c,d,a, b ,¢,d,pour que les deux premictres des trois
équations proposées me soient pas essegticllement différentes l'une de
I'autre , et par conséquent n’équivalent qu’a une seule; ce qui réduit
les trois équations proposées a deux , savoir: la troisitme et l'une
quelconque des deux premiéres, et rend ainsi le probleme indéterminé.

De ces relations on deduit aisément les trois suivantes :

ab'—ba'=o , be'—ct/=o , ca/—ac'=o ,

dont chacune peut remplacer une quelconque des trois premiéres; et,
comme les valeurs générales des inconnaes &, y, z, peuvent éire
mises sous cette forme :

(be—cb) A (cdl—d b4 (b —bdl et
(bel—ch!)a!'~4(ca!—ac’; /! 4-(abl—bal)clt >

‘ i+ (dc—cd)a"4~(ca'—ac)d"4-(ad'—da")c!
5’— ) (bc’—:éb’)a”+(ca’-1-ac')b"+(ab’ —ba')c! *

' z= (bdl=—=db)a"+~(da'—ad! b "~(abl—ba') d
y T e ;——cb’)a”—{-(\ca’ —ac)b! w-(abl—ba') ¢! >

on voit qu'elles deviennent, dans ce cas ,

e o

K= - VY= — 2= e
> : ’ —_—

o y o o

g. Réciproquement , si Ton a les trois relations

. adl—dg/=o0 ,  bdl—dV'=0, ed—dci'=o0 ;

lesquélles , comme nous venans de le voir, emportent les trois sui-

“vantes ,
bt

ab/—ba'=o , be'—ch/=o0 , cal—ac'=o ;
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. : o . g
et réduaisent conséquemment 3 — les valeurs des inconnues; il arrivera
o

~

que l'une des deux premitres équations sera le produit de l'autre par
4’

un certain multiplicateur , qu'on pourra suppposér-‘}- pour la pre~

o d . '
miére et = pour la seconde; si, en effet, l'on écrit Péquation :

a' w40y z-d/ = -:;,- (zzx-l——éy—-l—cz—f—d)‘ ,
elle deviendra, en chassant le’ dénominateur etltranspo‘sant .
(ad'—da ) x—4-(bd'—db )y ~+(cd'—dc )z =0 ;
équation qui , d’apres lec relations ci-dessus , se reduit & o==o.’
10. Si Von fair m:-—— % » les équations de condition pféndrofxt‘cettt
forme symétrique : .
radral=o , Arbtab'=o0 , r+rNc'=o , rd4Nd'=o ;
et alors A et »’ pourront tous deux étre sﬁpposés entiers ; on pourra

faire , par exemple ,
' r=+d »=TFd.
En adoptant cette notation , la relation entre les «eux premiéres
équations devient : R R
A(ax+5y+cz+d)+A/(a’x+&/jf;i—c7z+d;)_—_-o ;LM‘ R
et Pon voit de nouveau , par:la , que chacune d’elles est comportée

par lautre; de maniére qu’on peut supprimer indifféremment l'une.

ou lautre.
11. Soit censuite : - . - :

&gyl Al =max--byogd-dhm! (@ @by che zt-d)=0 ;
on. aura les équations de condition :' S ~

&’'==ma~f-m'a’ , b'=mb--m/l’ , el=me~mlet , . d”:f-md-i—m’d'- 3
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desquelles éliminant d’abord m’, il viendra ¢
(ed'—da"ym—4-(a'd"—d'a')=o0 ,
(d—db"ym—-(b'd'"—d'b Y=o ,
; (cd'—dcym—-(c!d"—d'¢"y=o0 ;

éliminant ensuite m entre ces derniéres , on aura :

(ad'—da’)(c/d/'—d/c!y—(cd!—dc!)(a’'d/!"—d/a') =0 ,
(bd'—db’) (c!d/!—d! !y (cd/—d /) (b d/'—d!b ) =0

Et telles sont les relations nécessaires entre les quantités connues
a,by,c,d,a,b,c,d,a b, ", d ,pour que chacune des
équations proposédes soit comportée par les deux aatres ; c’est-a-dire,
pour que chacune d’elles soit la somme des produits des deux autres
par certains multiplicateurs ; ce qui, en permettant d’en supprimer
une quelconque , réduit & deux le nombre des équations essentielle-
ment différentes , et rend conséquemment le probléme indéterminé.

De ces relations on déduit facilement , en transposant , maltipliant

et supprimant les facteurs communs aux deux membres de I'équa~
\lon-produit ,

(ad'~da! )Y d'—db/ y—bd/—db') (o dVi—dal)=0 ;
relation nouvelle , qui peut remplacer une quelconque des deux pre-

mitres ; en les développant toutes trois, elles deviennent, apres les
réductions , :

(ad/—da’)c""A-(dc'—cd Yo' 4~(ca’ —ac’)d" =0 , (1)
(cd!—de"\b!'4-(db/—bd' )" A= (bc!—cb)d/! =0 , (2)
(bd'—db\a'~~(da'—ad!) b/ A-(abl—ba'\d' =0 5 (3)

multipliant respectivement ces équations par 4, @, ¢, et prenant la
somme des produits , il viendra, en réduisant et divisant par 4.,

(be!—cb)a!4~(ca’ —ac )b A-(ab! —ba')c =0 5 (4).

relation
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relation qu'on pourrait, au surplus, écrire sous cette forme
(ac'—ca’)(b/c""—b"c"y—(be! —cb') (a’c/!—a’'c)) =0 ,
et qui peut, comme ’équation (3) , remplacer une quelconque des

deux premiéres. -
Or, en vertu.des équations (1), (2), (3), (4), on voit (art. 6)
que les valeurs générales des inconnues deviennent

(o] (s} ")
X= - Py = e ’ Z0= —,
(] ‘y O, o

12. Réciproquement, si I'on a les deux relations
(ed/'—da’)(c/d""—d/c" }—(cd'—dc') (e/d/"—d/a’) =0
(bd!'—db) (¢! d/'—d/ !y —(cd'—dc!) (b/d/'—d'b) =0 3

lesquelles , comme nous venons de le voir , emportent I'existence des
équations (1), (2), (3), (4), et réduisent conséquemment E- les

valeurs des inconnues ; il arrivera que I'une quelconque des trois équa-
tions proposées sera la somme des produits des deux autres par cer-

tains multiplicateurs ; ainsi, par exemple, on pourra admettre que la
— e . . Mgl ct
troisitme est la somme des produits de la premitre par ———— et

dclrmmcd!
dell—cd* . , . , .
de la seconde par ———r si,en effet ,l'on écrit I'équation
¢/t
el @ gt dec!—cd'”
(@2 y 4"z d) = e (aaby ez d) - (@' by otz d)
i dcl—cd! dul—cd} ’

elle deviendra, en chassant les dénominateurs, transposant et réduisant,
{(c'd”a—-d’c”)a-{—(dc”-—cd”)a'+(cd’——(}c’)a”2x+g(c/d’/—d’c”)b—[-(dc”—ad”)b’-f-(cdl—-dc’)b(/} =0

équation qui, en vertu des relations (1) et (2), se réduit 3 o=o.

. . A A . -
13. Si lon fait m—=— — , m/=—— . les équations de condition
ar? wr? 4

pretidront cette forme syméirique :
Aap-Na/4-Aallz=0 y Ap=4=-Nb/d-ND=0 , Ac-p-Mc-Nic!=0 , Ad-f-Md'}-N'd'=0 ;
et alors a, &/, A", pourront, tous trois, éire supposés entiers; on

pourra faire, par exemple ,

Tom. 1. 29
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a=cld/!—c"'d! N=dc!!—cd" , M =cd/—dc’.
En adoptant cette notation, la relation entre les.trois équations devient
Aax-bydczd) 4N (@ xg-bly—c' z-dN N (@ a—-by e z-d ) ==0

et on voit de nouveau, par la, que chacune d’elles est comportée
‘par les deux autres ; de maniére qu’on peut indifféremment en sup-
primer une quelconque. '
14. Soit enfin . A
allxeebly ot z-d=m (@ x4-by~4-cz4-d)=m' (@' x4-by}-t'z4-d)==0 ;
on aura les équations de condition

s

a'=mla’ , '=mb , '=mc!, d'=m'd

desquelles éliminant 7 et m’, il viendra

ad'/—da'=o0 , bd'—db'=o0 , cd'—dc'=o0;
dW—da =0 , bd'—db'=0 , d'—dc"=0 ;

Et telles sont les relations nécessaires , entre les quantités connues
a,b,c,d,a, b ,c,d,a’, b, ", d, pour que chacune
des trois équations pr‘oposées résulte indifféremment de la multiplica-
tion de 'une ou de l'autre des deux restantes par une certaine quan-
titd ; c’est-a-dire , pour que chaque équation se trouve, & la fois, com-
portée par chacune des autres, prise isolément ; ce qui, en permettant

" d’en supprimer deux quelconques , réduit le nombre des équations a
‘une ‘seule , et rend conséquemment le probléme plus qu’indéterminé,
De ces relations on déduit facilement celles~ci _
abl—ba’=o0, bc'—cb’'=o0, ca’—ac’=o ;
a'bl—bla’=o , bc/'—cb'=0 , call—a/"=0 ;
ce qui donne encore '

ad'—da’=o0 , bd'—db/=o0 , cd—di’=o0 ;
ab/—ba'=o0 , bc'—ch'=o0 , ca'—ac'=o ;

. . /
et U'on voit qu'en vertu de ces derni¢res (art. 8 ), les valeurs généra-
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Ies des inconnues deviennent
o o o
== —— Zo -,
) o ’ y=5 > °
15 Réc:proquenlent si les relations
» , L «
aedl!—da"’"=o0 , bd’'—dbl/=0, cd'/—dc’'=o0 ;
dd—dlal =0 , bd'—d'b'=0 , dI—d/c"=0 ;
existent, ce qui emportera aussi l'existence des autres, et réduira con-
¢ 1 o ! . . .
sé¢quemment & — les valeurs des inconnues ; il arrivera que chacune des
o

trois équations proposée pourra s’obtenir, en multipliant I'une quel~
conque des deux autres par un multiplicateur convenable ; ainsi, par

exemple , on pourra admettre que la troisitme est le produit de la
" d" . an . .
premicre par — et celui de la seconde par =5 stsen eflet, on écrit

les équations

& x-b e z—-d/ == ? (@ z+-bytcz+d) ,

d
a’ x4y z-d" = -‘-; (e/z+-b'y+c'z4d') ,

elles deviendront, en chassant les dénominateurs , transposant et rédui=
sant,

(a d"—gd a")x4-(b d"—d ¥y 4-(c d"—d c!yz=0 ,

(@' dl—dla!) 4B A —dIb! Yy~ (e'd—dlc")z=0 ;

dquation qui, en vertu des relations ei-dessus, se réduisent & o=o.
’

. . A A . .
16. Silon fait m=— — et m/=— — , les équations de condition
Al P
prendront cette forme symétrique
rAad-Na=o , Ab-}Nb'=0 , ArcefNcl=0 , Ard-Ndl=o0,
Nal4-NMall=0 ,  Nb4rbll=0 , Ne'-Mcl'=0 , Nd'4-Md'=o0 ,
et alors a, A%, o, pourront, tous trois, étre supposés entiers ; on
pourra faire, par exemple ,
a="tdd" M=—+d'd , =T dd.
En adoptant cette notation , les relations entre les trois équations
deviennent
A (@ x4-b yd-c zd-d YN/ (@ x+-bly~-clz-c)=0 }
N (@l w2 YN (@ B et 2 ped Y =0 5
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et l'on voit de nouveau , par la, que chacune de ces équations se trouve
comportée par chacune des autres, ce qui permet d’en supprimer in-
différemment deux quelconques.

17. Dans ce qui précede, nous avons tacitement supposé qu‘aucune
des trois équations proposées n’était dépourvue de son dernier terme ;
mais lorsqu’au contraire on a d=d’=d/=o, c’est-a-dire, lorsque les
équations du probleme sont

ar+t-by—+cz=o , aa+bytc'z=o0 , a’ztb'y4c’z=0 ;
il y a alors a distinguer les deux cas que voici :
°1l t se fai 1 ité 2 b /by
1. peut se faire que les quantités connues @, b, ¢, o/, ¥/, ¢/,
a”y b, ¢, ne soient pas assujetties d la relation
aé/c//__ac/&//_*_ca/b//__ba/c//+bc/a//_cﬁ/d//:0 ;
alors la question est déterminée, et elle est résolue par les seules valeurs
r=o , y=o, z=o0 ;
ce qui est évident ( art. 6 ).

:

2.° 1l peut se faire, au contraire, que les quantités connues soient
assujetties & la relation .
ab/c/'—ac' b A-ca’b''—ba'c!'4-bc' o’ —cba =0
alors la question est indéterminée , et elle est résolue , non seulement
par les valeurs N *
xr=o0, y=o, z=o0,

mais encore par une infinité d’autres représentées par les symboles

[ o [
L= — = - 2= =
o ’ ¥ o ’ o

18. 1l est facile de voir (art. 8, 11, 14) 1.° que, si cette rela-

tion résulte de ce que

ab/—ba’ =0 , be'—ch’/=o , ca'—ac’=o ;
ce sera une preuve que les deux premitres équations ne sont pas es-
sentiellement différentes ; et qu’on peut, en conséquence, supprimer
l'une d’elles. Ce serait au contraire la premiére et la troisitme qui se-
raient équivalentes , si l'on avait

ab'—ba/' =0 , bel'—cb'=o0 , ca'’—ac’=o ;
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enfin les deux derniéres seulement seraient équivalentes , si Pon avait

uniquement
a/é//,__&/a//:o ’ é/c//._c/&//zo ’ c/a//,__a/c//:o.

2,° Si, au contraire , cette relation existe sans qu’on ait
abll—ba’'=0,bc’—cb/ =0, ca’/—ac =o ;

ni abl!'—ba’=o0, b¢c''—cb/=o0, ca’—ac’=o ;

e

ni conséquemment @’b/—b'a" =0 , b'c/'—c'b"=o0, ca’—a’c'=0

on devra en conclure que chacune des équations proposées est com-
portéc par les deux autres , et qu'ainsi on pcut indifféremment en
supprimer une quelconque des trois.

3.° 8i, enfin, cette relation subsiste avec les six relations parti-
culiéres qui viennent d’étre indiquées , ce sera une preuve que toutes
ces équations rentrent les unes dans les autres, et que conséquem-
ment il suffit d’en conserver une quelconque.

On voit par la que, lorsque les équations tombent dans le cas du
2.° de larticle 17, elles se rapportent toujours a I'un des cas exa-
minés (art. 8, 11, 14 ).

19. Nous venons de faire connaitre les relations nécessaires et suf=
fisantes entre les coefficiens des équations du premier degré a trois
inconnaes pour les différens cas d’indétermination dans lesquels ces
équations peuvent se trouver; et nous avons fait voir que, dans tous,

les valeurs des inconnues se présentaient également sous la forme % ;
il est aussi facile quimportant de s’assurer que , réciproquement, lorsque
ces trois valeurs se présentent sous cette forme , les équations tom-
bent nécessairement dans 'un des cas d’indétermination que nous avons
discutés.

En effet, pour que les valeurs de #, y, 2z, se présentent toutes
trois sous la forme -E-, il est ndcessaire que les quatre fonctions des

coefficiens desquelles elles se composent, soient également zéro , et nous
savons (art. 11 ) qu’il suffit pour cela qu'on ait
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(ad!—da')e! - (dc'—cd) a4 (ca'—ach)d!'=o0
P (cd'—dcb!!A-(dbl~=bd!)c!'4=( be!—cbTydI"==0 ;
1=lutions qu’on peut encere écrire ainst
(da"—ad!yc'4-(cd/'—dc'Y a4~ (ac—caNd'==0 ,
(dc!! —c B oAb db! ) (e~ by dI=0 ;
oy de cetie auire maniére
(@' d—d!a!yef(d/c!'—c' ANy a}-(c! /T ==a'c! 3 d==0 ,
(! @V =g k(I bl A7y e (B ! —c'byd==0

or , nous savons aussi ( art. 11 ) qu'alors les équations proposdes tom-
bent au moins dans le cas d'indétermination ou clles n’équivalent qu’a
deux seulement ; et, si 'om n’a uniquement que ces relations, cha-
cune d’elles sera comportée par les deux autres ; mais si Uon a.

ad'—da'=o0 , bdl—db'==0 , cdl—dc'=0 ,
ce qui emportera aussi

abl—ba'=o0 , bele—cb/==0 , cal—ac'==0 ;
ou si Von a

adl'—da"—o0 , bdll—dblt=0 , edlamdctz==0

Yo

ce qui emportera aussi .
abl'—bal'=0 , botlemchliz==0

call—acll==0 ;
ou, enfin, si lon a

a =gl a/'—0 s B! Ao JIH! == ’ ¢ @M emdl Gl == 5

ce quil emportera aussi

Qb b g/ —0 s 120 e ’ £l g/l cll=—0 ;

il arrivera que deux équations seulement seront équivalentes , savoir:
la premiere et la seconde, dans le premier cas; la premitre et la troi-
sitme , dans le second ; et la seconde et la troisieme dans le derniers
Enfin, si on a,a la fois,

ad' —da'=o , bd! —dbl—o0 ,

ed —dd=o ,
adll=da''=o0 , bdll—dbi=o ,

cdlitmmdcl'=—0 H
€e qui emportera aussi

al!d!Nw—dlg!l=0 s b Qe ! hl1==0 s ! @l =0 2
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et , par suite ,

ab —ba'=o0 , b/ =—chb =0 , cal—ac =0 ,
a b'—bal'=—o , b c’"—cbl'=o , call—ac=o0 ,
alb//_b/all—-_—o ’ blc/’_clbllzo ’ ¢ all=——g!c!'==0 H

alors les trois équations n’équivaudront qu’d une seulement, et con-
sé¢quemment le probleme scra plus quindéterminé,

20. Nous n’é¢tendrons pas ces recherches & quatre équations du pre-
mier degré renfermant quatre inconnues, ni a4 un plus grand nom-
bre d’équations da premier degré entre un parcil nombre d’inconnues.
Ce que nous venons de dire pour deux et pour trois équations de ce
genre, doit mettre sur la voie pour continuer, ou du moins doit faire
sentir comment on pourrait.continuer. Le principal fruit qu'on peut
retirer des recherches de cette nature est de se procurer des ca-
ractéres pour reconnaitre, dans les problémes qui, bien que le nom-
bre des équations y soit égal au nombre des inconnues, se présen—
iont néanmoins sous une forme indéterminde 5 combien il y a d’équations
superflues , et quelles sont celles qu’il faut supprimer.

21. Lorsqu