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CHAPITRE UN

Rappels de résultats

relatifs aux espaces hilbertiens

Dans ce chapitre et le suivant nous ne considérerons que des Hilbert réels, sauf mention
expresse du contraire, car bien que non nécessaire, cela apporte quelques simplifications
dans les énoncés.

Si H est un Hilbert, on désigne par (s,+) ou (s,«)g son produit scalaire, par ||+|| ou
ile]l sa norme et par H' son dual (on n'identifiera pas nécessairement un Hilbert avec son
dual).

On désignera par ( ; ) 'accouplement canonique entre H et H’. Si K est un autre
Hilbert on désigne par L(H, K) I'espace de Banach des applications linéaires continues de
H dans K et par B(H, K) 'espace des formes bilinéaires continues sur H x K, (qui est

également un Banach pour la norme naturelle).

Avec ces conventions on a les isomorphismes naturels (algébriques et topologiques) :
L(H,K)~ B(H,K) ~ L(K,H)

obtenus comme suit :
si u € L(H, K) on lui fait correspondre la forme bilinéaire :

(z,y) ~ (w(z),y) . sur H x K,
puis son adjointe u’ définie par :
(u(z),y) o = (2, ¥'(¥)) y» V(z,y) € Hx K.
On a de méme les isomorphismes
L(H,K) ~B(H,K') ~ L(K', H')

obtenus ainsi :
siu € L(H, K), on lui associe la forme bilinéaire (z,y’) ~ (¥’; u(z)), puis sa transposée

tu définie par (‘u(y’);z) = (¥'; u(z)).
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1 - Applications linéaires d’Hilbert-Schmidt

(Voir GELFAND-VILENKIN - VolL.IV).

Soient H et K deux Hilbert et u : H — K linéaire ; si (eq)aca désigne une base

orthonormée de H la quantité

Z lu(ea)|® est indépendante de la base choisie.
(s}

On dit que u est “d’Hilbert-Schmidt” si cette quantité est finie. On pose alors :
1
2
el = el zr-s = (3= lu(ea)? )
(a7

et on dira que u est H-S, en abrégé.
Un opérateur d’Hilbert-Schmidt est nécessairement continu : il est méme compact.
L’ensemble des opérateurs d’Hilbert-Schmidt est un espace vectoriel, normé par ||«||2 et

c’est méme un Hilbert pour le produit scalaire :
(u,v) ~ Z (u(ea)a U(ea));(
«

(la somme du membre de droite étant indépendante de la base orthonormée (e, ) choisie).
On le note £2(H, K) ou H&zK.

u est H-S si et seulement si son transposé (ou son adjoint) ’est et on a :

Nullg-s = ull -5 = [|v']| #-s -
Il est facile de voir que u est H-S si et seulement si, pour toute base orthonormée (eq)aca

de H et toute base orthonormée (fg)gex de K on a :

3 I(u(ea), f5)1 < 00

o,B

(la somme du membre de gauche étant indépendante des bases choisies).
De la méme fagon une forme bilinéaire B sur H x K est dite “d’Hilbert-Schmidt”

si pour toutes bases orthonormées (eq)aca €t (f3)sep de H et K respectivement on a :
> IBlea, f3)I* < 00
O,ﬂ

(la somme de gauche étant indépendante des bases choisies).
Il est clair que u € L(H, K) est H-S si et seulement si la forme bilinéaire associée est
elle méme H-S.
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Une application linéaire continue de rang fini est évidemment d’Hilbert-Schmidt et
P’ensemble de ces applications est dense dans I’espace des applications H-S.

D’autre part H ® K est algébriquement isomorphe & 1’ensemble des applications
lindaires continues de rang fini de H dans K ; l'isomorphisme faisant correspondre

au tenseur Z z; ® y; 'application

7

T z (zivx)Hyi .
i

On peut donc écrire
Hg K C L3(H,K)

A
et on utilise parfois la notation H®2K au lieu de £(H, K).

H ézK est dit le “produit tensoriel hilbertien” de H et K (ou le “produit tensoriel
d’Hilbert-Schmidt”).

Exemples d’application H-S et de produits tensoriels H-S

Exemple 1 : H = K = (2, application diagonale (z,) ~ (AnZy), o (),) est une suite
de réels, est H-S si et seulement si (\,) € £2.

Exemple 2 : Soient (X;, F;,u;), (¢ =1,2), des espaces mesurés o-finis ; on a :

A
L2(X1, 11)®2 L*(Xa. p2) = L*(X1 X X2, 111 ® ).

Donc si
u: Lz(leul) - LZ(X2)”'2) est H'S7

il existe f € L2(X; x X3, u1 ® pz) telle que :

ug(s) = /X f(@1,9) glzr) dua(zy), Vg € LA(Xy, o).

Exemple 3 : L3(X,F,u)®H = L*(X, F,u, H), ¥ H hilbertien.
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Indiquons quelques propriétés des opérateurs d’Hilbert-Schmidt :

1) Siu: H— Kest H-Setsiv: HH — H et w: K — K; sont continues alors :
wouovest H-S et
lwouov|g-s < lwll x |lullg-s x [lv]-

2) u est H-S si et seulement si il existe une suite orthonormée (e,,) de H , une suite

orthonormée (f,) de H et (\,) € £2 telle que

u(z) = Z An (z,€n) fn, VZ €H,

ce qui s’écrit :

U=Z An €n ® fn,

la convergence ayant lieu dans £Lo(H, K). On a, en outre,

(> w)* = llull>

On peut méme supposer que A, >0, Vn.

3) Si H = K et si u est auto-adjoint, dans la décomposition ci-dessus on peut prendre

en = fn (mais pas forcément A\, >0, Vn) :

U':Z An €n Qen .
n

Les A, sont alors les valeurs propres de u et les e, les vecteurs propres correspondants.
Si u est de plus positif, alors A\, >0, Vn.

4) Soit u : H — K ; u est d’Hilbert-Schmidt si et seulement si u = v o w ou
w : H — H est un opérateur auto-adjoint positif de type H-S et v : H — K est un

opérateur linéaire continu dont la restriction & w(H) est un isomorphisme (v est “par-

tiellement isométrique”). On a en outre
llullz = Jwllz .

En fait il suffit de prendre w = (u‘u)’% (racine carrée positive).
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Siu= Z An €n ® frn avec A, > 0, Vn, les valeurs propres de w sont égales aux ()
n

et les vecteurs propres correspondants aux (e ).
On dira que u = v o w est la “décomposition polaire de u”.

5) VzyceH®Kona:
lz®yllz = llzll x [lyll -

6) Si (es) et (fa) sont des bases orthonormées de H et K respectivement, alors

A A
(ea ® f3)(a,p) €st une base orthonormée de H®;K . Donc H®:K est séparable si et

seulement si H et K le sont.
2 - Applications nucléaires entre espaces d’Hilbert

Définition : Un opérateur linéaire u: H — K (H et K hilbertiens) est dit “nucléaire”

s’l satisfait les deux conditions suivantes :

a) u est d’Hilbert-Schmidt,
b) dans la décomposition polaire u = v o w, la somme des valeurs propres (positives)

de w est finie.

La condition ) peut étre remplacée par la suivante :

b’) dans la décomposition u = Z An €n ® fn, on a: (N,) € L

Si u est nucléaire, I'opérateur auto-adjoint positif w 1’est aussi.

1
Si u: H — H est auto-adjoint positif, u est nucléaire si et seulement si u2 est d’Hilbert-
Schmidt.

11 est facile de voir que les conditions suivantes sont nécessaires pour la

nucléarité :

1) 1l existe une constante C < oo telle que pour toutes familles (9:i)ier de H et (hi)ier

de K, orthonormales on a :

Z [(u(g:), hi)k| < C.
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En effet, si u = Z An €n ® fn alors :
n

D 1w, h)l =30 137 An (ens9i)ar (i hi)x]

< Z IA"IZ l(e‘n’g‘i) (fmhi)l

5 (S o)« (5 )’
=3 |
d’ou le résultat.

2) 1 existe une base orthonormée (9a) de H telle que

Y llu(ga)ll < oo

En effet il suffit de considérer la décomposition u = Z An en ® fn et de compléter
n

la famille (e,) en une base orthonormée de H.

Remarque : u: H — K est H-S si et seulement si z lu(ea)l> < oo pour toute base

a

orthonormée de H. Par contre si u est nucléaire, il peut exister des bases orthonormées

(ea) telles que Z lu(ea)|| = +o0.

3) Si H = K, tout opérateur nucléaire u a une trace.
Cela signifie que pour toute base orthonormée (g,) de H, la famille ( (u(ga), ga) H) est
a

sommable et que sa somme est indépendante de la base choisie (sa valeur étant appelée la
trace de u).

Eneffetsiu:Z Anen® fnona:
n

Z (u(ga)’ga)y = Z Z An. (en)ga)H (fnaga)H

= Z An Z (6naga)H (fn,ga)H = Z An (enyfn)-
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En particulier si u est auto-adjoint, sa trace est égale a Z An-

n

En effet u = Z An en ® e, et il suffit alors de compléter (e,) en une base

n

orthonormée (g, ).

Chacune des conditions ci-dessus est également suffisante (pour la démonstration
voir GELFAND-VILENKIN).

C’est ainsi, en particulier, qu’on démontrera souvent que u : H — H linéaire est nucléaire
en démontrant que sa trace existe, ou bien que u : H — K est nucléaire en démontrant la

bornitude des sommes finies Zl(u(ei), i)l

1

4) Le produit de deux opérateurs d’Hilbert-Schmidt est nucléaire et réciproquement
tout opérateur nucléaire est composé de deux opérateurs H-S.

On en déduit facilement, si u et v sont des opérateurs linéaires sur H, de type Hilbert-
Schmidt, que :

A = T‘I‘ *
(u, v)H®2H ace (v* ou)
= Trace (uov™).

5) L’ensemble des opérateurs nucléaires de H dans Kest un espace vectoriel (ce qui
n’était pas évident a priori).

Cela résulte en effet immédiatement de la propriété 1).

A
On désignera cet espace par H®1K ou £,(H, K). Il sera muni de la norme suivante :
u ~Jlully =sup > (u(gi), hi) x5
i

la borne supérieure étant prise sur toutes les sous-familles finies (g;)ier et (hi)ier

orthonormales dans H et K respectivement. Si u est mis sous la forme Z An e ® fnon

n

voit facilement que

lully = 3 Anl.

A
H®1K est un espace de Banach (pas hilbertien en général) pour la norme || «|; .
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Indiquons des propriétés topologiques de H éIK :

« les opérateurs de rang fini de H dans K sont denses dans H élK (ce qui justifie la
notation H Q%lK car H ® K est I'ensemble des opérateurs linéaires continus de rang fini).

o Jlolloo < llsllz < |loll1 sur HQ%IK (ol ||slloo désigne la norme “uniforme” sur
L(H,K)).

« lz®yllo =llz@yllz = llx @yl = lzllsllyl, VzeH, VyeK.

A
« Pour tout u € H®, K, il existe une décomposition u = Z Zn @ Yn (convergence
n

dans HélK). On a en outre :
el = g {3 el v}

Pinfimum étant pris sur toutes les décompositions de u sous la forme u = Z Tn ® Yn-
n

» Si H et K sont séparables, H élK Pest aussi (et réciproquement).
« Siu€e Ly(H,K),si G et L sont des Hilbert et si a € L(G,H),[ € L(K, L), alors

Bouoa € Ly(G,L) et [[Bouoaly <A llully llal.
A
Enongons sous forme de théoréme une propriété importante de H®, K.

THEOREME 1 : A tout élément U de (H élK ) correspond un unique élément de
L(H,K) noté u tel que :

1) U(v) = Trace (u*v), Vv e€ Ly(H,K).
Réciproquement tout élément de L(H, K) définit une forme linéaire sur £1(H, K) par la
formule (1).

Démonstration :

Remarquons que u*v est nucléaire, donc Trace (u*v) a un sens. La réciproque est

évidente.
Il reste donc & démontrer la partie directe .
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A
Soit y € K, I'application z ~» z ® y de H dans H®; K étant linéaire continue (c’est
évident), lapplication z ~ U(z ® y) est une forme linéaire continue sur H.

Il existe donc un unique élément noté u*(y) de H tel que
Ulz®y) = (z,u"(y))y, VzeH.

L’application y ~ u*(y) de K dans H est évidemment linéaire continue, donc est la trans-
posée de u € L(H, K).

Il reste & démontrer ’égalité (1).
Pour cela il suffit de vérifier cette égalité pour les v de la forme zo ® yo, c’est & dire des
éléments de £1(H, K) de la forme z ~ (z,z0)H yo - A u* - v correspond donc I'élément de

Li(H,H) : z ~ (z,z0)gu*(y) dont la trace est égale a :

D (earTo)r (€aru™(0)) = (Z0, 4" (v0)) 5

a

= U(zo ® %) ,

(eq) désignant une base orthonormée de H.
— Q.E.D.—

Corollaire : Le dual de H §>1K est isomorphe ¢ L(H, K).

Démonstration :

A
On a vu que (H®, K)' était algébriquement isomorphe a L(H, K). Il reste a démontrer
I'isométrie.

En vertu de |U(v)| < |lu*|lo ||v|l1, application U ~» u* est de norme < 1.

De plus :
IUlre:ky = sup Uz ®y)| = sup |(z,u"(¥)),] = llv’|.
flli<1 Izl <1
llyli<1 Ilyli<1
Donc
Nl = llw™fl = llull.

— Le Corollaire est démontré.—

Remarque : H élK , ( H et K étant séparables ), est ainsi un Banach séparable dont le
dual n’est pas séparable (si H et K sont de dimension infinie).
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Indiquons maintenant sans démonstration une propriété d’universalité de

A
H) K.

THEOREME 2 : Quel que soit le Banach E, l'isomorphisme canonique entre l’espace
des applications bilinéaires (pas forcément continues) de H x K dans E et l’espace des
applications linéaires du produit tensoriel algébrique H ® K dans E, envoie l’espace des
applications bilinéaires continues sur l’espace des applications linéaires continues quand
H ® K est muni de la norme ||s||;.

En particulier si £ = IR on retrouve une partie du Théoréme 1.

Indiquons sommairement comment I'on définit les applications nucléaires entre Banach

en espérant que nous pourrons les éviter par la suite) :
P

Soient E et F deux Banach, E’ le dual de F et u : E — F linéaire continue. On
dit que u est “nucléaire” s’il existe une suite (z,) d’éléments de E’ et une suite (y,)

d’éléments de F telles que :

1) ”.’L‘L”E' <M, Vn et Z”yn"F < o0,
n

2) wz)=) zh(z)yn, VT € E

n

(ce qui s’écrit encore u = E z, Qyn).
n

On désigne par £,(F, F) ’ensemble des applications nucléaires de E dans F. C’est

un espace vectoriel et la fonction

u s Jlufly s=inf Y |25 lwall,  (u € Li(E, F)),

ou 'infimum est pris sur toutes les décompositions
u= Z x;-; ® yn ’
n

est une norme pour laquelle £;(E, F) est un Banach.

On note également EélF ou Eé kF au lieu de £,(E, F).

(Dans le cas o E = H et F = K sont des Hilbert on retrouve la définition du début,
a condition d’identifier H et son dual).
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Revenons maintenant aux espaces d’Hilbert pour donner une derniére définition.

Définition : une forme bilinéaire continue B sur H x K (H et K Hilbert) est dite

“nucléaire” si l’application linéaire B de H dans K qut lui correspond par la formule :
B(h,k) = (B(h),k),, (hk)eHxK

est nucléaire.

Si H = K la trace de B sera, par définition, celle de B et l'on a donc :

Trace B = Z B(en,en), (en) base orthonormée de H.
n

Nous aurons par la suite besoin de la propriété suivante dans £, (H, K') dont la démonstration
peut étre trouvée dans GELFAND-VILENKIN :

Propriété : Soit (u,) une suite d’éléments de L1(H, K) telle que
o |lunlli <M, Vn,

« pour tout couple (h,k) € H x K, la suite numérique n ~ (un(h), k) K €st conver-
gente.
Il eziste alors u € Ly(H,K) telle que ||lully < M et pour tout (h,k) € H x K :
(un(h),k)K ::—(;;) (u(h),k)K .

Remarque : Les espaces L;(H,K), (i = 1,2) ainsi que £(H, K) ne dépendent que des
structures banachiques de H et K et non de leur produit scalaire. Toutefois la norme de
Li(H,K) dépend des produits scalaires.

Introduisons maintenant une notation .
Soit w € L;(H, K) (i = 1,2) et soient o : H — Hj et 8 : K — K des applications linéaires
continues a valeurs dans les Hilbert H; et K; respectivement. On a vu que
Bowoa™ € Li(Hy, K;)
et que
IBeowoa|li < lla*|| x |[wllz,a,kx) 1BI-

On a ainsi défini une application linéaire continue de £;(H, K) dans £;(H;, K1), de norme

inférieure ou égale & ||a*|| x |3l
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A
Considérant l'isomorphisme H®; K — L;(H, K), on obtient une application linéaire

continue, notée (a ® B)* :

(@®B) : H&.K — Hi®:iK,, (i=1,2).
On a évidemment :
(a®pB)(z®y) =a(z)®Bly), Y(z,y)€HxK.

On omet en général I'indice ¢ et on écrit simplement :

A A
a®f: H; K — H1®;K;.

Au lieu de considérer les applications linéaires, on peut considérer les formes bilinéaires
associées. Par exemple & w € L;(H, K) correspond w € B(H, K) par

W(z,y) = (w(z),y)

alors

a® B(w) (wy, 1) =@ (a*z1,By1) -

3 - Mesurabilité

Dans la suite nous aurons a considérer des variables aléatoires ou des processus a
valeurs dans £;(H, K), ainsi aurons nous besoin de résultats de mesurabilité que nous
allons établir.

Dans toute la suite le fait que les Hilbert soient séparables est essentiel .

Proposition 1 : Soient H et G deux Hilbert (séparables). Sur Lo(H,G) les tribus qui

suivent coincident :
- la tribu borélienne B,

- la tribu rendant mesurables les applications u ~ u(h) de Lo(H,G) dans G(h € H),
soit Bs.

Démonstration :

Puisque pour tout h € H, u ~ u(h) est continue on a évidemment : By C B;.



Martingales hilbertiennes 129

Démontrons maintenant que B; C B,.
Puisque tout ouvert de L3(H, G) est réunion d’une famille dénombrable de boules, ([,2 (H,G)
étant métrisable et séparable) , il suffit de démontrer que toute boule de £, (H,G) appar-
tient & Bs.
Or c’est evident car si ug € L2(H,G) et a € R* on a :

{u € Lo(H,G), |lu—uollz < a}

={u, ¥ -l < o)

i€EN

ou (e;) est une base orthonormée de H .
Ce dernier ensemble appartient évidemment a B,.

— Q.E.D. —

Remarque : On aurait pu démontrer autrement la Proposition 1, avec une démonstration
valable aussi pour £;(H,G), comme suit :

Soit (hn) un ensemble dénombrable dense dans H, les fonctions u ~ u(hy,) = &, (u)
sur £;(H,G) séparent les points de £;(H,G). Donc la tribu rendant mesurables les &,
coincide avec la tribu borélienne, £;(H,G) étant polonais.

Proposition 2 : Soient H et G deux Hilbert séparables, (0, F) un espace mesurable. Soit
de plus X : Q— L(H,G) etY : Q — L2(H,H). On suppose que :

« Pour tout h € H, Uapplication w ~» X(w)(h) de Q dans G est mesurable (donc
fortement mesurable car G est séparable),

« Y est mesurable (donc fortement mesurable).
Alors w ~ X (w)(Y (w)) est mesurable de Q dans Lo(H,G).

Démonstration :

D’apres la Proposition 1, il suffit de démontrer que pour tout h € H, Papplication :
w ~ X(w)oY(w)(h) de (2 dans G est mesurable,
ou encore que pour tout g € G :

w~ (X(w)oY(w)(h),g), est mesurable de Q dans RR.
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Mais
(X(w) oY (w)h, g)G = (Y (w)h, X*(w)g)H .

Supposons d’abord Y de la forme
k
Z 1F, ai, (a;i € L2(H,H),F; € F),
i=1

alors :
k
(Y (@h, X*w)g) y = > 1k (ai(h), X*(w)g) &
i=1
et le résultat est démontré car pour tout g € G, w ~»X*(w)g est mesurable.
Le cas général s’en déduit par approximation et passage a la limite.
— Q.E.D. —
La Proposition 2 s’applique en particulier si X est borélienne ou fortement mesurable.

L'espace L(H,G) n'étant pas, en général, séparable, la premiere condition de la

Proposition 2 est moins forte que la mesurabilité-Borel (ou forte) .

On aurait pu démontrer la Proposition 2 en démontrant que : pour tout u € £3(H,G)

la fonction :
w ~ Trace (u* 0 X(w) o Y (w)) est mesurable;

c’est & dire que, en prenant une base orthonormée (e,) :

w Z (u* 0 X(w) 0 Y (w), en) j; est mesurable.

Cela se fait par approximation, comme dans la démonstration de la Proposition 2 .

THEOREME 3 : Soit H un Hilbert séparable et LT (H), (i =1,2) , le sous-ensemble de

Li(H,H) formé des opérateurs auto-adjoints positifs. On le munit de la topologie induite.
Alors application u ~ u? de LT (H) sur L3 (H) est boréliénne.
Démonstration :

L} (H) est polonais, puisque sous-ensemble fermé d'un polonais.

L’application u ~ u? de £ (H) dans L} (H) est continue bijective, donc transforme
tout borélien de £ (H) en un borélien de L3 (H).

Donc son inverse : v ~» v? est borélienne de L} sur £3.

— Q.E.D. —
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Corollaire : Soit (X,F) un espace mesurable et soit £ : X — LT (H) borélienne. Alors

L3 : (X,F)— LI(H) est borélienne.

Ce corollaire sera utilisé un peu plus loin quand on étudiera l'intégration stochastique
par rapport a une martingale hilbertienne.

Pour le prochain résultat nous aurons besoin des résultats préliminaires
suivants :

o Si H est un Hilbert séparable, on peut munir I’ensemble de ses bases orthonormées
d’une structure d’espace polonais.

En effet c’est un sous-espace fermé du produit H! (o1 I est un ensemble qui a méme
cardinal qu’une base orthonormée de H). Muni de la topologie induite c’est un espace
polonais. On peut donc définir une application borélienne d’un espace mesurable dans
I’ensemble des bases orthonormées de H.

« Soient F et F’ des espaces métrisables séparables, F' étant de plus supposé lusinien.
Soit 7 une application borélienne de F' dans F’.

On suppose que pour tout y € F', 7! ({y}) est compact.
1l existe une application borélienne f de F’ dans F telle que

wo f=1Id(F').

(Voir DELLACHERIE-MEYER, Vol.I, pages 78 et suivantes).

e Si H est un Hilbert et u : H — H linéaire, auto-adjoint compact et positif , alors
si A est une valeur propre > 0, le sous-espace propre correspondant H) est de dimension
finie. De pluson a :

Jull = Sup, (u(z),z) = A1 (w)

ou A;(u) est la plus grande valeur propre de u.

Cela étant, soit C' Pensemble des opérateurs linéaires compacts positifs de H dans
lui-méme, muni de la topologie induite par £L(H,H) : C est un espace polonais. Par
conséquent C* = C'\ {0} est un espace métrisable séparable souslinien.

Le théoréme suivant (di & P.A.MEYER) dit qu’a tout élément u de C on peut associer,
de fagon mesurable, une base orthonormée, (en(u))n, par rapport a laquelle u se met sous

forme diagonale.
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Plus précisément :

THEOREME 4 : Soit H un Hilbert séparable. Il existe une application borélienne
u ~ (e(w)),.; de C dans H' telle que :

(i) (ei(u))ie ; est une base orthonormée de H .

(i) Vz, Vu: u(z)= Z Ai(u) (z, e5(w)z) ; €i(u), ot les Ai(u) sont des reels > 0.
iel

Démonstration :

Supposons, pour fixer les idées, que H est de dimension infinie et 7 = IN (le cas de la
dimension finie étant analogue et d’ailleurs plus simple).

Soit X; la sphére unité de H : c’est un espace polonais muni de la topologie induite,
donc C x %, est également un espace polonais.

Soit @ la fonction de C' x ¥, dans H définie par :

(u,z) ~ &(u, 2) = u(z) - ||ul|

= u(z) — A\ (u)z,

® est évidemment continue.

Donc B; = $~1(0) est un fermé de C'x £, donc un borélien. Alors B} = B;\({0}xZ;)
est un espace métrisable séparable lusinien.

Soit 7 ’application canonique (u,z) ~ u de Bj dans ¥, : elle est borélienne car
continue. En outre m~!(u) est la sphére unité du sous-espace propre correspondant a la
plus grande valeur propre A;(u) de u : c’est donc un compact de By si u # 0.

D’apres le résultat qui vient d’étre rappelé il existe une application borélienne
u ~ €1(u) de C* dans ¥; ol chaque &}(u) est un vecteur propre normalisé de u

correspondant & A;(u). On définit £; comme application de u dans H telle que

aw={% 3 470

€1 est borélienne de C dans X;.
Soit alors W (u) le projecteur orthogonal de H sur le sous-espace engendré par €; (u).
Alors u ~» W(u) est borélienne, donc aussi u ~ V(u) := u — W(u), et V(u) et u ont

méme restriction & (el(u))L.
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Donc :
A2(u) = |[V(u)||= sup (u(z),z) est borélienne.
z|[=1
zle(u)
Soit

B; = {(U,l‘) eEC XL, ulr)= @z, =z _Lel(u)},

B, est borélien car
B = {(w2), u(2) = hwe} 0 {(1,2), (@ c1(w)) ; = 0}

et ces deux ensembles sont boréliens comme on le voit facilement.
A2(u) est la “seconde” valeur propre de u(éventuellement égale & Ai(u)) et si

X2(u) # 0, la coupe de B, par u est la sphére unité du sous-espace propre de u cor-
respondant & Ay(u) : c’est donc un compact.

Par le méme raisonnement que plus haut : il existe €5 (u) borélienne de {u, Az(u) # 0}
dans £ telle que (u,¢),(u)) € Ba, pour tout u tel que Az(u) # 0.

Posons pour u € C :

- {5 2 2328

Il est clair que si
A2(u) > 0, (donc Aq(u) > 0),

alors :
€1(u) et e2(u) forment un systéme orthonormé.

Ayant défini A1 (u),...,An(u) et e1(u),...,en(u), on peut définir u ~» Anii(u)

borélienne par :

An+1(u) = sup{(u(z), z) 4,
z L ev(er(u),....en(u))}

et €n+1(u) comme une coupe borélienne de

Bnt1={(u,z), uveCilzll=1 =zl ev(ei(u),....en(w))}.
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On obtient donc une famille orthonormée mesurable u ~ (en (u.))n>1 et 'on a

u(z) = Z An(v) (z,6n(u)) €n(u)

n>1

(les A\, sont les valeurs propres non nulles de u, les £,(u) sont des vecteurs propres
correspondants ; les A, ne sont pas forcément tous diﬂ'érents) .

Soit maintenant (e,) une base orthonormée fixée quelconque. Si K, désigne le sous-
espace vectoriel fermé engendré par des €;(u), en appliquant le systéme d’orthonormalisation

de Schmidt a la suite suivante :
{en(w), n>1}U{projg, (ex)},

on obtient une base orthonormée possédant les propriétés requises.
— Q.E.D. —

Ceci peut encore s’exprimer d’une autre maniére :

Soit (en)nen une base fixée de H. Pour u € C soit T, I'application unitaire de H
dans H qui a chaque e, associe I’élément e,(u) de la base définie dans le Théoreme 4.
L’application T, ! o u o T, est alors diagonale dans la base (e5). En outre les applications

u~ T, louetu~ uoT, sont boréliennes de C dans C.

Finissons par une simple remarque qui a néanmoins son utilité :

Si H,G, K sont des Hilbert, on a l'isomorphisme :

A A A A
H®; (G2:K) ~ (HR2G) ®:2K.

On en déduit que

L2(Q, H)®: K ~ L2(Q, H®: K).
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CHAPITRE DEUX

Martingales hilbertiennes

Dans ce chapitre on se donnera une base de processus : (,Q, P, (ft)te-r) avec

T =1[0,tm], tm étant fini ou bien T = IR, satisfaisant aux conditions usuelles c’est &
dire :
+ les (F;) forment une famille croissante et continue & droite de sous-tribus de la
tribu @ sur laquelle P est définie,
o les F; contiennent tous les ensembles P-négligeables de la tribu complétée de
w =0{F,te T}

De plus, tous les espaces d’Hilbert que nous aurons & considérer seront supposés
séparables, sauf mention expresse du contraire, ce qui permettra de confondre les notions
de mesurabilité faible, forte ou “abstraite”.

1 - Martingales hilbertiennes

Définition 1 : Soit H un Hilbert. Un processus (M), T basé sur (Q, a, P, (]-'t)), est dit

“martingale a valeur dans H” si

(i) : My € LY (,Q,P,H) et M, est F;-adapté pour toutt € T,
(ii) : pour tout (s,t) € Tx T tel que s<tettout A€ Fsona:

/A/IsdP=/ M, dP.
A A

Remarque : La Définition 1 garde un sens méme si H n’est pas séparable. On peut
également remplacer H par un Banach, ou méme un espace vectoriel topologique locale-

ment convexe séparé quelconque E , a condition d’avoir défini L1(f2, F, P, E) et / M, dP.
A

Dans la Définition 1 on peut remplacer la condition (i) par :

(ii’) : Si D est un sous-ensemble total de H, on a :

Vs<t,VAEF, etVhe D, /(Ms,h)H dP=/ (M, h)u dP
A A
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et dans le cas des martingales banachiques & valeurs dans B par :
(ii”) : pour tout z' dans un sous-ensemble du dual B' de B, total pour o(B’, B) on a:

Vs<t,VAeF,, / z' (M) dP =/ z'(M,) dP.
A A

En particulier en prenant pour D un ensemble dénombrable dense dans la boule unité,
la donnée de la martingale (M;) & valeurs dans H, équivaut & la donnée d’une famille

(M}) = (M;, h)y de martingales réelles telles que pour tout ¢ :

sup |M}P| e LY(Q,q, P).
heD

Définition 2 : La martingale hilbertienne (M;) est dite

- “L?.martingale” si M; € L*(,Q,P,H) VteT,

- “martingale de carré intégrable” si sup E{||M,||*} < co.
te

Si (e,) est une base orthonormée de H, on voit immédiatement que :
. la donnée d'une L?-martingale équivaut a la donnée d’une suite (M™),, de martingales

réelles telle que Z (M)? € LY(Q,Q, P) pout tout t.

Alors que :

« la donnée d'une martingale & valeurs dans H équivaut & celle d’une suite de martin-

gales réelles telle que (Z(Mt")2 )% € L'(Q,Q, P) pour tout t.

(Prendre M = (M, eqn)n) -

Cela nous permettra de nous raccrocher au maximum a la théorie des martingales réelles
et d’'arriver plus rapidement aux résultats qui nous intéressent.

Soit donc (M) une L2-martingale & valeurs dans H. Alors ||M,||% = 2:(1\/1{‘)2 est

n
une sous-martingale et de ce fait admet une version cadlag. Nous allons voir qu'’il en est
de méme pour la martingale (M;).

THEOREME 1 : Toute L?-martingale hilbertienne admet une modification cadlag.
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Démonstration :

1l suffit évidemment de démontrer le résultat pour T = [0, T).
Soit D un ensemble dénombrable dense de [0, 7] et soit ¢ € H. Il est bien connu que
(Inégalité de DOOB ) :

B{Y 0o} <4 {04, 0%}

< 4E{(Mr, #)} }-

Donc si (e,) désigne une base orthonormée de H :
oo
S E{sup (My,en)}} < 4E{IMr%}.
n=0 teD

11 existe donc Q; € 4, tel que P(2;) =1 et que :

o0
Vw € Q4, ngg (Mt(w),en): <

n=0

Maintenant chaque martingale (M*);c(o,7) admet une modification cadlag, notée (]Tjtn)te[(),T]'

11 existe donc 2, avec P(Q2) =1 tel que si w € 3 alors :

MP(w) = MMw), Vn,Vte D.

o0
Posons M;(w) = Z M} (w) e, quand cette série converge (dans H) (et zéro autrement).
n=0

Si w € Q3 NQ,, on a évidemment :

o
S sup M) < o0
teD

n=0

donc, puisque les M™ sont cadlag :

oo
weN NN = Zsup |IMP(w)|? < oo.
n=otel
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Alors la série qui figure dans le second membre de la définition de J\A/f, converge quel que
soit ¢ si w € 3 N Qs.

Je dis que M, est cadlag.
En effet, soit (s,t) € Tx T, alors :

M} (@) — M () < 4 sup [MI(w)[*
ueT
Donc si w € 23 N, la suite numérique : (IITJ;"(w) — M?(w)|)new appartient & £2, et est

majorée par la suite de £2 : (2 sup |M?(w)|), .
u€

On en déduit quesiw € Q; NN, :
.. = F 2 e = Arn rn 2
lim inf ||My(w) — M, (w)|* = lim inf 22‘3 |M}(w) — M7 (w)]
w —~—~— o~
= lim [M}(w) - M}?
purd sit
=0

(Cette derniére égalité, par le Théoréme de Lebesgue appliqué a I’espace £2).

A

On a donc démontré la continuité & droite. On démontrerait de la méme facon

Pexistence de limites & gauche.

Enfin il est clair que M = (M) est une modification de (My)y.
— QE.D. —

THEOREME 2 : Toute martingale de carré intégrable est convergente.

Démonstration :

IM|I> = (|M¢]|?)temr, est une sous-martingale telle que

sup E{|IM;]|*} < oo.

Donc elle converge p.s. et dans L' vers une variable aléatoire notée Ny :

”Mt"2 t:—’ Neo.
o0
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Maintenant :
E{|| M, — M,||*} = E{|| M |*} - B{|IM,|*},

car (M;) est une martingale, donc la famille t ~M; d’éléments de L*(2, @, P, H) est de
Cauchy, suivant le filtre de voisinages de oo, et elle converge vers M.
11 est clair en outre que
M, = ]E{Ncou:t}-

— Q.E.D. —

A partir de 13, les notions et résultats de la théorie des martingales réelles de carré
intégrable se recopient presque mot pour mot, ainsi que les démonstrations.

(a) On désigne par M2 (H) l'espace vectoriel des martingales & valeurs dans H, de
carré intégrable, nulles en zéro pour simplifier, muni du produit scalaire suivant :
Si M = (M;) et N = (IN;) appartient & M2 (H) on pose :

(M| N)=E{(Moo,Neo)u}, si My — My et N;— Nu.

C’est un espace d’Hilbert.
On définit par ce produit scalaire 'orthogonalité des martingales de M2 (H).

(b) L’espace M%°(H) des martingales continues est un sous-espace fermé de M2 (H).

(c) Si (M™)nemn est une suite de martingales de carré intégrable convergeant vers
N dans M2 (H), il existe une sous-suite (M™*) convergeant presque siirement vers N,

uniformement en t.

(d) On désigne par M%(H) l'espace des L2-martingales & valeurs dans H. On le
munit d’une structure d’espace de Fréchet au moyen de la famille dénombrable de norme :

IMII7 = E{||Mn||*}
(e) Si G = o{M,,t € T} on a une isométrie de M2 (H) sur L%(Q,G, H). D’ou I'on
déduit :
M2 (H) ~ Mgo(lR)ézH

et

M;(H)Q%zK ~ Mgo(HézK), si K est un autre Hilbert.
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2 - Les processus croissants associés

a une Lz-martingale hilbertienne

Définition : Soit (M;) une L*-martingale ¢ valeur dans I’Hilbert H. On appelle “pro-
cessus croissant scalaire” associé d (M,), le processus croissant prévisible associé a la
sous-martingale (|| M¢]|?).

On notera par (M) ce processus. C’est donc I'unique (3 une indistinguabilité pres,
naturellement) processus croissant prévisible tel que ||M||> — (M) soit une martingale nulle

en zéro.
Si la martingale est représentée, comme on l'a dit plus haut, par la suite de martingales

réelles M™ = (M, e,)y on a évidemment :

(M) = Z(M")t converge p.s. et dans L*(Q,Q, P).

n

Il est clair que pour tout ¢t > s :

E {"Mt - Msnzlfs} = ]E{”Mt”2 - ||M3”2|-7:s} = ]E{(M)t - (A/[)sl}-s}'

Remarque : La définition du processus croissant peut, a priori, étre généralisée en con-
sidérant une martingale & valeurs dans un Banach F et une fonction g : £ — IR convexe
semi-continue inférieurement (par exemple la norme).

En effet si (M), est une martingale & valeurs dans E, alors (g(M)) . est une sous-

martingale réelle dont on peut considérer le processus croissant (M), si g(M,) est intégrable
pour tout t. Toutefois la relation, qui est trés importante pour la suite :

E{g(M; — M,)|F,} = E{<M>g — (M)3|Fs}
n’a pas lieu en général (méme si E est un Hilbert et g désigne la norme).

Maintenant, comme dans le cas réel, on peut définir le “crochet oblique” de deux

L2%-martingales 3 valeurs dans le méme Hilbert :
1
(M,N), = 1 ((M +N),— (M - N),)

(donc (M) = (M, M)).
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Si I'on considére le processus réel t ~» (M, Ny)y, dont on voit immédiatement que
c’est une semi-martingale, (M, N) est son crochet oblique. Les propriétés suivantes

sont alors vérifiées :

1) Pourtoutz€e Hett>sona:
{(z, M) < llel*(M);

( avec {(z,M))t = ((z, M))¢ — ((z, M)),, notation analogue pour (M)) .

C’est immédiat en écrivant :
(x’Mt - Ms)H = Z :L'n(M;n - M:)
n
et en remarquant que chaque martingale
(M — M), (t =)

a pour crochet oblique : (M™)%.

2) Il existe un sous-ensemble négligeable ' C € tel que pour tout w ¢ ' et tout

couple (s.t) tel que s <t on ait

01, M) < (00)  (05))*

(On pose (M, N)t = (M,N); — (M,N),...)

La encore c’est immédiat en remarquant que :
(M,N); =) (M",N");

et en utilisant le résultat correspondant, déja démontré pour les martingales réelles.

3) 1l existe un sous-ensemble négligeable Q' C  telles que pour tout w ¢ Q' et pour

toutes fonctions h, k boréliennes sur IR on ait :

[ ko aion e < ([ waon)® ([ eam.)*

On se reférera a 2) ou 3) sous le nom générique “d’inégalité de Kunita- Watanabé”.
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4) Si M et N sont des L2-martingales & valeurs respectivement dans les Hilbert H
et Ketsi(r,y) e HxKona:

(@, M) &, (9 N)ic)el < llzlln x llwllie (M)F (W)}

pour tout t et tout w en dehors d'un ensemble négligeable, autrement dit en dehors d’un

ensemble évanescent ( qui peut d’ailleurs dépendre de (z, y)) .

C’est immédiat en remarquant que

(@, My)u (y, Nk =Y, " M™"N}!

m,n

avec
™ = (z,em) M{" = (M, em) et (en) base orthonormée.

On va maintenant définir le correspondant tensoriel du processus croissant

scalaire.
Le résultat fondamental est le suivant :

THEOREME 3 : Soient M et N deuzr L%-martingales & valeurs respectivement dans

les Hilbert H et K. Il eriste un unique (a l'indistinguabilité prés) processus prévisible a
A
valeurs dans H®1 K , noté (K M, N >), 7 tel que :

(i) : M® N— &« M,N > est une F;-martingale & valeurs dans H <§>IK , nulle en zéro.

(i) : Pour presque tout w, t ~» < M,N >, (w) est & variation bornée sur tout intervalle

A
[0,u] contenu dans T, en tant que fonction d valeurs dans le Banach H®.1 K.

Démonstration :

Pour tout (z,y) € H x K on notera B;(z,y)(w) le crochet oblique des martingales
(z. M)n et (y, N)xk.
Soit D (resp. E) un sous-ensemble dénombrable, dense, de H (resp. X) qui soit un

Q-espace vectoriel. Il résulte de la propriété 4) qu’en dehors d’un ensemble négligeable
on a:

(4) |Bu(z, y)w)] < (M)F(w) (V) ) lzll lwll, V(z,9) € Dx E, V.
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On peut également supposer que, sauf sur un ensemble négligeable de w, pour tout ¢,
Papplication : (z,y) ~ Bi(z,y)(w) définie sur D x E , est Q-bilinéaire.

Donc en définitive, pour presque tout w et tout ¢ elle est @-bilinéaire et continue ,
grace a (A), sur D x E muni de la topologie induite par H x K. Elle admet donc un
unique prolongement, Q-bilinéaire continu, & H x K. On notera encore par B;(s,s)(w) ce

prolongement.
On prolonge alors & T x(2 'application bilinéaire ci-dessus en posant

Bi(s,0)(w) =0, siwé¢

(o1 €' est Pensemble des w pour lesquels By (s, +){w) est bilinéaire continue ) et on désignera
encore par B ce prolongement a T xQ.

Finalement on a construit une application de T x§ dans B(H x K) ~ L(H, K) telle
que, pour tout (z,y) € H x K :

(t,w) ~ By(z,y)(w) est prévisible.

(Cela ne signifie pas que 'application (¢,w) ~ Bi(w) (s,s) de T xQ dans L(H, K) est
prévisible, mais seulement scalairement prévisible, car £(H, K) n’est pas séparable en

général).

Je dis maintenant que, pour tout (¢,w), Bi(s,+)(w) est nucléaire.
C’est en effet évident si elle est nulle. Sinon, soit (e;)1<i<n une famille orthonormale finie
de H et (fi)i1<i<n une autre de K, alors :

> I1Biles ) (@)l = DM, e)m, (N, fi)x)]

< Y (M et (N, £}

(par I'inégalité de Kunita-Watanabé)

< (S(neamd) (S faxr)’

i

(par Cauchy-Schwarz)
1 1
< (M)f (N){ -

D’ou le résultat annoncé.
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A
Donc (t,w) ~» Bi(s,«)(w) est une application & valeurs dans H®;K, scalairement
A
prévisible, donc fortement prévisible (H®; K étant séparable).
1 1
De plus on a démontré que la norme nucléaire de B; est inférieure a (M)? (N)Z.

Il reste donc a démontrer I’assertion relative & la variation bornée, c’est 3 dire :
siu€ T,u < oo alors:

S0p{ 3 1Bss (+10) (@) = By (02) @)l p } <0,
le supremum étant pris sur toutes les décompositions finies

0=t0$t1§...5tn=’u.

En fait, comme plus haut on voit facilement que ,
si t > s alors :

D=

1Buler) @) = Ber) @ < (0012)* (02)

Donc

Z |Bt,., — By, "HélK < Z ((M)izﬂ)% ((N)t:“)%

< (3 i) (X )

i
< (a03)* ().
Enfin I'unicité se déduit trivialement du résultat correspondant dans le cas scalaire.
— Q.E.D. —
Remarque : SiH=Kona:
Trace (€ M, N >») = (M, N).

En effet si (e,) est une base orthonormée de H, alors :
Trace (K M,N >,) = Z <K M,N >; (en,en)
=D ((M;en), (Vi en))e
n

= <M1N>t
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Si M = N (donc H = K) on note < M > au lieu de < M, M >. Alors < M > possede
les propriétés suivantes :

« € M >, définit un opérateur hermitien positif quel que soit ¢,

« le processus <« M >> & valeur dans £;(H) est croissant :
c’est & dire € M >; — < M >, est hermitien positif si t > s.

Définition : <« M > est appelé le “processus naturel croissant tensoriel” associé
& la L?-martingale M.
(Si H =1R on a évidemment < M >= (M)).

Corollaire : Avec les notations du Théoréme 3, Uapplication de M2 (H) x M2, (K) dans

LNQ,HO:K) -
(M,N) WMt®Nz— <K M,N >>t

est continue pour tout t.

Démonstration :

En effet :
M ® IV A - Iu K
“ t t”H K “ t”H X ”Nt”

Donc d’une part

B{im o, }<E{nai) <m{ime}

<M, % INY

M2 ]
d’autre part, du fait que
3 3
A <

| <MN >, < OnF (0,
on déduit :

, 3 3

]E{Il < M,N >, |1H§1K} < E{(M)t} x ]E{(N)t}

< 1Ml pz, x IN]| a2, -

— D’ou le résultat.—
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Maintenant examinons, un peu plus en détail, la relation entre
LK M > et (M).

A
THEOREME 4 : Il eziste un unique processus prévisible, noté Qp & valeur dans H®, H
tel que
(i) : Qum (t,w) est symétrique positif et ||Qum|l1 =1

(i) : V (t,w) : K M > (t,w) = /[0 t]QM (s,w) d(M); ().

Démonstration :
A
elle est trés voisine de celle donnant P’existence de <« M >>. En effet HQH étant
A
séparable, il suffit de trouver une application Qs de [0,00[x2 dans H®; H telle que

«V (z,y) € H x H, Qpm(z,y) est un processus réel prévisible,
.V (z,y) € H x H, on a presque siirement :

<M > (z,y) = /[ |, Q@) o,
= ((x7 M)’ (y7 M))t .

Soit D un sous-ensemble dénombrable, dense, de H, qui soit en méme temps un
@-espace vectoriel. Par les propriétés 1) et 2) ci-dessus des processus croissants scalaires,
on a presque slirement :

(e, 20), (0 M) < (4G 2002) (w2002

<lizll x liyll {M);, Y(z,y) €eDxD, Vs<t.

On peut donc choisir une densité Q% (w) (z,y), prévisible de d{(z, M), (y, M)); par rapport

a d(M, M);. Comme plus haut on remplace par zéro la densité Q},(w) (z,y) si
e Q4 (w) (z,y) n’est pas Q-linéaire sur D,
e Q%(z,y) n’est pas bornée par ||z| x |ly|| sur D x D.
Avec une telle convention on obtient un prolongement bilinéaire continu & H x H, que

I'on note également Qs : Qas est alors évidemment & valeurs dans 1’espace des opérateurs
linéaires continus symétriques sur H.
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On démontre enfin que, presque siirement, Q%, est nucléaire et de norme nucléaire
égale a 1 pour tout ¢.
En effet si (e,,) est une base orthonormée de H on a, si u > v :

(M) = "((Me,en))s

= Zn:\/].u,v] Qi (ensen) d{M),
:/ ZQ‘}’W (en,en) d(M)s; (par Beppo-Levi)
Ju,v]

Donc
p.S., Z Qyr (en,en) =1.
— Q.E.D. —

De maniére analogue au cas réel, a partir des crochets obliques (scalaires , tensoriels)

on peut définir des relations d’orthogonalité forte comme suit :

Définition 1 : Soient M et N deux L?-martingales d valeurs dans le méme Hilbert H. On
dit que M et N -sont fortement orthogonales si le processus (M, N) est une martingale,

ou ce qui revient au méme si (M, N) = 0.

Définition 2 : Soient M et N deur L?-martingales a valeurs respectivement dans les

Hilbert H et K. On dit que M et N sont trés fortement orthogonales si < M,N >=0,
A

ou ce qui revient au méme, st M ® N est une martingale d valeur dans le Banach H®, K.

11 est clair que si M et N sont des martingales de carré intégrable & valeur dans H
telles que My ou Ny = 0 et fortement orthogonales, elles sont orthogonales (dans Mo(H )) .

De méme si M et N sont des L2-martingales & valeur dans H trés fortement orthogonales,
elles le sont fortement, la réciproque étant fausse (METIVIER , page 160).

Remarquons enfin que si u : H — H; et v : K — K; sont linéaires continues on a
pour tout (z1,y1) € Hy x K :

< u(M),v(N) > (z1,11) =< M,N > (u*(z1),v*(31))

comme on le voit immédiatement.
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Ce qui s’écrit encore :
L u(M),v(N)>»= (u®v) (K M,N >).

En considérant « M, N > comme une application nucléaire de H dans K, la relation
précédente peut s'écrire :

<L u(M),v(N)>»>=v <K< M,N > u".
De méme si u: H — H; est linéaire et si M est une L?-martingale & valeurs dans H :

Ku(M)> (tw)=u®u (K M>) (t,w)
= [ woQu (sw)ou dp(w).
[0,t]
(Toutefois on n’a pas de relation simple entre (u(M)) et (M)).

Avant d’aborder l’intégrale stochastique isométrique par rapport a une
martingale hilbertienne on va établir une égalité qui nous sera utile.

Tout d’abord, comme dans le cas réel, on établit facilement que si (M;) est une
L?-martingale & valeur dans H, si s < t et si f est une variable aléatoire réelle F,-mesurable

et bornée on a :
B{7(M, - M)} =B{f(MP* - MZ*)} = EB{f <« M >!}.
Cela étant, soit K un autre Hilbert et a : H — K linéaire continue. On a :

(B)  B{flla(M, - My)l[% } = E{f Trace (a(M; - M,))**}
= E{f Trace (a(M,) - a(M,)) >’}
= Trace B{ f (a(M,) - a(M,)) >’}
= Trace B{f a < M »! a"}
= Trace E{f/o(>° 1js,(u) a0 Q4 0a* d(M)u}
=E{f [ 110a(s) Trace (a0 @3 oa) d(h).}

=E{7 [ 1o (@) lao @331 a0}

Cette relation sera utilisée pour la définition de 'intégrale stochastique isométrique.
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Jusqu’a présent on a défini les crochets obliques, mais on peut de maniére tout & fait
analogue définir les “crochets droits”, comme on va 'indiquer brievement maintenant.

1. Si M est une L’-martingale & valeur dans H, [M] est 'unique processus croissant

tel que :
a) ||M|| — [M] soit une martingale nulle en zéro,

b) A([M]) = A(|M]}?).

Si (en) est une base orthonormée de H on a :

Ml = Y (M ea)e

(convergence p.s. et dans L1).
On définit ensuite

[M, N] = Z(IM + N] - [M - N)

si N est une L?-martingale & valeurs dans H.

Les crochets droits satisfont aux mémes propriétés 1) & 4) que les crochets obliques.

2. Si M et N sont des L>-martingales a valeurs respectivement dans les Hilbert
H et K, en considérant pour tout (z,y) € H x K I’expression

Bi{(z,y) (w) := [(z; M)#; (v, N) k],
on obtient le théoreme suivant :

THEOREME 3’ : Soient M et N deuz L?-martingales a valeurs respectivement dans

les Hilbert H et K. Il existe un unique processus, noté [M,N] & valeurs dans H <§>1K tel
que

(i) : M®N —[M,N] est une Fy-martingale nulle en zéro,

(ii) : pour presque tout w,t — [M, N;] (w) est & variation finie sur T,

(i) : A ([M,N]) =AM ® AN

Démonstration :

La démonstration de (i) et de (ii) est en tout point identique a celle du Théoréme 3.
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Pour la démonstration de (111) :
Soit (en) (resp.(fm)) une base orthonormée de H (resp. K), alors [M, N] a un saut

si et seulement si, il existe un couple (e, fm) tel que :
[Mv NB (emfm) = [(M; en)H, (N, fm)K] a un saut.

Propriété analogue pour M ® N et (M, e,) (N, fm)-

La méme méthode que pour démontrer (iii) permet de démontrer 'unicité : on utilise
'unicité de [(M,eyn), (N, fm)] pour chaque (en, fm). Naturellement ce crochet droit nous
sera utile lors de la démonstration de la formule d’Ito.

Enfin on peut définir le crochet droit scalaire de deux L2-martingales 3 valeurs dans
le méme Hilbert par la formule

[M,N]. =" [(M,en)n, (N, en)n):

(ou ey, est une base orthonormée de H).
— Q.E.D.—

3 - L’intégrale stochastique isométrique par rapport
a une L2-martingale hilbertienne

Soit (M) une martingale de carré intégrable & valeurs dans I'Hilbert H et soit
X = (X:) un processus prévisible élémentaire & valeurs dans £(H,G) ou G est un autre
Hilbert :

n
X = kobg 1oy + Zk‘i ai Lyg; ti04)
i=1
avec bg,a; (1 <i<n): des éléments de L(H, G),
0=t <tp..<tps1,
ko : une variable aléatoire réelle bornée Fy-mesurable,
et chaque k; : une variable aléatoire réelle bornée F;,-measurable.

Comme d’habitude on pose :

/ XdM = ko bo(Mo) + > _ ki ai(My,,, — M)
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Maintenant IE(]| / XdM||%} est la somme des termes suivants :

(A) 2 ; E{k,-k,- (a:(My,,, — My,), a5(M,,, — M, ))G}.
(B) ZZ]E{kokj (bo(Mo), a5 (My,,., = My,)) g }-
;
(©) ;E{kf-na,-(m,-“ - My,)%}.
(D) E{kllbo(Mo)II% }.

Il est facile de voir que chaque terme qui figure dans la somme de (A) est nul, car :

E{kikj (a,-(MtH_l - Mt‘.);tl‘7'(Mtj+1 - Mt,- ))G}

= B{E{. |7}
= E{kikj (ai(th - My,),a;(E{My,,, — My, l]:‘f}))c}
=0

De la méme fagon la somme qui figure dans (B) est nulle.
En ce qui concerne les termes qui figurent dans (C), d’aprées 1’égalité (E) établie a la
fin du numéro précédent :

ST (Kl (M~ M I} =B 37K T oy o @503 s kA1)

1
— E{ /[ 1o @0ls ).
Enfin, on voit facilement que :

E{kllbo(Mo)lI%} = 1X o Q3 (0)II> (M)(0).
Donc

EB(l [ XaM|E} =B / 1% 0 Q% (w)llZ.s d(M).).
[0,00( [0,00(



152 Albert Badrikian

Munissons ’ensemble des processus prévisibles élémentaires de la structure préhil-
bertienne suivante :

(X,Y) ~ IE{ Trace (X o Qa0 Y*) d(M)t}

{0,00(

=/ Trace (X o Qp o Y™) day
fo,00]

ot [0, 00 = [0, 00[x 2 et ol daps désigne la mesure d(M); @ dP.

On a obtenu ainsi une isométrie de I’espace des processus élémentaires prévisibles dans
I’espace hilbertien L%(Q, Q, P;G).
Définition : On appelle A%(M;H,G) le complété séparé de l’espace des processus
prévisibles élémentaires, muni de la structure préhilbertienne définie ci-dessus.

A%(M; H, G) est évidemment un espace d’Hilbert, dont nous allons décrire les éléments.
Lemme 1 : Soit (X,) une suite de processus prévisibles élémentaires de Cauchy pour la

norme dans A%2(M; H,G). Pour ap-presque tout (t,w) dans [0, 0, il existe un couple
(De(w), Xe(w)) tel que

a) Di(w) est un sous-espace vectoriel de H, contenant Im((Qf\,,)%)
b) Xi(w) est une application linéaire de Dy(w) dans G

¢) Xi(w) o (QY)% (w) € L2(H,G) pour tout (t,w)

d) (t,w) ~X,(w) o (Q4)(w) est prévisible et

e (@)l dons <

La condition ¢) équivaut & :
Vh € H, X, 0 (Q4)%(h) est prévisible.

1
(Q4)? (w) sera noté également : QZ(t,w).
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Démonstration :
Soit Y, (t,w) = Xa(t)(w) 0 (Qﬁu)é(w) , alors la condition du Lemme 1 signifie que Y,
est de Cauchy dans L2([o, ool P, e, La(H, G)) , (P étant la tribu prévisible).

Il existe donc Y, processus prévisible a valeurs dans £2(H, G), de carré intégrable et

une suite extraite de (Y,) tels que
Yn—{’—2—>Y et Y, —Y, ps. a,-ps..

Maintenant si Qi,(t,w)h = 0 alors
Yo, (t,w)(h) =0 Vk,

donc
Y(t,w)(h) =0.

11 existe donc X (t,w) : Im(Q%,, (t,w)) — G tel que
Y(t,w) = X(t,w) 0 Q,(t,w).

On peut prendre D(t,w) = Im(Qi,(t,w)) et le couple (D(t,w), X (t,w)) satisfait aux con-
ditions du lemme .
La condition d) de ce lemme signifie que le processus (t,w) ~ X;(w) o (Q44) (w) &

valeurs dans L2(H,G) est de carré intégrable par rapport & la mesure aps définie sur la
tribu prévisible. Donc par un abus d’écriture évident :

X 0 Qi € I([0, 0o, P, aw, L2(H, G)).
— Le Lemme 1 est démontré. —

Remarque : X(t,w) n'est pas en général un opérateur continu de H dans G, ni défini
partout comme le montre ’exemple suivant :
Soit Q un ensemble réduit & un élément, H et G deux Hilbert (séparables) de dimension

infinie. Soit (h,) une base orthonormée de H, (gn) une base orthonormée de G .
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Soit M = (M,) la H-martingale définie par

M, i 1 h, Vit
t = 7= ln .
n=1 \/27

Alors
= 1
(M)tslet <<M>>i=Mt®2=Z '2'71'hn®hn-
n=1
Donc

¢ t V3 - 1
=L M >, et 2 = —— h, ® hy,.
QM t (QM) r;. \/QT"’- n

Soit X; = X I'opérateur (non partout défini) de H dans G défini par :

«Dom X ={heH, > n(hhn)y<oo}#H

. X(h) = Z \/ﬁ (hahn)Hgn (X = Z \/7—1 hn ®gn)'
n=1 n=1

Alors
1 o n
X oQiy(h) = §=j 7= (hhn) gn.
Donc
X % 2 - n
I1X o Qiflrs =3 55 < oo
et

1
/[0 X0 @ lsdans < o0
,00

(car apy = 5(w0) ® 5{0})

D’autre part X peut étre approché au sens de la norme de A2 par les processus
k
élémentaires X (t,w) = Z V1 hp, ® gn, et il est clair que X est non borné et non partout
n=1
défini.
Cet exemple est trés voisin d’un exemple donné par METIVIER .

La réciproque du Lemme 1 est vraie, et 1’on a donc une caractérisation des
éléments de A*(M; H,G).
Pour le démontrer nous aurons besoin de résultats intermédaires.
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Lemme 2 : Tout processus prévisible X a valeurs dans Lo2(H,G) tel que

/ X0 @5 do < oo

)

définit un élément de A2(M; H,G).
Démonstration :

D’apres ce que ’on a vu au paragraphe précédent, X et Qj%w étant prévisibles, X o Ql’%’
est un processus prévisible a valeurs dans £o(H, G), dont I'intégrale ci-dessus a un sens.

La condition du Lemme 2 signifie simplement que :
1
XoQ3 e Lz([0,oo|[,’P,aM,£2(H, G)).
Le lemme est vrai si X est borné. En effet, il existe une suite (X,,) de processus prévisibles

élémentaires telle que
Xn — X dans £2(H,G)

et
| Xnlla-s < | X||H-s < M.
Alors
Xpo Q,%M — Xo Qi,, dans £5(H,G) (et méme dans £,(H,G)).
Mais

1 1 1
1Xn 0 Qigll-s < 1Xn 0 QI < 1Xnllg-5 Q| 5-s = 1 Xl
et le Théoréme de Lebesgue peut s’appliquer.

Le cas général s’en déduit facilement en approchant X par les processus
Xn L{ixi . s <M}
— Le Lemme 2 est démontré. —

Il reste maintenant & démontrer que tout processus dans A?(M; H,G)) peut étre
approché par un processus qui satisfait aux conditions du Lemme 2.

Pour ce faire nous aurons besoin de résultats auxiliaires.
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Tout d’abord soit H un Hilbert quelconque et R un opérateur continu de H dans H,
auto-adjoint et positif; pour tout A > 0, 'opérateur Jy := (I + AR)™! existe.

En outre :
a) [l <1, |II—=Jx]] <1 o ||| désigne la norme uniforme dans L(H, H),
b)I-Jy=AJyoR=AXRolJ,,

c)J N2 ProjKer g Pour la topologie de convergence simple forte.

a) et b) sont bien connus, c) est démontré par Asperti.

On peut d’ailleurs retrouver facilement ces résultats par la théorie spectrale :

A J, correspond un opérateur de multiplication dans un espace L%(R*,pu) par la
1

14+ Az et :

fonction z ~

> 0.
14 Az oo Loy(z), =20

Ces notations étant fixées on a le lemme suivant :

Lemme 3 : Soit U € L2(H,G) et R comme ci-dessus. On suppose que Ker R C Ker U
(ce qui implique Im(U*) C (Ker R)*). Alors Uo (I - JA)A—> U dans L2(H,G).
—00

Démonstration :

11 est clair que
Uo(I-Jy))€ L2(H,G)

et que
U o (I=JdN)ll2 < |Ul2

on a évidemment
U-Uo(I—-Jy)=Uodj.

De plus
U o Jxll3 = 195 0 U*|I3

=" o U*(gn)li}s
n

ot (gn) est une base orthonormée de G.
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Pour tout A > 0, considérons la suite d’éléments de H : (Jx o U*(gn)) alors :

neN’

. elle définit un élément de ¢2(H) (de norme ||U o Jy||2)

« elle est “majorée” par un élément de ¢2(H) car :

Y Ix U (gl < N0 (ga)l?

« pour tout n, Jy U*(gn) — 0, car Im(U*) C (Ker R)* et Jy, — projger p cOmme on
P’a rappelé plus haut.
Donc par le théoréme de Lebesgue :

U o Jx|l3 = Z lJx 0 U*(gn)ll% tend vers zéro quand A — oo.
n

Ce qui signifie que
Uo(I—-J\) — U dans L3(H,G).

— Le Lemme 8 est démonitré. —

Finalement on a le théoréme de caractérisation de A?(M; H,G) :

THEOREME 5 : Soit pour ap-presque tout (t,w) € [0, 00[ un couple (Dy(w), X(w))

tel que :
a) Dy(w) est un sous-espace vectoriel de H, contenant I m((wa)%(w)),
b) X;(w) est une application linéaire de Dy(w) dans G,

¢) Xi(w) o (Q4y)? (w) € L2(H,G) pour ay-presque tout (t,w),

d) (t,w) ~Xi(w) o (Q4y)? (w) est prévisible et/ |1 X o Qi{"%{-s day < oo.
[0.00f
Alors la famille (D¢(w), X¢(w)) définit un (unique) élément de A*(M; H,G).

Démonstration :

11 suffit de trouver une famille (X*)5~o de processus prévisibles a valeurs dans £L(H, G),

tels que pour tout A :

X* 0 Q3 € L2([0, o[, P, cenr, L2(H, G))



158 Albert Badrikian

et que 'on ait en outre :
l X oQl - X* 0 Q3135 dans = 0
Jim X 0 Qy o QillE-s dan =0.

Soit pour A > 0:
N(tw) = (1+X Q3 (t,w) ™"
et

XA =X o0Q} oy

1
X? est évidemment prévisible car Jy 'est (voir §1) et X o Q3 Vest par hypothése.

De plus
X*(t,w) € L2(H,G) pour tout (t,w)
et
(A) 1% 0 @rllz = IIX X 0 Qk; 0 Jx 0 QI
<X 0 QI
car

1
A JxeQill =T - il <1,
d’apres les propriétés a) et b) précédant I’énoncé du Lemme 3 .

1
Donc X o Q3, est un processus prévisible, & valeurs dans Ly(H;G) et de carré
o, -intégrable pour tout A > 0.
Enfin

XoQy—XroQl =X0Qk ~AXoQkolroQ)
=Xo0Q} -XoQ}o(I-1)
=X0Q‘,%WOJ)\.

et ce dernier terme tend, pour tout (¢,w), vers zéro, dans £2(H,G) quand X\ tend vers
Pinfini. On a donc :

X)o0 QI%M — Xo Q;%,, simplement dans £2(H;G)
et
1
1% 0 @3l < 11X 0 Q1.
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Donc par Lebesgue :
lim /uxA 0Q} — X 0 Q3|12 dan = 0.
—00
— QED. —

En définitive on a démontré que, sur I'ensemble Ay(M; H, G) des applications de [0, cof
dans l'ensemble des applications linéaires non partout définies de H dans G satisfaisant
aux conditions c) et d) ci-dessus, on peut définir une structure préhilbertienne par :

(X,Y) ~ (X,Y)p2 = /lo [(Xoé,%,y o O} ) -sdan

= Trace ((X o @?lw) o(Yo 61%\4)*);1-3 da-
{0,00{

et les processus prévisibles élémentaires sont denses dans 1~\2(M  H,G).

Si A2(M; H,G) désigne le complété séparé associé a A2 (donc A%(M; H,G) est un
Hilbert) , l'intégrale stochastique, définie sur les processus élémentaires, se prolonge en
une isométrie de A2(M; H,G) dans L?(Q,F,P). L'image d'un X de A?(M;H,G) est
appelée “lintégrale stochastique isométrique” de X par rapport & M et on la note

/X dM. On a donc :

B{) [ x amiz}=m{i [ 1xoQhitesic}

On omettra souvent le terme isométrique, et on écrit souvent A? au lieu de A%(M; H,G).
Cela étant, comme dans le cas réel, on peut définir les “intégrales stochastiques
(isométriques) jusqu’a l’instant t” par :

(XoM)t=/[0 }XodM::/(lIo,t]X)odM
i

et t ~ (X o M), définit une martingale de carré intégrable notée X o M dont la variable
terminale est / X odM. On a alors une isométrie de A? dans M?.

Par la suite il sera commode d’utiliser la notation suivante :
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Soient G et G, deux Hilbert et soient X € A2(M;H,G1) et Y € A%2(M; H,G3) (M étant
un élément de M?(H)).

Alors (X o Qi,) o(Yo Q;’t,)* est un processus prévisible & valeurs dans G;82Gs.

On P’écrira encore

(X®Y) (Qum) ouXoQpoY™

par abus d’écriture.

Dans le cas out X (resp.Y) est & valeurs dans L(H, Gy) (resp. L(H,G2)) cette notation
est conforme & celle que nous avons définie au §1 pour le produit tensoriel d’applications
linéaires continues (et partout définies).

De méme on utilisera la notation :

Trace (X o Qp o Y™) ou Trace (X ® Y(Qn))

au lieu de
Trace((X o Qi,) o(Yo Q?t,)‘) =(Xo Q}%/r’ Yo Q;%,I)H-S .

Ces notations seront utilisées pour le Théoréme 6 et ses corollaires.

THEOREME 6 : Soient G, et Gy deur Hilbert X € A2(M; H,G,) etY € A%2(M; H,G>),
M étant une martingale de carré intégrable a valeurs dans H. On a alors (4 une indistin-

guabilité prés) :
KXoM;YoM>=(X®Y)(Qum)o(M)=(XoQpoY*)o (M)

(les expressions figurant dans les membres de droite sont les intégrales par rapport au
processus croissant réel (M)).
Démonstration :
Puisque
XoQuoY*=(XoQ3)o(Y o),
d’apreés la définition de A2, le processus X oQpr0Y™* est prévisible, & valeurs dans G ®:Ga.

De plus, toujours d’apres la définition de A2, I'intégrale stochastique par rapport a
(M) qui figure dans ’énoncé du théoréme a un sens (pour presque tout w) et définit un
processus prévisible.

Posant alors
Zt = (XOM)t®(YOM)t
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et
U, = /M(X o QoY) (s,w) d (M)s,
il nous suffit de démontrer que pour tout couple (s,t) tel que s < t et tout F € F, :
E{15(Z: — Z,)} = E{1(U; — U,)}
a) Supposons d’abord
X =1lag04, (A€L(HGy))

et
Y = 1]7‘5] o B, (B € [,(H, Gz))

Alors
Z = A® B[ (Ming = Mina) ® (Mins = Mins)]-

Si |a, b] =|a, B8]N)7, 6], on a :

E{1r(Z.— Z)} = (A®B) E{1F<<M>>§c';} si sVa<tAb
et
E{1p(Z;— Zs)} = 0 autrement
donc
EB(ir(Z-2)} = AeBE{lr[  QuodM).)}
]sVa,tAb]

_ E{1F/ISVQM(A®B)(QM) M)} s sva<inb

D’autre part :
(X®Y) QM) =1ja3 X 14,60 A® B(Qum)
d’ou

B (10U} = B {17 | () 48 BQu)u diM).}

= ]E{lp/ A® B(Qn)u d(M)u} si aVs<bAt
aVs<bAt

et
E{1p(U,—Us)} = 0 autrement.

— Le Théoréme est démontré dans ce cas.—
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b) Si X et Y sont prévisibles élémentaires, le résultat est démontré en utilisant
la bilinéarité du crochet oblique tensoriel .

c) Le cas général s’obtient par continuité :
Soient X € A%2(M; H,G1) et Y € A*(M; H,G;) et soit X, (resp. Y,,) une suite de pro-
cessus élémentaires convergeant vers X (resp. Y) dans A%(M; H,G1) (resp. A*(M; H,Gy)) .

Alors
XnoM — XoM dans M2 (G;)

et
YooM — YoM dans M2 (G,).

Donc d’apres le corollaire du Théoréme 3, pour tout ¢ :
(XnoM); @ (YnoM);— < XpoM,Y, 0o M >,
tend dans L(Q, G18:G3) vers
(XoM);®@(YoM)y—<XoM,YoM>,.

Or par définition de la topologie de A2 :

<<XnOM,Yn°M>>t=/ Xn®Yn(QM) d<M)8
(0.t]

converge vers /{N XQY(Qum) d(M),.
! — Q.E.D.—
Corollaire 1 : Sous les conditions du Théoréme 6 :
(XoM,Y oM); = Trace (X oQpoY*)o (M)
(le membre de droite étant une intégrale de STIELTJES par rapport & d(M)).
C’est évident.
Soit N = X o M et Qn la densité de < N >> relativement & (N) :
K N >»=Qno(N)

On a alors le Corollaire suivant :
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Corollaire 2 : On a la relation :

1
~ Trace (X ®X(Qum))

Y ° (X ® X)(@m),

ou ce qui revient au méme :

1

m (XOQI%VI) o(Xoéi!)*.
°Wmilh.s

Qn =

1

Trace (X®X(QM)) (X®X)(Qm)=0,si X @ X(Qum) = 0)_

(Avec la convention :

Démonstration :
C’est immédiat car :
K N >»=Qno(N)

et
KN >=X®X (Qun)o (M)

et enfin :
(N) = Trace (X o Qn o X*) (M).

— Le Corollaire 2 est démontré.—
Corollaire 3 : Soient H,G, K trois Hilbert et M une martingale de carré intégrable a
valeurs dans H. Si X € A>(M;H,G) etY € A2 (XoM;G,K) alors Y o X € A*(M; H,K)

et U'on a l’égalité :
Yo(XoM)=(YoX)oM.

Démonstration :

Soit N = X o M. En tenant compte des relations entre Qs et @y d’une part, (M)
et (N) d’autre part (Corollaires 1 et 2) et du fait que :

—~ 1
Trace (X o Qa0 X*) = || X 0 Q|14

on voit que :

WY 22 (vic.rey = 1Y © X Za(ar,m, x)-
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Donc les deux applications
Y~(YoX)oM

et

Y »Yo(XoM)

de A%(N; G, K) dans L%(Q) sont des isométries.
D’autre part il est facile de voir que (Y o X)o M et Y o (X o M) sont égales si Y est

élémentaire.
— Le Corollaire 3 est démontré. —

Corollaire 4 : Soit M et X définis comme dans le Corollaire 3 et soit u € L(G, K). Alors
uoX € A’(M; H,K) et :

u(/XdM)z/(uoX) dM.

C’est absolument immédiat.

Remarque : Soient M et X comme dans le Corollaire et soit v : H — H linéaire continue.
On n’a pas forcément M € A%(v(M); H,G) comme le montre I'exemple suivant :

Soit (Bt)ter, un mouvement brownien réel et soit (M;) la martingale & valeurs dans
H = R? définie par M, = (By, B;). Soit d’autre part (X;) le processus & valeurs dans
L(H,R) ~ H défini par

2 2
X = (eBt,——eBt).
On a alors

. _tt_ _%_1/21/2
(M) =2t ; <<M>>t—lt t‘, QMz—QMz“'l/z 1/2"

Donc XtoQI%{,!l =0 et X €A*(M;H,R) avec XoM =0.
Soit maintenant v : H — H définie par v(z,y) = (z,0), (r,y € R) et soit
N; = u(M;) = (B, 0), alors

t 0 1 |10
(N)e=t; <<N>>t=lo 0!; QN,=Q,’Q=‘0 0’
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De plus
X,0Q} =eB
et

IE(/ Bl dt) = +oo.
0

4 - Exemples de calcul d’intégrale stochastique

et notations

L’exemple que nous venons de considérer prouve que 'intégrale stochastique par rap-
port & une martingale hilbertiene (M;) n’est pas la somme d’intégrales stochastiques par
rapport aux martingales réelles M,, = (M, e,)q.

Toutefois donnons un cas ou il en est bien ainsi.

Supposons qu’il existe une base orthonormée de H, soit (e, ) telle que les martingales
(M, ey,) soient deux & deux orthogonales. M est dite “diagonale”(relativement a e;,) et la
martingale est dite “diagonalisable” s’il existe une base dans laquelle elle est diagonale.
Si M est diagonale relativement a la base (e,) , 'opérateur < M >> relativement a

cette base s’exprime par une matrice diagonale (infinie si dim H = 00) :
(<< M >>t)n,n = <Mn)t

Qum est également diagonale et I'on a pour toute fonction (t,w) ~ f(t,w) prévisible
positive :

E{ /[O’t] f(s,w) (Qy(s))(n,n)d<wf>s} =B o £(s,0) d(My), }
(avec, rappelons-le, (M); = Z(Mn>t) .

Proposition : Soit M une martingale de carré intégrable & valeurs dans U’Hilbert H,
diagonale relativement a la base (en) et soit X € A%(M;H,G). Alors pour tout n le
processus (t,w) ~ X(e,) (t,w) a valeurs dans G appartient @ A%2(M,,IR,G) et l'on a

XoM =Y X(en)oM,
n

et
1X o M||Z20,6) = Z 1 X (en) © MullZ2(q,6)-
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Démonstration :

C’est trivial si X est élémentaire : X = Z a; ljg, 1,y 8sans aucune hypothése
i

quant a la “diagonalité”, car

XoM= Z ai(M;, — M) = Z ai(z (My, — My, en)H €n)
= Z Z ai(e") ° [(Mtn en)H - (A’Ianen)H] )

d’ou le résultat.
Soit maintenant X € A%2(M; H,G) , alors

B[ 1X 0@l don} = > B J, 1o @hr eall )}

»

=S B{ [ IX(enl @ulnn 400}

(en € Im(Q)%\,,), donc X(e,) a un sens)
-2 /m el dhr )

En vertu de 'orthogonalité des (M,) on a

E{IS [ X(en) aMal?} = S B{ [ 1X (e i)}
= SB[ X(ea) aal?}.

En définitive on a démontré que X € A%(M; H,G) implique que pour tout n :
X(en) € A2(Mn§ R, G)
et que les deux applications suivantes

Xw/XdM ot XwZ/X(en) dM,,
n

a valeurs dans L?(f2) sont des isométries et coincident sur les processus élémentaires.

— Cela suffit @ démontrer le résultat.—
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Remarque : Soit M une martingale de carré intégrable & valeurs dans 'Hilbert H. Soit
(en)nen une base donnée de H et pour tout (t,w) soit T;(w) I'opérateur unitaire diag-
onalisant Qps(t,w) comme il est dit & la suite de la démonstration du Théoréme 4 du
paragraphe 1.

11 est facile de voir que T € A%2(M; H,H) et que si N = T o M alors N est diagonale
dans la base (ey).

La formule (T o M), = Trace (T o Qum o T~!)(M) montre que (N); = (M);.

Enfin d’aprés ce que I'on a vu plus haut on a M =T~ ! o N et si K est un Hilbert on
a I’équivalence :

X e A*(M;H,K) < T 10X € A*(N;H,K).
Ce résultat sera utile pour démontrer le Théoréme de représentation.

Soit M € M2 (H). On appelle “sous-espace stable associé & M ” I'espace stable
de M2 (IR) engendré par les martingales (M, e)x.

On a alors le lemme suivant :

Lemme : Soit M € M2 (H) et U une martingale réelle de carré intégrable. On a
équivalence entre les deux énoncés :

a) U appartient au sous-espace stable associé a M,
b) il existe X € A (M; H,IR) tel que U =X o M.
Démonstration :

Il est clair que le sous-espace stable engendré par M est contenu dans ’espace des

intégrales stochastiques car chaque (M, e)p est une intégrale stochastique et I’espace des
X o M avec X € A2(M: H,IR) est un sous-espace fermé de M2 (IR).
Donc a) = b).

Démontrons maintenant que b) = a).

Supposons d’abord N diagonale. Alors le résultat est clair car
/X odM = Z/Xi dM;, X = X(e;): M; = M(e;)

ot (e;) est une base orthonormée (la série étant convergente dans M2 (IR)).

— Le Lemme est démontré dans ce cas.—
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Dans le cas général, avec les notations ci-dessus
/XodM =/(XoT‘1) dToM)= Z/(XoT‘l),- d(T o M);

et on a encore le résultat puisque (T o M); appartient au sous-espace stable de M.
— Le Lemme est démontré .—
On en déduit alors immédiatement le théoréme suivant :
THEOREME 7 : Soit H et K deuz Hilbert; M € M% (H) et U € M%(K). On a
équivalence de
a) Il existe X € A2(M; H,K) tel que U = /XodM

et
b) Pour tout k € K, la martingale réelle (U,k)x appartient au sous-espace stable

associé a M.
Démonstration :

a) = b) par le Lemme 1 précédent

b) = a). En effet : pour tout k € K il existe Xy € A%2(M; H.RR) tel que
(U, k) = Xk o M.

L’application k ~Xj de K dans A%(M; H, IR) est linéaire, d’Hilbert-Schmidt. En effet si

(kn) est une base orthonormée de K, on a
Yo I Xkallze = Y I k) z, amy = U3 1y
n n

Comme
A*(M; HR)®: K = A*(M; H, K)

(ce qui se vérifie facilement), on a donc le résultat.

— Q.E.D.—
Convention : Si X € A?(M; H,IR) on notera parfois / (X,dM)g ou / (X,dM) au lieu

de/XOdM.
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Fixons maintenant quelques notations :

Soient H et K deux Hilbert séparables et (z,y) € H x K. On peut définir les applications

linéaires continues suivantes :

L(z) : K - H®,K définie par L(z)k =z ®k, Vk € K,
G(y) : H » H®;K définie par G(y)h =h®y, Vhe H.

Naturellement
”L(m)"c(K,ngx) = ||zl

et
"G(y)"L(K,HﬁgK) = |lyll-

Cela étant si M € M2 (H) et si X est prévisible & valeurs dans K tel que
[ WXl daws <
(0,001

alors X = L(X) est un processus a valeurs dans L(H, H®;K).
Je dis qu’il appartient & A2(M; H, H®,K). En effet :

Y(t,w), L(X(t,w)) o Q(t,w) € Lo(H, HE,K)
puisque é% est Hilbert-Schmidt ;
(t,w) ~ X(t,w) o @%}(t,w) est prévisible

d’apres la Proposition 2 du §1 et puisque Q Vest, ainsi que X (t,w) (X étant prévisible).
Enfin
~% 2 _ ~3 2
IZ(X) 0 QuZ, 1 wz,ry) = 2 ML(X) 0 Qirlen)lllyz, 4y
1

= | X|I?

(en désignant une base orthonormée de H).
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Donc

/ IL(X) 0 Q3|12 douns < oo.
[0,00

Par conséquent ’intégrale / L(X)odM a un sens.

On la note :

/dM@X, ou (dMQ®X):;

dM & X est donc une martingale & valeurs dans HR, K.
De la méme facon, si N € M2 (K) et si Y est un processus prévisible & valeurs dans

H tel que
B{ [ I d)} <o,
R+

on peut définir I'intégrale stochastique / G(Y) o dN que l'on note

/Y@dN ou Y ®dN.

1l est facile de voir que pour (h,k) € H x K on a:
dM®X(hak) = (X7k)K Od(M7h)H

et
Y @ dN(h,k) = (Y,h)H d(N,k)k -

A partir de 14 on peut, si M et N sont des martingales de carré intégrable a valeurs

dans H et K respectivement, considérer le processus & valeurs dans H®, K, défini par :
[M,N]:=M®N-M_QdN -dM ®N_;
[M, N] coincide avec I'image du crochet droit [M, N] par l'injection canonique
H& K — H®,K.
On peut donc écrire :

[M,NJ]=M®N -M_®dN-dM®N-_ .
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De la méme fagon si M et N sont des martingales de carré intégrable & valeurs dans

le méme Hilbert, il est facile de voir que
[M,N]=(M,N)yg — (M_-,dN)y — (N_,dM)g.

En conclusion les martingales hilbertiennes de carré intégrable et leurs intégrales
stochastiques ont des propriétés identiques aux martingales réelles (ou a valeurs dans des
espaces de dimension finie). Nous avons développé les démonstrations nécessitant une

certaine gymnastique tensorielle.

Indiquons maintenant, sans développer, les propriétés dont la démonstration
est en tout point identique au cas réel :

a) arrét pour les L2-martingales
b) (XoM)p=XToM=XoMT.

On peut d’ailleurs , pour les démontrer , s’appuyer sur le résultat “réel” en considérant
pour tout h € H la martingale réelle

(hy (X o M)r), = (X*(h)0dM),..



